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内 容 提 要 


本 书 基 -部 全 面 介 红 有 芯 门 术语 成 天 名 命名 的 站 阵 的 论著 ,无 论 在 学 术 
上 还 是 在 应 用 上 上 部 有 其 独特 的 作用 ， 

全 书 共 10 章 , 内 容 和 包括; 基础 知识 , 只 现代 数学 的 观点 讲述 了 线性 代数 的 
基本 理论 :不 可 约 、 对 角 优 势 、 西 、 丐 规 等 基本 性 质 逢 阵 ; 白 伴 (Hermite) 、 开 
定 和 和 半 正 定 等 短 阵 以 及 稳定 年 阵 等 ;让 、 非 人 筑 、 和 光环 、 素 和 和 随机 等 扼 阵 , 以 及 
村 矩阵 和 起 - 算 阵 等 ; jordan 慰 准 形 和 相位 变换 , 友 钻 阵 和 Frobenius 条 阵 .Schur 
标准 形 和 和 奇 愉 值 分 解 、.Householder 变换 和 Hessenberg 算 阵 .Givens 变换 和 QR 
分 和 解 、Gauss 变换 利 LU 分 解 ; 带 状 、 轮 换 、Toeplitz、Hankel、 中 心 对 称 、 上 呵 
痒 和 结 丰 等 特 型 朱 阵 ;Kronesker 积 和 Hadamard 积 等 特殊 积 卸 阵 , 以 及 兽 种 }” 义 
逆 其 阵 :Jacobi、Gauss-Seidel、SOQR 、SSOR、AOR 和 SAOR 诸 方 法 的 类 人 陈 分 
和 裂 和 和 迭代 贞 阵 多 项 起. 非 多 项 式 和 Hadamard 等 知 阵 函数 ,以 及 - 般 轩 数 诗 孟 
利 作 为 特殊 情形 的 4 -和 卸 阵 与 有 至 托 阵 ; 息 阵 的 有 辐 图 , 性 质 A、 丰 合 、 乱 、 理 
数 、 奇 倘 校 验 、 对 合 ， 区 间 和 自 友 等 氏 胁 综述, 以 及 关于 素 、 复 对 秘 和 有 三 作 等 
和 守 阵 的 进一步 的 性 质 . 

本 书 取材 丰富, 洱 靖 280 余 种 病名 外 阵 , 能 反映 蜗 新 进展 ;理论 严 河 , 重点 
突出 , 择优 排 证 方法 ; 贷 穿 应 用 背景 或 姑 体 应 用 ;结构 合理 , 既 有 条 统 性 , 适合 
全 面 讽 读 , 又 上 其 可 分 性 , 便于 选读 ;灵活 实用 , 在 疯 方便 ;深入浅出 , 阅读 本 -只 
需 具 备 和 被 积 分 和 线性 代数 的 其 本 知识 ， 

本 书 兼 理 沦 专 葵 、 工具 书 、 大 学 有 关 专 业 教 材 或 参考 书 于 -. 读者 对 象 十 
要 为 数学 帮 其 应 用 数学 和 数值 数 党、 工程 技术 以 及 经 济 科 学 等 工作 者 、 大 学 
教师 、 本 科 生 和 研究 生 . 
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矩阵 简 史 


逢 阵 并 非 如 同 - -种 容易 产生 的 猜想 那样 直接 源 自 线性 方程 组 
系数 的 研究 ,系数 阵列 导致 数学 家 们 发 展 了 行列 式 而 不 是 徐 阵 . 微 积 
分 创建 合作 者 Leibniz 在 1693 年 使 用 了 行列 式 , 先 于 失 阵 成 为 独立 
全 究 对 象 约 150 作 .Cramer 在 1750 征 建立 解 线 件 方程 组 的 行列 式 基 
本 公式 ,Gauss 在 1820 年 堪 右 提出 消去 法 .这 些 雪 件 都 出 现 弃 生 阵 概 
念 存在 之 前 . 

顺便 插 一 名 ,Gauss 消去 法 多 年 来 是 作为 大 地 测量 学 (向 不 是 数 
学 ) 发 展 的 一 部 分 : 称 为 此 消 去 法 的 Gauss-Jordan 方法 最 先 也 是 出 
现在 大 地 测量 学 于 册 之 中 . 

气 阵 代数 得 以 产生 必须 县 备 下 述 此 个 条 件 : 

(1) 适当 的 记号 ,请 如 Ga 和 4 等; 

(2) 和 窟 阵 乘法 的 定义 . 

很 芋 合 的 是 这 两 个 紧要 因素 几乎 形成 十 同一 时 间 , 大 约 1850 第， 
而 且 出 和 白 间 一 国家 ,英国 .除了 Newton 创建 微 积 分 外 ,17、18 宇 19 
世纪 近代 数学 早期 主要 成 就 都 是 欧洲 大 陆 的 数学 家 们 到 得 的 ,他 们 
是 Bermoulli,Cavchy, Enler, Gauss 和 Laplace 等 .但 是 到 了 19 世纪 中 
期 ,英国 的 数学 寮 率先 开展 各 种 代数 系统 基础 结构 的 研究 ,例如 ,A. 
DeMorgan 和 | G. Boole 创 灶 了 和 集 代 数 (Boole 代数 ). 

确 并 窍 阵 概念 和 产生 “< 算 阵 "一 词 的 动机 是 试图 为 醋 究 行 州 式 
提供 话 当 的 和 民 数 语言 ,1848 年 J, J Sylvester 引进 术语 "和 外 阵 ”, 拉 丁 文 
为 "womb… 作 为 数 的 陈列 的 名 称 .他 用 “woitb” 是 因为 他 神算 阵 为 行 


列 式 的 生成 体 . 亦 即 ,矩阵 的 每 开行 和 天 列 的 子 集 ( 相 应 行 和 列 确 定 
的 子 息 阵 ) 生 成 一 个 行列 式 . 

在 围绕 行列 式 研 究 而 寻求 好 的 记号 期 间 ,Sylvester 在 1851 年 提 
议 把 方形 算 阵 写成 如 下 形式 : 


CC ad ao, 
Om GCC 

. . . (1) 
人 人 人 活络 人 


其 每 个 表 值 (元 素 ) 表 示 成 符号 之 积 .他 还 引入 了 方 阵 的 缩减 记号 
[ Ga …- 四 


CI Ca 
并 称 诺 a 和 诸 a, 为 唾 元 (umbra) 或 理想 元 素 . 而 后 ，Sylvester 使 用 这 
些 哑 元 记号 ,将 (2) 的 行列 式 一 一 包括 求 语 &4 还 配 庄 Q ;所 有 置换 带 
符号 之 积 的 总 和 一 一 写成 
a | 
- {3) 
oO 人 
采用 (1) 后 不 入, 两 种 符 写 a 和; 便 被 归并 成 带 双 下 标的 一 种 符号 
一 一 4Qy (Cauchy 在 1812 年 实际 上 已 经 使 用 @ ,但 其 后 没有 立即 被 
采纳 ). 
短 阵 代数 起 源 于 1855 年 A.Cayley 关于 线性 变换 的 工作 . 设 有 
线性 变换 
7: [x =ax+by 7 : xx 
p=cxtdy y=yX toy 
Cayley 考虑 先 执行 天 后 执行 姥 而 得 的 变换 
x"=(aa+cp)x+(bae tadpf)y 
Dl: 1 ， 
y=(aytcd)x+(by +dd)y 


在 研究 如 此 复合 变换 的 表达 方式 的 过 程 中 ,他 导致 定义 矩阵 的 乘法 ， 
复合 变换 工 工 的 系数 第 阵 是 石 的 矩阵 乘 以 五 的 矩阵 之 积 .他 继续 研 
究 这 种 复合 的 代数 一 和 宅 阵 代 数 一 包括 矩阵 的 道 矩 阵 . 用 单个 符 
写 4 来 表示 变换 的 算 阵 是 这 种 新 代数 的 本 质 记号 .矩阵 代数 和 行列 
式 之 间 的 一 条 链 结 很 快 得 以 建立 , 即 为 基本 结果 : 
det{ AB)= (det A}{det B). 

Cayley 相信 和 矩阵 代数 将 会 得 以 发 展 ,以 至 村 去 行列 式 理论 的 光彩 .他 
写 道 :在 我 看 来 ,有 许多 事情 说 明 这 一 矩阵 理论 将 优先 与 行列 式 埋 
论 .” 

射 向 这 “讨论 的 一 东 美 钞 侧 光 来 白 同 “时 期 的 另 一 位 旧 越 的 
英国 数学 家 C. Babbage, 他 建造 了 第 一 台 现 代 计 算 机 , 抽 和 象 出 计算 的 
构成 方法 以 及 其 代数 结构 和 记号 ,几乎 涉及 那个 时 期 数学 中 同样 普 
遍 的 智力 进展 的 所 有 部 分 . 

数学 家 们 还 试图 发 展 向 量 代 数 ,但 是 没有 找到 关于 两 个 向 其 浅 
积 的 自然 的 定义 ,最 单 的 巾 量 代数 ,含有 非 交换 的 向 量 乘积 ,是 由 H. 
Grassmann 十 1844 年 提出 的 .其 后 ,Grassmann 引进 了 由 一 个 列 向 量 
乘 以 个 行 向 量 形成 的 所 请 简单 矩阵 - 

审 阵 和 线性 变换 保持 着 紧密 的 联系 ,而 且 从 进入 3 加 世纪 后 的 观 
点 看 ,正好 是 所 形成 的 线性 变换 一 般 理 论 的 有 限 维 子 情形 .矩阵 还 被 
视 为 一 种 非常 有 用 的 记号 ,然而 开头 热衷 一 阵 之 后 便 很 少 就 其 进行 
研究 .更 得 以 关注 的 是 向 重 , 它 是 物理 以 及 许多 数学 分 支 的 基本 数学 
元 素 .向 量 空间 的 现代 定义 是 Peano 在 1888 年 引入 的 ,不 外, 以 函数 
力 至 线性 变换 为 元 素 的 抽象 冲 明 空间 随 之 建立 . 

回顾 20 世纪 40 第 代 的 一 个 转折 是 可 以 令 人 得 以 教 疹 的 .其 间 ， 
线性 代数 一 度 航 认定 作为 研究 课题 已 夺 终 正 竟 , 从 而 应 埋葬 十 教科 
书 之 中 ;然而 曾几何时 ,响应 高 速 计算 机 问世 提供 的 机 遇 , 利 川 标准 
知 阵 运算 的 非常 局 的 算法 便 相 继 涌 现 ; 拓 阵 数值 分 析 得 以 强调 , 涉 阵 
全 究 进入 了 出 头 之 日 ,Von Neumann 和 Goldstein 在 1947 年 提出 分 
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析 合 入 误差 中 的 条 件数 .A.Turing 一 一 与 Von Neumann 齐名 的 研制 
存储 程序 计算 机 的 另 一 位 天 才 一 一 在 1948 年 给 出 了 和 矩阵 的 LU 分 
解 .QR 分 解 的 实用 是 在 十 年 之 后 实现 的 . 


本 书 的 目的 和 特点 


今天 ,矩阵 在 各 个 学 术 领 域 和 重要 应 用 课题 中 已经 起 着 不 可 替 
代 的 作用 ,计算 机 在 数值 计算 方面 的 使 用 中 , 算 阵 计算 占据 着 大 部 分 
时 间 , 因 此 算 阵 的 基本 概念 、 理 论 和 方法 对 于 称职 的 和 培育 新 的 高 
素质 科学 技术 人 才 来 说 是 必 备 的 非常 重要 而 基础 的 知识 , 

迄今 ,已 有 许 许多 多 矩阵 著作 .然而 有 专门 术语 或 人 名 命名 的 托 
阵 诛 本 已 经 很 多 ,新 的 命名 的 矩阵 又 在 增加 着 ,它们 的 论述 分 布 在 欣 
多 著作 之 中 ,有 了 时 为 了 寻找 某 种 矩阵 的 定义 和 性 质 并 不 容易 . 

本 书 取 名 “特殊 矩阵 ”, 目 的 是 提供 一 部 好 的 尽 可 能 全 面 介绍 各 
类 命名 和 玫 阵 的 论著 ,使 它 无 论 在 学 术 上 还 是 在 应 用 上 有 其 自身 的 价 
值 和 起 着 独特 的 作用 .目前 ,尚未 见 到 国内 外 有 同样 名 称 和 上 的 的 著 
作 . 

本 书 有 如 下 特点 ; 

{1) 取材 丰富 .涵盖 基本 的 和 常用 的 有 命名 的 和 矩阵, 并且 包含 到 
目前 为 止 的 绝 大 多 数 ( 包 罗 - 切 似 不 可 能 ) 其 它 有 命名 的 矩阵 ,能 反 
映 有 关 的 最 新 进展 ， 

(2) 理论 严谨 .择优 论述 和 推 证 方法 .突出 重点 ,对 于 重要 的 矩阵 
类 型 加 以 重点 的 全 面 的 论述 . 

(3) 贯穿 应 用 .一 方面 ,对 大 多 数 矩 阵 类 型 提供 - 定 的 应 用 背 
景 : 另 一 方面 ,从 应 用 课题 中 引 绸 某 些 矩阵 类 型 ,并 讨论 其 具体 的 应 
用 . 

(4) 结构 合理 . 茎 有 系统 性 ,从 基础 知识 出 发 ,循序 渐进 ,适合 全 
面 阅读 ;又 具 可 分 性 ,便于 划分 层次 ,选读 部 分 内 容 . 
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(5) 灵活 实用 .索引 详尽 ,采用 中 英文 全 一 (英文 只 给 出 有 命名 的 
矩阵 术语 ) 查 找 方便 ,各 取 所 需 , 也 是 一 本 必要 的 备用 工具 书 . 

(6) 深入 浅 出 .分 析 清 新 , 富 启发 性 ,语言 精炼 .阅读 本 书 只 需 具 
备 微 积分 和 线性 代数 的 基本 知识 . 

本 书 兼 理论 专著 、 工具 书 、 大 学 有 关 专 业 教 材 或 参考 书 于 - 身 . 
读者 对 蒙 主 要 为 数学 尤其 是 应 用 数学 和 数值 数学 、 科学、 工程 技术 
以 及 经 济 科学 等 工作 者 、 大 学 教师 、 本 科 生 和 研究 生 . 


本 书 的 内 容 结构 


上 所谓“ 特殊 矩 阵 ”, 如 前 徊 所 说 , 亦 即 众多 的 各 类 命 首 短 阵 ,总 妇 
有 其 各 自 的 独特 刻画 (定义 }. 从 大 的 方面 来 说 ,它们 大 体 下 可 以 划分 
成 两 部 分 :一 部 分 是 通过 含有 不 易 直 观 识 别 的 性 质 来 刻画 的 , 书 中 称 
之 为 特性 和 矩阵 或 性 质 矩 阵 ,例如 正规 矩阵 ; 另 一 部 分 则 是 通过 容易 直 
观 识别 的 模式 来 刻画 的 , 书 中 称 之 为 特 济 答 阵 ,例如 对 称 和 矩阵 .划分 
成 这 样 两 部 分 ,为 有 分 有 合 地 有 机 安排 本 书 的 章节 带 来 了 一 定 的 方 
便 . 

全 书 共 分 10 章 . 

第 1 章 是 基础 知识 ,包括 线性 空间 、 对 偶 性 、 线 性 映射 、 和 矩阵 、 
行列 式 、 谱 论 、Euclid 空间 、 玩 范 线 性 空间 和 凸 性 的 基本 概念 .这 一 
章 从 现代 数学 的 观点 阐述 了 线性 代数 的 基本 理论 ,为 网 读 后 面 各 章 
提供 了 一 个 很 好 的 基础 ,然而 就 其 本 身 而 言 , 因 是 -个 完整 的 整体 ， 
也 可 以 作为 独立 内 容 来 阅读 . 

第 2 章 引 入 若干 基本 术语 和 记 和 号、 基本 算 阵 ,以 及 不 可 约 答 阵 、 
对 角 优 势 矩阵 .本 矩阵 、 正 规矩 阵 、 病 态 扎 阵 和 Vandermonde 矩阵 
等 基本 性 质 和 矩阵 ， 

第 3 章 包 括 从 二 次 型 引出 自 伴 矩 阵 及 急性 律 、 自 件 矩阵 的 谱 分 
解 及 其 特征 值 的 变 分 性 质 、 正 定 矩 阵 和 半 正 定 矩 阵 、 稳 定 筷 阵 、 还 
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有 斜 自 件 和 矩阵 等 , 

第 4 章 讨 论 正 抱 阵 、 非 负 手 阵 、 循 环 盾 阵 和 素 和 矩阵、 随机 二 阵 、 
M- 和 矩阵、 以 及 HH- 和 矩阵 等 . 

第 5 童 提供 Jordan 标准 形 和 相似 变换 、 友 条 阵 和 Frobenius 和 拖 
阵 、Schur 标准 形 和 调 异 值 分 解 、Householder 变换 和 Hessenberg 
矩阵 、Givens 变换 和 QR 分 解 , 以 及 Gauss 变换 和 LU 分 解 ,所 谓 “ 标 
准 型 " 利 “ 变 换 " 均 系 某 类 特殊 矩阵 . 

第 6 章 汇 集 带 状 钝 阵 、 轮换 矩阵 、Toeplitz 矩阵 、Hanket 矩阵 、 
其 它 条 纹 征 阵 、 以 及 中 心 对 称 和 矩阵、 同伴 垂 阵 和 结 式 托 阵 等 一 批 特 
型 第 阵 . 

第 7 章 致 力 Kronecker 积 和 Hadamard 积 等 特殊 积 矩 阵 ,以 及 各 
种 广 交 道 矩阵 ， 

第 8 章 专注 矩阵 挝 代 Jacobi、Gauss-Seidel、SOR、SSOR、AOR 
利 SAOR、 以 及 ADI 请 方法 的 矩阵 分 裂 和 选 代 和 矩阵 . 

第 9 章 论述 多 项 式 、 非 多 项 式 和 Hadamard 三 类 矩阵 函数 ,以 及 
一 般 的 函数 卸 阵 和 作为 特殊 情形 的 1- 矩阵 与 有 理 算 阵 . 

第 10 章 作 为 最 后 ” 章 , 综 全 介绍 了 年 阵 的 有 亩 图 和 性 质 A 矩 
阵 、 相 合 和 矩阵 、 辛 矩阵 、 整 数 敌 阵 、 奇 偶 校 验 矩 阵 、 对 人 台 和 矩阵、 区 
间 和 矩阵 、 和 白 反 算 阵 等 众多 算 阵 ,以 及 关于 素 和 矩阵 、 复 对 称 抢 阵 利 | 白 
件 饶 阵 等 秀 阵 的 进一步 的 性 质 . 
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1 基础 知识 


1.1 线性 空间 


1.1.1 定义 ”于 称 为 天 工 的 线性 空间 .如 果 

(1) 半 是 韭 宇 集 合 ,其 元 素 称 为 向 量 , 记 作 x,y 等 . 

(2) 下 是 数 域 , 吕 为 某 些 复数 之 集 , 包 括 0 和 1, 而 且 对 四 划 运 算 
封闭 一 一 天 中 任意 岗 个 数 的 和 、 差 、 积 、 商 {除数 不 为 零 ) 仍 属于 
天 ,天 中 的 数 记 作 立 , 尼 等 . 

G) 规定 了 一 个 从 积 集 下 xx 三 到 三 的 映射 称 为 向 量 加 法 , 记 作 
x+Y, 满 忠 

1) 结合 健 : x+(y+2)=(X+y)+2. 
2) 交换 侍 : x+ y= y+X. 
3) 壮 中 存在 唯 - 霍 元 素 , 记 作 0: 
xX+0=XxX, VxeX. 
4 每 --xe 着 ,人 在于 中 存在 唯一 负 元 素 , 记 作 一 x: 
X+(—X)=0. 
(4) 规定 了 一 个 从 积 集 玉 x 陡 到 于 的 映射 称 为 数 秉 法 ( 数 苹 以 
向 量 ), 记 作 Gam ,满足 
1) 单位 侍 : lx = Xx， 
2) 结合 侍 : a( fr) = (ox. 
3) 分 配 健 Q(xX+y)=ax+oay. 
(+Ax=ort+At. 
例 ” 设 下 是 任 一 数 域 . 
(1) 含 闫 个 分 量 日 每 个 分 量 均 属 于 大 的 列 向 量 全 体 的 集合 


有 = {0 0) 00, eK, C1.1) 


按 逐 个 分 量 定 义 的 加 法 和 数 乘 ,是 天 上 线性 空间 , 仍 记 作 于”. 
特别 ,RR” 和 C" 是 本 书 中 最 常用 的 线性 空间 民 是 实数 直线 ,人 是 
复数 全 体 . 
(2) 开 区 间 (a,D) 上 具有 连续 nn 阶 导数 的 实 值 函数 (或 复 值 汕 
数 ) 了 ; (a 如 一 民 (或 六 ; (a,8) 二 吕 全 体 的 集合 


C"(a,b)={f:f 个 在 (a,56) 上 连续 }， (12) 

按 通常 函数 的 加 法 和 数 乘 ,是 天 = 民 ( 或 下 = 人 CQ) 上 线性 空间 , 仍 记 作 
C"(a,b) .a,b oT 取 R = (一 oo,+oc) . 

特别 

CCa,b) =C*(a,b) 是 (a,b) 上 连续 函数 的 线性 空间 ; 
C (qa 站) 是 (a,B5) 上 无 穷 吕 微 晴 数 的 线性 空间 . 
类 似 地 ,对 闭 区 间 [a,bl, 有 记号 C”[a,5b]l. 
(G3) 系数 属于 大 次 数 小 于 的 多 项 式 全 体 的 集合 


nl 
bi ={p:p0 = Vx ,0 Kxek| , (1.3) 
t= 


按 多 项 式 的 加 法 和 数 乘 ,是 天 上 线性 空间 
1.1.2 定义 设 叱 和子 是 数 域 六 上 的 下 个 线性 空间 ,如 果 存 在 一 一 
对 应 了 :大 一 了 ,使 得 
Fx TXT= FX)+ FX), Vx ,xX EX, 
flomr) = a (x) vxeXx,xek, 
则 称 互 和 了 同 构 , 称 了 为 工 和 了 的 同 构 上 映射 . 
同 构 的 线性 空间 借助 线性 空间 中 能 够 进行 的 运算 ,可 以 不 加 区 
缠 . 容 易 举 出 许多 这 样 的 例子 , 接 非 常 不 同方 式 提供 的 商 个 线性 空间 


是 同 构 的 . 

例 1.1.1 的 和合) 和 例 (3) 中 的 六 ”和 忆 | 同 构 (证 明 留 给 练习 ). 

1.1.3 定义 设 厂 是 数 域 大 上 线性 空间 天 的 非 空子 集 ， 如 果 
ax+pyer vxyeVapek, 


则 严 也 是 数 域 帮 上 的 一 个 线性 空间 (证 明 留 给 读者 ), 称 为 均 的 子 空 
闻 . 
例 (1) 天 = 天 VV={0,0,0, 0) :a 0 EK). 


(2) 五 = 人 (一 oo,+oo) VV=P 


1.1.4 定理 设 玉 利 刺 基数 域 玉 上 线性 空间 帮 的 子 空间 , 则 交 
VA 了 历 也 是 X 的 子 空间 . 

证 因 0Q0eV,0Oe 了 下 ,有 0eFVm 邢 , 故 广 M 玉 非 守 . 男 一 方面 ， 
若 XVEV 人 MP, 则 中 x,yeF，x,ye 克 , 推 出 对 于 任意 的 
,PeK 有 


,K 一 (一 o0,+oo)] . 见 (1.3). 


cr+ 应 cr ot+ptewW, 
故 ex+ 亡 <F 六 形 . 因 此 天 六 厅 是 子 空间 . 口 
1.1.5 定 义 没 广 和 也 是 数 域 K 二 线性 冠 间 久 的 子 集 , 集 
{x+y:xeV,yem! 


称 为 入 与 开 的 和 ， 记 作 丰 十 丈 . 
1.1.6 定理 设 矿 和 于 是 数 域 关 上 线性 空间 才 的 了 室 闻 , 则 和 
V+ 也 是 一 个 子 空间 . 

证 显然 0E 扩 + 序 . 政 + 到 非 空 .区 蔡 生 Er 十 形 , 则 存 
在 Xx,y' EV，X",y" E 气 ,使 得 X= +X = 了 + 于 是 对 于 
任意 的 w, BE 天 ,有 


or tt eV, ort+fthy" ewW. 


从 而 
cx+ 记 =(oxr' th I+oxr + "eV+y. 口 
1.1.7 定义 ” 设 X sx 是 数 域 瑟 上 线性 空间 天 的 六 个 向 量 ， 
形 如 
CO tt 0 EK 


的 向 量 称 为 x 中 ,…,x"” 的 线性 组 合 . 

容易 证 明 ( 留 作 练习 ) 形 如 定义 中 的 线性 组 合 的 全 体 构成 天 的 
一 个 子 空间 . 
1.1.8 定义 ”由 数 域 必 上 线性 空间 了 中 现 个 向量 Xx 中,…,XW” 的 所 
有 线性 组 合 构成 的 子 空间 , 称 为 x,…,xX'” 的 生成 子 空间 , 记 作 
span {x : | ， 即 


span{x™ 2} = |: 三 Sox" :人 E «| (1.4) 
1 一】 


1.1.9 定义 ” 数 域 玉 上 线性 空间 天 中 严 个 向 量 x，…x57 称 为 线 
下 


EX 十 十 Ce =0, 


其 中 winGw € 玉 不 全 为 零 .相反 ,如 果 向 量 x,…,x'” 非 线 福 
相关 , 则 称 它们 为 线性 无 关 . 


1.1.10 引 理 设 基 =span{zm，…- , x"), 向 量 ?6 ， ep EE 五 线 
性 无 关 , 则 mn. 


证 因 凶 的 每 个 向 量 可 以 写成 x ,…,x'" 的 线性 组 合 ,又 依 
线性 无 关 的 定义 易 知 y”,…, yp” 全 为 非 零 向 量 , 故 yW 有 表示 式 


一， ，，， tn) 
了 


县 Ci 不 全 为 零 . 不 妨 设 qj 关 0, 于 是 x 中 可 以 表示 成 yp 与 
XD 的 线性 组 合 ,而 且 span 和 yx px = 下， 


假若 m 之 #4, 容 易 推出 ,再 重复 上 述 过程 n 一 1 次 便 可 以 得 到 
spanfDi yo} = 天 .由 此 ,如 果 严 > 下， 那么 立即 得 出 与 


yy 三 天 线性 无 关 相 悖 . 口 
1.1.11 定义 ” 设 一 个 由 线性 无 关 向 量 组 成 的 有 限 集 , 生 成 线性 空间 
所 , 则 称 该 集 为 工 的 一 组 基 . 而 且 , 有 基 的 线性 空间 称 为 是 有 限 维 
的 . 
1.1.12 定理 ”有限 个 向 量 xo ……,xom 生成 的 线性 空间 瑟 必 有 基 . 

证 著 x0,……xo 线 性 相关 , 则 它们 之 间 存 在 非 平凡 关系 ,并 
自 其 可 得 x0……xo 中 的 某 一 向 量 xt? 能 表示 成 其 余 向 量 的 线性 
组 合 .于 是 可 以 去 掉 x'” ,重复 这 一 步骤 ,直至 余下 的 那些 x@ 彼 此 线 
性 无 关 ; 它 们 仍然 生成 万 ,而 且 构成 一 组 基 . 口 

有 限 维 线性 空间 有 许 许 多 多 的 基 . 

1.1.13 定理 ” 设 龙 是 数 域 玉 上 的 有 限 维 线性 空间 . 则 

(1) 互 所 有 基 所 包含 的 向 量 个 数 是 相同 的 .这 个 数 称 为 艺 的 维 
数 , 记 作 dim 石 . 

(2) 大 同 构 于 大", 这 里 问 = dim 大 .由 此 推 册 ,同一 个 数 域 上 的 
任何 两 个 维 数 粗 同 的 线性 宰 间 是 同 构 的 . 

证 (1) 从 1.1.10 和 1.1.11 直接 推出 . 

人) 的 证 明 留 作 练习 . 口 
1.L14 定理 ”有限 维 线性 空间 天 中 每 一 组 线性 无 关 疝 量 
XXX 可 以 扩充 成 下 的 一 组 基 . 

证 ”如果 xz，…xo 不 生成 于 ,那么 存在 某 xE 不 能 表示 


成 xx 的 线性 组 合 :于 是 得 扩充 组 XXX = 工 . 
重复 这 一 步骤 ,直至 扩充 组 生成 于 .这 一 扩充 过 程 在 xn 一 s 步 内 完 
成 , = dim 六 . 口 

此 定理 表明 一 个 有 限 维 线性 空间 可 以 形成 许多 不 同 的 基 ， 
1.1.15 定理 没 志 是 有 限 维 线性 空间 ,了 是 亏 的 子 空间 . 则 

(1) 了 是 有 限 维 的 . 

(2) 了 有 一 个 补 一 一 车 的 男 一 子 空间 Z ,使 得 每 个 xe 闭 可 以 
唯一 地 分 解 成 

X= y+2, PE, zez, 
而 且 
dimX = dimY +dimZ. (1.5) 

证 在 了 中 可 从 其 任 一 非 故 向 量 y5 开始 构造 一 组 基 , 亦 即 得 
到 生成 了 的 一 个 线性 无 关 向 量 极 大 组 yy)…,p 中 . 依 1.1.10， 
5 dim .再 依 1.1.14, 此 极 大 组 可 以 通过 添加 py ,….,y 中 扩充 
成 天 的 一 组 基 . 定 义 


Z =span{y*™ ,py"}. 
显然 ,了 与 Z 相 事 为 补 ,而 量 
dim XX =n=s+(n—s)=dimY +dimZ2. 口 
比 (1.35) 更 一 般 的 一 个 结果 是 (证 明 留 作 练习 ): 设 三 是 有 限 维 
线性 空间 , 灰 与 玉 是 天 的 子 空间 ,而 且 无 = 和 上 + 于 , 则 
dimX =dimV +dimF —dim(V MW). (1.0) 
1.1.16 定义 ”线性 宁 间 了 称 为 其 相互 为 补 的 两 全 子 空间 了 和 Z 的 
直 和 , 记 作 著 = 了 是 Z. 
蝎 一 般 地 ， 了 于 称 为 其 子 空间 站,…, 了 ,的 直 和 , 记 作 
X=7@...0Y,, 
如 果 每 个 Xe 计 可 以 唯一 地 分 解 成 


1) Ley 
1 


X= tty 
容易 证 明 : 世 天 是 有 限 维 线性 空间 日 起 = 丰 轿 … 里 大 则 


站 机】 
yy EeF, ', yy” el,. 


dimX =D dimy, (1. 刀 
i=1 


1.1.17 定义 ” 设 了 是 线性 空间 于 的 子 空间 . 如 果 x' x”"eE 针 满足 
X 一 E 了 , 则 称 x' 与 x" 为 同 余 模 了 , 记 作 x'=x”modY. 
容易 证 明 : 同 余 模 是 种 等 价 关系 , 即 具有 
(1) 对 称 性 : x'=x"modY 了 二 x"=x modY. 
(2) 自 反 性 : x = xmodY.， 
(3) 传递 性 : 成 立 
x'=X" modF,x=x"modF — x =x" mod¥. 
! Nr 的 元 素 分 成 同 余 类 mod 了 了 .包含 xeE 克 的 同 余 类 记 
作 这 卢 即 


fr}={z:ze Xx,z—-xer}. (1.8) 
1.1.18 定义 ” 设 了 是 线性 空间 针 的 子 空间 .不 的 同 余 类 mod 了 所 
成 之 集 在 加 法 
+ {y= {r+y) 
与 数 乘法 


a{x}= {om} 
的 定义 下 构成 一 个 线性 空间 (证 明 留 作 练习 ) 称 为 下 mod 了 的 商 宏 
间 , 记 作 工 (mod 玉 ) 或 三 /了 了 . 
同 余 类 加 法 定义 是 说 :包含 x 的 同 余 类 与 包含 y 的 同 余 类 之 和 
就 是 包含 x+ 了 的 同 余 类 .类 似 地 可 解释 数 乘法 的 定义 .容易 证 明 , 这 
样 的 运算 定义 与 同 余 类 中 代表 元 素 的 选取 无 .大 . 


例 设 线性 空间 元 的 组 成 元 素 是 形 如 
(2 
的 具有 nn 个 分 量 的 行 向 量 ， 了 的 子 空间 了 的 元 素 形 如 
(0,0, xX3,, X, ), 
即 头 两 个 分 量 为 零 的 行 向 量 . - 

此 时 , 革 中 任何 两 个 向 量 x' =(Xi,…,X0) 与 X= (XX 》 
满足 x'=x"modF 了 了 的 充分 必要 条 件 是 x = 二 xi,X 二 0 ( 即 只 要 
头 栈 个 分 量 对 应 相等 }; 于 是 ,人 每 个 同 余 等 价 类 可 以 用 具有 两 个 分 
景 一 一 等 价 类 中 所 有 向 量 的 共同 分 量 一 一 的 向 量 来 表示 . 

此 例 表 明 , 建 立 一 个 商 空间 对 /了 相当 于 在 闭 中 的 信息 内 抛弃 
其 所 包含 的 属于 了 的 那些 成 分 .这 种 做 法 对 于 精简 信息 一 一 忽略 不 
必要 的 成 分 -一 来 说 是 非常 有 意义 的 . 

1.1.19 定理 ” 设 了 是 线性 空间 所 的 子 空间 , 则 
dimY +dim(X /YT) = dim xX. (1.9) 
特别 , 当 dimY = dim 羊 时 ,了 = 于. 

证 设 y,…,y 是 了 的 一 组 基 . 候 1,1,14, 可 对 其 添加 
yD,…,y 中 构成 了 的 一 组 要 .显然 fy} ,… ,{[y”} 是 了 /了 
的 -组 基 . 口 
1.1.20 定义 设 轩 与 浪 , 是 同一 数 域 上 的 两 个 线 特 空间 , 龙 如 

C(x,x DD) x EX, x "eX, 
的 有 序 对 全 体 ,在 如 下 加 法 
OA FD OI EA px ty) 


与 数 乘法 


ox x ) 三 (Ci ax) 
的 定义 之 下 ,构成 -个 线性 字 间 (证 明 留 作 练 习 ), 称 为 与 了 ,的 直 
和 , 记 作 北 四 大 


容易 证 明 ( 留 作 练习 ): 
dim(X, BX,)= dimX, +dimX,. (1.10) 


1.2 对偶 性 


1.2.1 定义 ” 设 天 是 数 域 扩 上 的 线性 室 间 .定义 在 瑟 上 的 纯 基 值 函 
数 1 一 天 称 为 线性 的 ,如 果 
Rxty)=Ix) +iy), vx,yexX, (2.1) 
而 且 
Ka =olx), vxeX,aek. (2.2) 
注意 ,重复 应 用 (2.1) 与 (2.2) 这 两 条 性 质 ,可 得 
Ke tt x lx) + a L(x"), 
WX A ENR, 0 EK. (0Q.3) 
1.2.2 定义 设 丈 是 数 域 玉 上 的 线性 空间 .定义 在 三 上 的 线性 函数 
全 体 ,在 逐 点 XE 于 定义 的 线性 函数 的 加 法 
(T+ CO = 1X)+1m(X) (Lm 是 和 上 的 线性 函数 ) 
与 数 乘法 
(an = oO (Qa e 民 ;1 是 多 上 的 线性 也 数 ) 
之 下 ,构成 -个 线性 空间 (证 明 留 作 练习 ), 称 为 二 的 对 个 空间 , 记 作 
在 ， 
例 (1 六 = CIO,11. 定 义 上 ， 


5 门 =| roas yf ex. 
任意 取 定 s < [QJ] ,定义 已， 
L(A = (0), f eX. 


任意 取 定 5 ,…,s, E10,1]，@,,…,0, eRR, 定 义 1 ， 


LO)= af(s), Vf eX. 
i=l 


容易 验证 站 ,厂矿 和 三 
(2) 天 =C” [0J] .任意 取 定 5,e [90,11], 定义 站 


(N= 20 (0), Wee. 


容易 答 证 i e 六 '. 
1.2.3 定理 设 卫 是 数 域 必 上 的 pn 维 线性 空间 ,x ,…,x 人 中 是 了 的 
一 组 大. 则 每 个 xe 革 可 了 唯 -地 表示 为 


X=0xX tax, Od EK. (2.4) 


H 


而 二 

(1) x 的 表示 式 (2. 四 中 的 每 个 是 x 的 线性 了 油 数 , 记 如 此 依赖 
关系 为 = CX)，i=1,…,n. 

{2) 对 于 任意 给 定 的 常数 c,,…',c, Ee 下 ,由 


EC 三 CBE 二 二 CC (2.5) 
定义 的 1 是 线性 浮 数 . 
(G3) 对 于 任意 给 定 的 非 零 向 景 y e 廊 ,存在 线性 函数 7 使 得 
i(y)}¥0. 


(4) 每 个 线性 函数 [可 以 唯 -地 写成 (2.5) 的 形式 ， 

证 (1) 的 证 明 禄 作 练 习 . 随 之 推出 QQ), 因 为 线性 函数 的 线 忻 组 
合 也 十 线性 函数 . 

依 L114, 由 非 零 向 量 x = 了 出 发 可 以 扩充 成 站 的 -组 基 . 由 
此 从 CT) 推出 人 3) 

. 设 7 是 太 上 任 -线性 函数 .将 了 作用 于 由 (2.4) 表 示 的 x; 利 用 线 
性 明 数 的 性质 (2.3), 立 即 看 出 ! 形 如 (2.5), 其 中 


=» 1 


© =1x), 1 0, = Lx,). DD (2.6) 
1.2.4 定理 设 匹 是 数 域 天 上 的 严 维 线性 空间 , 则 
dim X'=dimX. 

证 关系 式 (2.4),(2.5} 和 {2.6) 建 立 了 线性 函数 1 和 nn 元 有 序数 组 
(ce 之 间 的 一 个 一 一 对 应 ;显然 ,如 此 一 一 对 应 是 天 的 对 偶 
空间 大" 和 线性 空间 天 "之 间 的 一 个 同 构 . 另 一 方面 ,和 又 和 下 ” 问 
构 . 问 构 的 线性 空间 是 有 相同 的 维 数 的 ， 口 

天 为 卫 ' 是 线性 字 僻 , 它 也 有 自身 的 对 侦 空 间 X" = (XY, 
1.2.5 定理 所 ”网 构 于 工 . 

证 ”对 于 固定 的 xe 着 ,定义 "上 的 线性 函数 上 如下: 

(DN=Ux), vieX. (2.7) 
可 以 让 接 验 证 ,由 (2.7) 定 义 的 点 是 站 的 线性 函数 .于 是 ,对 每 个 
Xe, 可 按 (2.7) 定 义 一 个 线性 函数 ; 记 如 此 线性 表 数 所 成 之 集 为 
己 , 刁 是 了 "的 子 空间 . 

首先 证 明 由 (2.7D) 确 定 的 政和 己 之 问 的 对 应 基 一 一 的 ,因而 是 

一 个 同 构 . 事 实 上 ,如 果 Xx,ye 于 , 而 月 =,, 即 有 

Hx)=6.D=6,D)=1y), viexX,', 
韦 么 

O=1x) 1) =x -yp), viexX', 
于 是 , 依 1.2.3 的 (3), x 一 y=0 即 x = .至 此 即 可 推出 志和 2 同 构 ， 
依 11.13， 

dim X =dim®. 
现在 证 明 己 就 是 苑 ”将 1.2.4 同时 应 用 十 著 和 丐 ', 有 
dim X =dim X' = dim XX", 

所 以 dm = dim 三 ”. 依 1.1.19, 忆 = 三” 口 

这 一 定理 表明 二 和 无 之 间 前 关系 是 完全 对 称 的 .为 了 强调 这 


一 点 ,线性 函数 1 在 x 的 值 有 时 记 作 
Ux). {2.8) 
这 是 一 个 双 线 性 函数 , 意 即 它 对 每 个 自 变量 当 另 一 个 被 固定 时 是 线 
性 的 ;这 是 乘积 的 属性 .因此 ,也 称 其 为 点 积 , 记 作 
1'xX 或 x. (2.9) 
1.2.6 定义 ” 设 了 是 线性 空间 大 的 子 空间 ,在 了 上 等 于 零 的 线性 函 
数 的 集合 , 称 为 子 空间 了 的 零 化 子 , 记 作 了 + , 即 
Fr={leX':ly)=0,vyerY). (2.10) 
1.2.7 定理 ” 设 了 是 线性 窑 间 奢 的 子 空间 , 则 
{1) 了 + 是 于 “的 子 空间 ， 
(2 dimY +dimY™ =dimX. 
证 (0D 的 证 明 留 作 练习 ， 
考虑 7Y+ 和 (站 77) 的 一 个 自然 同 构 . 对 于 取 定 的 JE 了 + , 定 尽 
Le(lX/YY 如下: 


Lix}=lx), vfxle X/Y. (2.11) 
从 (1.) 和 和 (2.1 人 ) 推 出 工 的 定义 是 明确 无 误 的 ,也 就 是 说 ,并 不 依赖 代 
表 同 余 类 的 元 素 x 的 选取 . 
反之 ,对 于 任 一 取 定 的 Le( 革 /YY ,2.1 定义 了 一 个 7E 了 +. 
显然 ,! 和 工 的 对 应 是 一 一 的 ,从 而 是 一 个 同 构 ,于 是 
dim 了 + =dim(X /YY, (2.12) 
依 1.2.4,dim( yy = dimf 节 77) .全 此 ,从 (1.9) 推 出 (27. 口 
了 1 的 维 数 记 作 codimT 了 , 称 为 了 的 子 空间 了 的 余 维 数 . 
依 上 述 定 理 , 有 
codim 了 +Qmy 了 = dim XX . (2.13) 
出 于 8+ 是 了 ' 的 子 空间 , 它 的 零 化 子 是 " 的 子 空间 , 记 作 
Fit =(Y+Y. 


TT Mr 


1.2.8 定理 在 这 ”和 了 的 同一 化 .下 ,对 于 的 每 个 子 空间 了 成 


羡 
Yt = 了 . (2.14) 
证 将 1.2.7 同时 应 用 于 了 和 了 + ,有 
dimY +dimF! = dinm 所 
和 


dimyY +dimnF . =dimX". 
由 此 并 注意 到 dim 二 = dim 三 ,可 得 
dimy++ = dimy ， 
从 而 了 和 了 同 构 . 另 -方面 ,利用 (2.7)， 
sD =(y)=0, Vy ey, ley,, 
表明 每 个 ye 了 对 应 个 E71! . 同 此 ,在 视 如 此 相对 应 的 y 和 
6, 为 同一 的 意义 下 ,成 并 (2.14). . 口 
1.2.9 定理 设 了 CR 是 一 个 区 间 , 生 ，…… 人 了 是 a 个 不 同 的 成 . 则 
存在 于 个 数 而 |; …… 焉 ，E 限 ,使 得 成 立 求 积 公式 
{pd =m pt ) tet m, plt,), Vp e Ps , (2.15) 
其 中 己 ,是 次 数 小 于 严 的 实 系 数 多 项 式 的 集合 , 见 (1.3)， 
证 依 1.1.2，P, 同 构 杆 RR”,dimP | =#. 定 义 线性 函数 
hl, ELPA), 
Lp)= pt), vpeP, i=l,,h. (2.16) 
现在 证 明博,…, 才 线性 无 关 , 假 定 有 线性 关系 式 
cn +…+C =0, (2.17) 
依 博 ,… 光 的 定义 (2.17) 总 味 着 
CUP 人 0)+ eplt)=DO vpeP,. (2.18) 
定义 多 项 式 gg 、…',g, EP, 


qi) Et ), k= 
在 .1 中 依次 取 p 为 gq,,…,9,; 即 得 
C= =0, =0, 
这 说 明 线性 关系 式 (2.17) 必 是 平凡 的 ,因此 下,…, 线性 无 关 . 
依 1.2.4, 
dim(P, YY =dimP,, =n, 
故 […, 是 (Py 的 一 组 基 . 寺 是 ,P,， 上任 一 线性 函数 1 可 以 表 
不 为 上 ……, 妃 的 线性 组 合 .特别 ,区间 了 上 的 积分 是 已 ， 上 的 一 个 线 
性 函数 ,因此 存在 mm ,…, mm ,使 得 
fa = mL +e + ml, (), 
由 此 及 {2.16), 便 证 明了 存在 形 如 I(2.15) 的 求 积 公式 . 口 


1.3 ”线性 映射 


1.3.1 定义 ” 没 革 和 了 是 数 域 扩 上 的 两 个 线性 空间 .从 半 到 了 的 - 
个 映射 了 :天 一 节 称 为 线性 的 ,如 果 它 满足 加 性 
了 (YXTDJ)= 了 (ET)+TOD， YX,yEX (3.1) 
和 满足 齐 次 性 
Tiax) = 一 TXT vxreXaek, (3.2) 
蕊 称 为 了 的 定义 域 空间 ， 了 称 为 的 目标 空间 ;在 7 下 于 的 便 称 
为 的 值 域 , 记 作 咒 , 即 
另 ={T(X):xe XX}， (3.3) 
入 是 了 的 线性 子 空间 (证 明 留 作 练习 ) x < 下 在 了 下 的 象 了 (Co) 党 
写成 乘 的 形式 7x ;这 样 ,加 性 便 成 了 分 配 健 ， 
通常 ,线性 映射 也 称 为 线性 算 子 . 


例 (1) 任何 同 构 映 射 是 线性 映射 
d 
2) X=7=P , 风 (1377 = 一 . 
(2) m1.3) dy 
(3) 于 = 了 =C”*(R}.T 是 任何 线性 微分 算 子 . 


(4) 六 = 了 = Cla,51; 了 是 [qa,5] 上 任何 线性 积分 算 子 . 
(5) 于 = 人 切 ”, 了 二 展 ”y 一 7% 定义 为 


> = (3.4) 


这 里 了 = (及 JE 了 王八 着. 
1.3.2 定 尽 ”线性 映射 了 :五 一 了 的 零 空 间 (也 称 为 核 ) 是 世 中 由 了 
鼎 成 0 的 元 素 的 集合 , 记 作 ef , 即 
of = :Tx =0,xeX}, (3.5) 
而 日 它 是 于 的 线性 子 空间 (证 明 留 作 练 习 ). 
1.3.3 定理 设 了 :三 全 了 是 线 尾 映射 , 册 
dimef + dim 坊 = dim XX. (3.6) 
证 了 了 作用 于 商 空间 五 7 ee 条 先 交 为 
T{x}=Tx, vir}e ¥/%, 
则 荆 是 半 / 4 和 员 的 一 个 同 构 映 射 ,于 是 
dim(X /of7)= dim®. 
男 一 方向 , 依 T.1.19， 
dim(X /of ) = dim ¥ -dim of, 
即 得 (3.6). 口 


1.3.4 推论 设 了 :大 一 了 是 线性 映射 . 
(DD) 若 ditny < dim 和 , 则 


Tx 0， 闭 某 些 x € XX,X 冯 0. 


特别 , 取 革 = 有 跨 ”, 了 = 菇 ”;T 了 的 定义 如 人 3. 办 .可 得 如 下 结论 :如 果 
Wi < ,那么 线性 方程 组 


Dh) =0, i= G7 


有 非 平 凡 解 , 即 解 中 至 少 有 -个 x, 二 0. 
(2) 者 dim 了 = dim ,日 满 是 Tx 二 0 的 只 有 回 量 x = 人 0, 则 


儿 = 了 . 
特别 , 取 帮 = 了 一眼 *;: 大 由 
Dy = py, i=1,n (3.8) 
定义 ,可 得 如 下 结论 :如 果 齐 次 方程 组 
Dx; =0, i=l,n (3.9) 
j=1 
只 有 平凡 解 x, = …=x =0, 那 么 对 于 任何 取 定 的 


(ys) EY, 
非 齐 次 方程 组 (3.8) 有 了 唯一 解 ， 
证 (1) 由 于 
dim %. < dimF¥ < dim X, 
因此 从 1.3.3 得 知 ,dim ef7 > 0 ,也 就 是 说 ,ef 必 包 含 某 些 非 零 向 
量 ， 
(2) 依 假 设 ,ef = 侣 ,所 以 dim fi =0, 因 此 从 13.3 以 及 从 人] 
的 假设 有 
dm %. = dim X = dim7Y. 
于 是 ,根据 1.1.19, 名 = 了 . 口 
1.3.5 应 用 
(1) 设 天 是 次 数 小 于 下 的 复 系 数 多 项 式 全 体 构 成 的 空 问 ， 
了 三 下 ”. 


bl cs 


Tn 


选取 个 不 同 的 复数 5 ,…,s, ,定义 映射 下 :下 一 了 为 


Tp=(p(5),…, p(s,)) ， vp eX, 
则 er = 人 0} 事实 上 , 

p=0¢% pts)=0,., Pp(5,) =0, 
也 就 古 说 ,Pp 以 5、…,5, 为 零点 ,然而 次 数 小 于 于 的 多 项 式 忆 不 可 
能 有 个 不 同 的 零点 ,除非 p = 0 .因此 , 依 1.3.4 的 (2),T 了 的 值 域 是 整 
个 了 =C"; 这 表明 对 丁 任意 指定 的 (c…,c,) eC", 有 了 唯 的 
pe XX ,使 得 


Ps)= 0 PS, ) = 0,. 
(2) 设 下 是 次 数 小 于 于 的 实 系 煞 多 项 起 全 体 构 成 的 空间 ， 
Y = 有 RR". 
选取 有 个 两 其 不 相交 的 区 间 工 ,…, 了 7 记 民 .对 于 任意 的 pe 外， 
定义 万 ;为 了 在 1 上 的 平均 值 : 


万 = i PlsJds，17 鼎 了/ 的 长 度 . (3.10) 


定义 映射 T: 针 一 了 为 
Tp =(B,…,B,),， 
则 os = 各. 
事实 上 ,着 Tp = 0 , 即 成 
B),=0, f=,n, 
则 加 在 了 内 间 号 ,从 而 至 少 有 一 零点 ,= 二 1…,n. 因 了 ,…, 4 两 现 
不 相交 ,pp 至少 有 nn 个 不 同 的 零点 ,再 注意 到 p 是 次 数 小 于 n 的 多 
项 式 , 故 六 三 0 . 
因此 , 依 1.3.4 的 (2), 丰 的 值 域 是 整个 了 上 = 中 ” ;这 表明 对 于 任意 
指定 的 (cc,) ER*, 有 了 唯 -的 pe 六 ,使 得 
五 = 上 一品 


(3) 构造 数值 通 近 Laplace 方程 在 平面 域 G 内 的 解 ， 
Au =tuw +Wy, = 二 0， 人 在 口内 , (3.11) 
在 如 的 边界 上 基 给 定 的 .在 忆 上 引入 方形 网 烙 ,再 用 中 心 差分 
1 Hp + ug ,te Wy 一 Fa +is G12) 
近似 代替 二 阶 偏 导 数 ,这 里 
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而 上 是 网 格 步 长 ,将 (3.12) 代 入 (3.1D 给 出 如 下 关系 式 : 
_ Uw tHUy +HE+is 
= 了 . 
此 方程 表明 域 G 内 每 个 格 点 驯 处 z 的 值 w 关 系 到 口 的 四 个 相 令 
格 点 处 芭 的 值 .在 任何 加 的 相 邻 格 点 处 于 C 外 的 情形 , 取 该 点 处 世 
的 值 为 &# 在 最 近 边 界 点 的 边 值 , 

方程 (3.13) 导 致 形 加 (3.8) 的 具有 nn 个 未 知 数 n 个 方程 的 方程 
组 ;nn 等 于 如 内 烙 点 的 个 数 . 

现在 证 明 相 应 的 形 加 (3.7) 的 齐 次 方程 组 一 一 相应 于 取 边 值 为 
截 - -对 所 有 格 点 只 有 零 解 &， = 0. 

到 定 齐 次 方程 组 任 一 组 解 ,并 用 二 表示 所 有 加 内 格 点 的 
#o 的 最 大 值 .假定 在 人 内 某 格 点 驴 处 达到 芭 ，, 则 从 (3.13) 推 出 
在 的 四 个 相 邻 格 点 处 全 为 z=, .重复 如 此 论证 ,最 终 到 达 
僻 外 或 边界 的 相 邻 格 点 .因为 置 所 有 这 种 点 妈 的 # 为 零 ,推出 
和 一 站 , 糯 似 可 证 让 =0. 于 是 齐 次 方程 组 在 所 有 格 点 的 值 


{3.13) 


Ho 


"1 


Wu = 0, 
依 1.3,4 的 人 2), 对 于 任何 边界 条 件 ,导致 的 方程 组 有 了 瞧 一 解 ， 
1.3.6 定义 设 了 和 3 是 两 个 三 一 了 的 线性 映射 ; 蕊 和 了 是 数 域 
于 上 的 线性 空间 .在 和 下 + : 
(T+SHNX)= TCO) + SX), vxe¥, (3.14) 
及 数 乘 积 w7 : 
(aTY=soa(Tx), vxeAX,ocek (3.15) 
的 规定 下 ,T+ 仿 和 a&T 仍 是 于 一 了 的 线性 映射 ,而 县 三 一 了 的 线 
性 映射 的 集合 自 对 构成 一 个 线性 空间 (证 明 留 作 练习 }. 这 个 空间 称 
为 线性 映射 空间 , 记 作 (了 , 六 ). 
一 般 ， 设 有 映射 (不 -- 定 是 线性 的 )T: 了 一 了 和 S$S:Y 一 2， 
其 中 下 ,了 和 之 是 任意 集合 . 卫 和 二 的 复合 


SoT:Xo OZ 
定义 为 
(SoT)X)= ST((XND), vx eX. (3.10) 
复合 具有 结合 侍 : 设 有 映射 


T:X YY,S:YOZ,R:ZOW, 


RotS oT)=(RoS)eT. (3.17) 

当时 ， 了 和 和 2Z 是 线性 空间 , 了 :外 一 了 和 5: 了 一 Z 是 线性 

遇 射 时 , 容 舅 证 明 ,So 了 也 是 线性 映射 ,而 且 , 复 合生 于 线性 映 峙 的 
加 法 具有 分 配 侍 


(R+SYoT=ReoT+SoT (3.18) 
和 

So(T+O)=SoT+So0, (3.19) 
其 中 民 : 了 一 之 和 吕 : 三 -> 了 也 是 线性 映射 . 


由 于 有 这 种 分 配 性 质 ,连同 一 般 成 并 的 结合 侍 , 线 性 映射 的 复合 
常 被 表示 为 猴 法 的 形式 : 


ST=So7. (3.20) 
注意 ,这 种 “乘法 ”一 般 是 不 可 交换 的 . 当 &$7 有 定义 时 , 75 经 常 
是 没有 定义 的 ,两 者 相等 更 是 军 饥 . 


1.3.7 定义 ”线性 映射 了 :无 一 了 称 为 可 道 的 ,如 果 它 是 一 对 一 的 
和 满 的 , 即 如 果 它 是 一 个 同 构 映 射 .了 的 道 记 作 了 :了 -三 ,并 用 
TTCy)=x 当 十 仅 当 T(x)=y，xeX,yerY,. 

由 定义 推出 {证 明 留 作 练 习 ): 
(1) 可 道 线 性 映射 的 逆 映 射 也 是 线性 的 . 
(2) 车 荆 和 是 可 首 的 ,而 且 ST 有 定义 , 则 8$7 也 是 可 道 的 ,而 
且 有 
(STY" =T7™ 5， {3.21) 
13.8 定义 ” 设 T 了 ;了 一 了 是 线性 映射 ,了 和 了 是 数 域 下 上 的 线性 
空间 ,1 了 一 下 是 线性 函数 , 即 eY', 则 复合 1 本 ;久居 是 线性 
函数 , 即 J & XX"( 证 明 留 作 练 习 )》. 
这 样 ,可 以 规定 了 ' 一 X' 的 一 个 映射 , 称 为 工 的 转 置 , 记 作 
T", . 
Ti=1IT, vieY.. (3.22) 
更 详细 地 
THXxY=IT(xX) = HY), vieY'xeX, 
或 者 利用 表示 线性 函数 值 的 记号 (2.8), 
(TT XY=0 TY), vieY',xe¥. (3.23) 
例 ”考虑 1.3.t 中 的 例 (): 于 = 民 ”, 了 =R”",T: 尖 一 了 定义 为 
y= 1x, 
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Ds Xx, i=1,,m, (3.24) 


其 中 x = (xX ,…,X,)】 EE， oO， "yy erY. 
这 时 ,对 于 1e 了 ' 和 ce 子 ' 分 别 有 如 下 形式 : 


Cy) = D1y, 和 (fx)= yf, 
i=L -一 上 


可 视 ; 三 (人 I = (六 万 ), 从 而 
(R")=X" =R”,R"”"Y=Y'=R". 


向 于 
(LP)= 0 = D1y, = Pin, 
Db ;= fx = ,x)=(Tn), 
J=l i=l j= 
因此 = 了 T?， 


所 = j= (3.25) 


转 暑 有 以 下 基本 运算 规律 (证 明 留 作 练习 ): 
《87 二 7 了， (T+R)Y=T+R, (TY=(TY) 
(3.26) 
而 和 且 , 若 症 关 系 式 (2.7) 下 视 XX" 恒 同 革 ,了 "和 恒 同 了 , 则 
T"=T. (3.27) 
1.3.9 定理 ”线性 映射 :于 -> 了 的 值 域 的 零 化 子 是 其 转 置 的 零 空 
但]: 


= (3.28) 
的 值 域 是 7' 的 零 空间 的 零 化 子 : 
只. = . (3.29) 
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证 依 1.2.6, 并 注意 到 抱 = 人 y=Tx:xeX} 以 及 表示 式 
(3.23), 有 有 
%! ={eY’: 思念 =0vye 员 } 
={eY' :Tx)=(0 Tx) =0,vxeX}. (3.30) 
二 此 ,对 于 缠 - 中 的 1 有 7T7=0; 这 表明 咒 ! Cof 
另 一 方面 , 设 1e of., 则 TY = 0:; 由 (3.30) 即 知 1e 铝 - .所 以 又 有 
兄 : 二 ef .于 是 (3.28) 成 疗 . 


现在 取 (3.2 中 两 边 的 零 化 子 ,并 依 1.2.8, 即 得 (3.29). 口 
(3.29) 是 映射 慎 域 的 一 个 非常 有 用 的 特性 . 
1.3.10 定理 ” 设 T: XX 一 了 是 线性 映射 , 则 


dim R% = dim %.. (3.31) 
如 果 还 有 ddim 证 = dm ,那么 
dim e 和 全 = dim 6... (3.32) 


证 依 1.2.7, 有 
dim %: + dim ®%. = dim Y, 
将 1.3.3 应 用 于 天 :三 一 六 .有 
dime 人 三 +dim %. = dim¥Y". 
再 依 1.2.4,dim 了 =dimY' ,以 及 依 13.% 名 =ef 人 ,立即 得 出 
(3.31). 

将 1.3.3 同时 应 用 于 了 了 和 了 ,注意 到 dmyY = dimy 及 假设 
dim 三 = dim 了 了 ,并 利用 (3.31), 便 可 推出 (3.32). 口 
1.3.11 定义 ”考虑 线性 空间 万 到 其 自身 的 线性 映射 构成 的 线性 
空间 学 ( 针 , 廊 ), 这 是 特别 重要 的 类 上 映射 ,任何 两 个 这 种 映射 可 
以 相 加 与 相 乘 { 即 复合 ) 还 可 以 乘 以 数 .内 此, (于 ,了 ) 是 一 个 代 
数 . 它 是 结合 代数 ,但 不 是 交换 代数. 它 有 一 个 单位 元 素 一 一 恒 等 
贞 躺 了 ， 
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=x, vxer. (3.33) 
还 有 一 个 霍 映射 已， 
人 Or 一 0，wrE (3.34) 


人 (XX, 证 ) 包含 零 因子 -一 -映射 对 本 和 5 ,其 积 ST = 总 但 两 者 
都 不 为 零 映射 口 .例如 ,S 是 具有 非 平凡 零 空间 ef 的 任 一 非 堆 映 
射 ,T 是 值 域外 CC ef 的 任 一 非 等 映射 .还 有 ,存在 映射 TT 人 〇 ,但 
T? =7T = 0 ;比如 取 了 为 微分 算 子 ,而 革 是 次 数 小 于 2 的 多 项 式 
构成 的 线性 空间 , 答 个 小 于 2 的 多 项 式 的 二 阶 导 数 等 于 等 . 
任意 取 定 4 < 记 ( 站 ,六 ) ,经 加 法 与 乘法 可 形成 4 的 凶 项 式 
pliAY= oA to A + +t aol, 


帮 的 多 项 式 全 体 的 集合 形成 人 (XX, 于 } 的 一 个 子 代数 ,这 个 子 代数 
是 交换 的 , 它 在 谱 论 中 起 着 重 上 的 作用 . 

车 Te (证 道 , 则 依 1.3.7, 显 然 存 

TT =T"T=1. (3.35) 

(下, 耻 ) 的 可 道 元 素 的 集合 关于 乘法 ( 即 复合 ) 构 成 个 群 .这 
个 群 只 依赖 于 大 的 维 数 以 及 数 域 儿 , 记 之 为 GL(n,K). 

设 Se CX, 针 ) 可 道 ,对 每 个 和 e 世 ( 工 天) 可 构造 一 个 元 素 
M, € HX,X): 


M, = SMS™. (3.36) 
这 种 从 好 到 4 ,的 对 应 称 为 相似 变换 ;并 称 M .相似 于 1 . 
1.3.12 定理 ”每 个 相似 变换 是 之 ( 闭 , 于 ) 的 一 个 自 同 构 , 映 射 数 乘 到 
数 乘 ,和 到 和 , 积 到 积 , 即 成 立 
(aM), = oaM.. (3.37) 
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(M+L)c = M+L,. (3.3%) 
(MD), = M ,Ls. (3.39) 
相 羽 变换 构成 一 个 群 .另外 
(Mo)r = Ms. (3-40) 
证 “人 .3 力 和 (3.38) 显 然 成 立 . 依 相似 变换 定义 (3.36), 并 利用 结 
合 健 , 有 


(at = SCMI)S™ = SMS "SLS™ = MLs 
和 
Cr = T(SMS 7T =(TSYM(TSY = Ms, 
后 者 还 利用 了 溢 系 式 (3.21). 口 
1.3.13 定义 ”Pe 区 (三 ,) 称 为 投影 映射 或 投影 算 子 ,如 果 它 具有 
等 第 性 , 即 满足 
P’=P. (3.41) 
这 是 线性 空间 针 到 自身 的 -类 重要 映射 . 
例 (1) 了 = 民 ”,P 的 定义 为 
Px={(00x, ,NT), Vi=(m,,X%,) EX, 
这 是 说 ,P 的 作用 是 置换 x 的 头 两 个 分 量 为 零 . 
(2) 大 = CI~-1,1], 对 于 每 个 了 eCI-1,1], 定 义 PF 为 了 的 侦 部 


分 
(PPA) = LO+I OD OO) we 
容易 证 明 如 此 定义 的 PP 是 线性 的 ,而 且 是 投影 映射 . 
1.3.14 定理 设 Pe (了, 革 ) 是 投影 算 子 , 则 
(1) 1 一 卫 也 是 著 到 敢 的 投影 算 子 , 称 为 关于 投影 算 子 了 的 作 
投影 算 子 . 


二 


(2) Wp = op. 
G) eg = 勇 ， 
(4) ef 电 狗 = 天. 
证 (1) 直接 检验 等 罕 性 ， 
(人 -中 =-7-2P+P -1-2P+P=1I-P. 
(2) 若 ye 名 ;, 则 存在 x e 针 ,(1 一 PYx = yy .过 此 
Py= P(I—- PJx=(P-P’}x=0, 


从 而 了 € ef 

友之 , 督 Py=0, 则 (7 -Py =y, 于 是 ye 多 .p. 

{3) 证 明 与 2) 相 念 , 留 作 练习 . 

(4) 对 于 任 一 YE 大 ,可 将 其 写成 

X=uUt+v uu=(f—- Pxeol,v= Pren,, 
因此 
和 十 胞 二 直 . 
剩 下 需 证 明 x 的 上 述 表 示 式 是 唯 -- 的 .事实 上 , 若 还 有 表示 式 
X=uU tv WH EVEN, 
则 
uu =v -ve Nm. 

于 是 # 一 WE B84, 即 有 


Pu—u)=0. 
而 且 & 一 WW'€ 唤 . , 依 G)， 又 有 
-Pu-u)=0, 
立即 推出 # 一 ww' = 和 ,从 而 


UW=uU VV=v. 口 
1.3.15 定义 ”线性 空间 到 敢 的 两 个 竖 射 S$ 和 工 的 换 位 子 是 指 
ST—7S, 


六 到 下 的 两 个 映射 S 和 了 称 为 (可 ) 交 换 的 ,如 果 其 换 位 子 十 罕 ( 映 
射 ). 


-DI 


1.4 虐 阵 


1.4.1 定理 ”每 个 线性 映射 e 斧 ( 和 7 补 ”) 的 对 应 = 7X%X 可 以 写 
成 如 下 形式 : 


和 好 
pi = DX Ei=1,m, (4.1) 
j=1 


其 中 x= (和 EC” ,y={y ,py EC”. 

证 设 e, EC” 是 第 j 个 分 量 为 1 其 余 分 量 为 0 的 单位 列 种 量 ， 
了 =1…,1 ,fe ,…,e,} 称 为 C”( 也 是 民 ”) 中 的 标准 基 . 

于 是 每 个 向 量 x = (xX,……,X,】 EQ" 可 表示 为 


无 一 Saxe,. 
4=1 

因 了 是 线性 的 ， 

了 =Tr= YTe, ， (4.2) 

j=l 
由 此 ,并 令 
t=(Te), i=l,m, j=L,n 

即 得 (4.1). 注 意 , Te, eC”,(7Te,), 是 其 第 i 个 分 量 . 口 
1.4.2 定义 ”将 出 现在 (4.1) 的 系数 排列 成 第 形 阵 列 

i 2 it 


lm 


(4.3) 
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如 此 阵列 称 为 pxn 和 给 阵 ,m 是 行 数 ,n 是 列 数 ,每 个 1 是 了 的 元 素 . 
这 是 线性 映射 Te (CQ",C") 对 应 的 从 阵 ,直接 用 了 记 之 .特别 ,六 
形 三 天 时 , 称 了 为 方 阵 , 并 称 关 为 了 的 阶 . 

依 1.4.1, 每 个 线性 鼎 射 Te 放 (C”,C”") 对 应 一 个 形 如 (4.3) 的 
mxn 条 阵 了 ;反之 , 答 个 形 如 {4.3) 的 pxn 个 阵 了 道 过 关系 式 (4.1) 
对 应 一 个 线性 映射 Te (CC”,C"). 这 就 是 说 , 线性 映射 集合 
从 (他 "CC”) 和 现 xn 算 味 全 体 之 间 存 在 一 一 于 应 .注意 ,在 这 种 意 
多 下 ,将 把 拓 阵 与 线性 映射 同一 化 ,许多 概念 和 性 质 都 可 以 用 矩阵 与 

fj 是 了 的 在 第 i 行 和 第 j 列 交点 处 的 元 素 , 称 为 的 (i, 由 -元 
素 , 有 时 记 之 为 (TD), , 即 


(TD, =6. (4.4 
通常 ,主要 讨论 所 有 元 素 志 为 实数 或 为 复数 的 矩阵 .记号 


TT 忆 腿 mx 
表示 了 的 元 素 为 实数 , 称 荆 为 mxn 实 和 矩阵 ;类 似 地 ,记号 
PF TT 所 位 ?2” 


表示 了 的 元 素 为 复数 , 称 了 为 mxn 复 和 矩阵. 
了 是 形 如 人 (4.3 的 抵 阵 .有 时 将 其 视 作 列 向 量 的 行 ,或 行 向 量 的 
列 : 


T=|e® = | (4.5) 


其 中 列 向 量 


"27" 


r= 人 
而 中 也 常用 缩写 记号 
T=[&]. 
根据 (4.2) 和 (4.5)， 
Te,=cW, 1<j<n (4.6) 
表明 列 向 量 e, ef" 的 象 是 列 向 量 cu) eC”" .因此 ,为 了 一 致 起 见 ， 


一 般 约定 对 于 任何 正 整 数 n,C” 和 R" 中 的 任 一 向 量 x 都 是 列 向 量 ， 
亦 即 

区 一 | : 三 (0 
区 


两 个 mx 外 阵 5S = [sy] 与 了 = [图 ] 称 为 相等 ,如果 
Sy=ty, i=,m, j=1,n. 
所 有 元 素 为 等 的 盾 阵 称 为 专 答 阵 , 记 作 0. 
容易 证 明 , 车 5,7 E 作 (C*”C”*), 则 
(S+D), =(0); + 7;. (4.7) 
这 样 ,自然 地 引出 矩阵 加 法 的 定义 : 两 个 加 x# 矩阵 与 =[s;] 与 
T=[t;] 之 和 记 作 $+， 


StT=[lsy]+tlty]=[s; +t;]. (4.8) 


= 定员。 


依 1.4.1,C” -3 从! 的 线性 映射 5 的 对 应 矩阵 是 单行 向 量 
Ss=S = {8,53, ). 
CC' 二 人 "的 线性 映射 工 的 对 应 矩阵 是 单列 向 量 
a 


此 时 , 积 ( 复 台 } ST 是 CC' 一 位 :的 线性 映射 ,容易 推出 ,其 对 应 第 阵 是 
单个 数 (1x1 和 矩阵 ), 记 之 为 st: 
ST=st=5t + + st,. (4.9) 
从 这 个 公式 自然 引出 按 行 向 量 乘 以 列 向 量 的 向 量 飞 积 的 定义 . 
应 用 定义 (4. 久 和 人 4.9) 中 的 记号 ,可 以 通过 矩阵 作用 于 列 向 量 给 
出 公式 (4.) 的 一 种 紧凑 写法 : 


y=Jx=| : |. (4.10) 
Pah 

下 面 说 明 应 当 怎 样 规定 两 个 矩阵 的 彝 法 . 

设 T;:C* 一 C”" 有 有 5S:C” 一 Ci' 是 线性 映射 ,如 前 所 述 ,对 应 的 
矩阵 分 别 地 仍 用 TT 和 5 来 表示 .同样 地 ,对 于 复合 映射 
ST :C"” 一 们 ,其 对 应 的 矩阵 也 同时 用 $S7 来 表示 . 依 (4.6) 及 复合 
射 定 光 , 并 应 用 (4.10), 得 到 5$7 的 第 了 列 

Se 
(ST)e, = S(Te,)= Se = 
Sen 


其 中 s 中 是 S 的 第 大 行 .从 线性 映射 角度 解释 如 上 关系 式 , 便 可 自然 
地 引出 筷 阵 乘法 的 规则 . 
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1,4.3 定义 ”和 矩阵 飞 法 规则 : 设 S 是 1x m 算 阵 , 荆 是 区 xn 算 阵 .5 
a, 是 -个 xn 窍 阵 ,其 (Kk, 门 -元 素 是 S 的 第 无 
gu) iF; 57 的 第 j 列 {之 各 
(ST), = st,. (4.11) 
这 里 


soa): repo 0] 


注意 ,和 矩阵 $ 乘 以 算 阵 了 ,必须 满足 呈 的 列 数 等 于 本 的 行 数 ,这 
种 情形 , 称 $ 和 了 为 可 相 箭 符 阵 {conformable matrices. 息 阵 乘 法 没 
有 交换 健 , 即 使 是 两 个 方 阵 相 乘 …- 般 也 是 不 能 交换 的 ， 

因为 线性 映射 的 复合 有 结合 健 , 和 矩阵 对 法 也 有 结合 

此 前 已 约定 ,C" 是 具有 nn 个 实 分 量 的 列 向 量 全 体 构成 的 空间 
现在 将 QC” 的 对 侦 空 间 (C"Y 视 同 于 具有 nn 个 实 分 量 的 行 向 量 全 体 
构成 的 空间 . 

Et" 了 了 作用 于 x eCQ", 依 (2.8) 用 插 号 记 作 

(Lx)=1x. (4.12) 
设 LT,x 是 如 下 线性 映射 : 


i:C”" CTC, TO oO0”™, x:C—o0". 


根据 结合 健 , 
UTOx = Lx). (4.13) 
由 于 1e(C”) ,IT e(C"Y ,利用 记号 (4.12) 可 将 (4.13) 写 成 
UT, = ,Tx). (4.14) 


回顾 线性 映射 了 的 转 置 了 的 定义 1.3.8, 有 
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(Tx) = (Tx). (4.15) 
比较 (4.14) 和 (4.15) 可 以 得 出 : 怀 对 应 的 矩阵 应 当 是 了 对 应 的 矩阵 
经 行 变 成 列 、 列 变 成 行 后 所 得 的 矩阵 .由 此 自然 地 引出 矩阵 转车 
的 定义 . 矩阵 下 的 转 置 矩阵 记 作 7T', 其 G, 门 -元 素 即 为 了 的 
Cj 站- 元素: 

(7 六) =(7)， (4.16) 
1.4.4 定义 ” 设 和 矩阵 本 形 如 (4.5), 将 (4. 全 代入 (4.2), 得 

王政 = 和 + + Xe, 


这 表明 知 阵 荆 各 列 的 所 有 线性 组 合 组 成 了 的 值 域 .此 值 域 是 -个 线 
性 空间 , 它 的 维 数 在 老式 教科 书 中 称 为 的 列 秩 . 类 似 地 可 以 定义 工 
的 行 秩 .(4.16) 说 明了 的 行 秩 是 了 的 值 域 的 维 数 , 
依 1.3.10， 
dim %. = dim Rr 
到 可 推 得 算 阵 的 列 秩 和 行 秩 是 相等 的 , 称 其 为 窜 阵 工 的 秩 . 记 作 
rank7. 

现在 考虑 怎样 用 算 阵 表示 任意 的 映射 . 

没 了 :天 一 了 是 任 一 映射 ,二 同 构 于 C” ,n=dim 久 ,了 同 构 
于 C” ,m = dimY. 

仿 1.4.1, 在 革 中 选取 -组 菇 w…,w 中 后 , 便 可 建立 线性 
映射 (于 ,了 ) 与 mxn 短 阵 之 间 的 对 应 关系 .了 对 应 的 矩 阵 仍 
记 作 工 . 

同 构 映射 可 以 这 样 来 产生 :对 于 于 中 选 定 的 车 …,w', 然 
后 按照 

2 xe, i=1,.,n 
使 可 确定 一 个 同 构 映 射 , 记 其 为 
B:Xo oC". (4.17) 
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类 似 地 ,有 同 构 上 映射 

C: 了 一 仑 ”. (4.18) 
显然 ,次 存在 许多 基 而 存在 着 许多 同 构 映射 .可 以 利用 任何 这 样 的 同 
构 上 映射 表示 TT 为 C” 王 亿 ” 的 瞎 射 ; 记 对 应 于 同 构 瞎 射 和 忆 的 下 
的 C” 一 C" 的 映射 为 ,容易 推出 


M = CTB". (4.19) 
当 了 是 天 全 大 的 映射 时 , 取 C= 8B ,(4.19) 成 为 
JU = 五 7 下. (4.20) 


此 时 , 若 C: 竺 ->? 开 "是 男 一 个 同 构 上 映射 ,并 记 对 应 于 各 的 了 的 
丰 ”一 区 "的 映射 为 站 , 则 利用 结合 律 及 (4.20), 有 

N=CTC™ = CB BTB BC = SMS™:, (4.21) 
其 中 仿 =sCB-1. 因 有 如 和 人 蕊 同 为 革 二 QC" 的 同 构 映射 , 故 5S 是 
C” 一 QC" 的 映射 而 且 是 可 道 的 .(4.21) 给 出 了 甘于 TT: 革 地 了 的 
C” 一 C "的 两 种 映射 表示 和 和 NN 之 间 的 关系 . 

以 上 论述 ,一 旦 引入 道 矩 阵 概念 , 便 可 直接 改换 为 矩阵 说 法 . 
1.4.5 定 义 ” 设 T 是 nxn 钴 阵 .如 果 了 所 对 应 的 线性 映射 是 可 逆 的 ， 
并 将 其 道 映 射 对 应 的 掉 阵 记 作 下 一 , 则 称 了 为 可 递 矩阵 , 称 了 -为 了 
的 逆 和 矩阵. 可 首 短 阵 也 称 为 非 奇异 矩阵 或 非 退 化 矩阵 .相应 地 ,不 
逆 和 矩阵 称 为 奇异 矩阵 或 退化 矩阵 ， 

显然 ,对 于 可 道人 矩阵 了 ,成立 形 如 (3.35) 的 基本 关系 式 , 即 

7T7- = 了 了 = 了 (4.22) 
通常 ,多 用 满足 条 件 (4.22) 直 接 定 义 了 的 道 和 矩阵 字 . 

存在 着 如 同 (4.21) 的 关系 的 方 阵 和 六 称 为 是 相似 的 . 

前 面 分 析 表 明 : 相 羽 的 矩 阵 描述 同一 个 从 某 空间 到 其 自身 的 映 
射 ,可 以 期 望 相似 的 矩阵 有 相同 的 内 蕴 性 质 . 
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1.4.6 定义 ” 设 4=[a,] 是 #4xnn 和 矩阵 .4 的 从 左上 角 至 右上 角 沿 
i=f, =] 
的 线段 称 为 4 的 主 对 角 线 ,位 于 主 对 角 线 上 的 元 素 
Ali =1,.……,n) 
称 为 4 的 ( 主 ) 对 角 元 素 .，4 的 从 右上 和 角 至 天 下 角 沿 
ni+l), 一] 下 


的 线段 称 为 4 的 次 对 角 线 , 它 垂 直 于 主 对 闻 线 .平行 于 主 对 角 线 沿 


的 线段 称 为 4 的 对 角 线 . 
Xx 矩阵 也 称 为 对 角 短 阵 , 如 果 
CD), =0, Vizj, lsi,j<n, 
常 记 作 
D= diag(d,,…,d, ), (4.23) 
其 中 qd, = (DY), ,i=1…n， 
于 x 天 乒 降 了 称 为 单位 矩阵 ,如 果 元 素 


0，i 关 jj 、 
人) = ,lz<ij<n. 
1, i=], 


1.5 行列 式 与 迹 
1.5.1 引言 ”本 节 利用 体积 的 直觉 性 质 来 定义 方 阵 的 行列 式 . 

民 ” 中 的 单纯 形 是 具有 n+1 个 顶点 的 多 面体 , 取 其 一 个 硕 点 
于 原点 O 〇 ,其 余 顶 点 记 作 a ,…,a" .顶点 的 顺序 是 紧要 的 .故而 


= 3 了。 


称 O 〇 ,a ,…,a"" 是 月 序 单 线形 的 顶点 . 记 如 此 有 序 单纯 形 为 
太一 (Da Et ， 

S 称 为 退化 的 ,如 果 它 置 于 一 个 一 1 维 子 空间 . 

下 面 将 涉及 有 序 单纯 形 的 两 个 几何 属性 :定向 和 体积 . 

一 个 非 退 化 有 序 单纯 形 S 具有 两 种 定向 中 的 一 种 : 正 或 负 . 

S 称 为 正定 向 的 ,如 果 可 以 连续 地 和 非 退 化 地 变形 成 为 标准 
有 序 单纯 形 

《Ce pe )， 
其 中 是 民 " 的 标准 基 中 的 第 i 个 单位 向 量 , 这 种 变形 意味 着 存在 
个 1 的 向 量 值 函数 

ad(t), Ozt<l1, i=L-.,n 
使 得 
SD) = (Da Da" (0) 
对 所 有 te[0,1] 是非 退化 的 ,而 且 满 足 
a (0 =a", ad()=e, i=l,,n 

相反 , 即 $ 不 是 正定 向 的 , 称 S 为 商定 向 的 ， 

对 于 有 序 单纯 形 5 ,定义 OCS) 如 下 : 当 5S 非 退化 时 , 依 其 定向 的 
正和 负 ,C(S) 分别 等 于 二 1 和 一 1; 当 六 退化 时 ,OCS)= 0. 


单纯 形 $ 的 和 体积 的 基本 公式 是 
vol(S) = 二 vol ( 底 )x 高 (5.1) 
n 
其 中 “ 底 " 是 指 5 的 任何 (x 一 站 维 向 ,高 "是 指 从 包含 底 的 超 平面 到 
对 顶点 的 距离 . 


-个 更 为 有 用 的 概念 是 带 符号 体积 , 记 作 20S) ,定义 为 
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3(S) = OU(SJvol(S) ， (5.2) 
因为 S$ 是 通过 它 的 顶点 来 描述 的 ,了 (S) 是 eat 的 函数 ， 
既然 , 当 两 个 顶点 由 等 时 ,5S 是 退化 的 ,所 以 

Z(5)=0， 当 存 在 a =al7,iz jj. (5.3) 
(5$) 的 男 一 个 性 盾 是 ; 当 所 有 a?(iz 让 固定 时 , 5(S) 是 a 人 7 的 

线性 通 数 . 为 了 证 明 这 一 结论 ,将 (3.0 和 (5.2) 合 并 为 
ES(SY= Lyol,, { 底 )xa， (5.4) 

mn 


其 中 
a =O(S)x 高 。 《5.5) 


这 里 高 是 包含 底 的 超 平 面 到 蔬 点 ao 的 距离 ;a 称 为 带 符 号 别离 , 因 
为 O(5) 当 a 中 处 于 底 的 一 个 侧 向 时 取 一 个 符号 , 当 a 由 处 于 底 的 
相反 侧面 时 到 相反 符号 ,引进 笛 卡 儿 坐 标 轴 , 使 得 第 一 轴 垂 直 于 底 ， 
其 余 轴 置 于 底 平面 之 中 .按照 笛 卡 儿 举 标的 定义 ,向 量 & 的 第 一 举 
标 a(a}) 是 a 划 其 余 轴 生成 的 超 平面 的 带 符 号 跑 离 .根据 1.2.3 的 
(1),o(9) 是 a 的 线性 函数 .由 此 ,从 (5. 必 和 (5.5) 便 推出 所 要 证 明 的 结 


沦 . 
下 述 经 典 公式 把 行列 式 和 有 序 单纯 形 的 带 符号 体积 联系 在 一 
起 : 


9 = 二 De oa)， (5.6) 
HH. 


其 中 记号 站 (ae 员 ,at ) 是 在 稍 后 1.5.7 中 将 了 以 正式 定义 的 以 
&00,4 人 为 列 的 行列 式 的 缩写 .对 于 行列 武 ,不 是 从 一 个 抽象 公 
式 出 发 ,而 是 从 带 符号 体积 的 几何 性 质 赋 了 它 的 性 质 来 演绎 它 ,这 种 
研究 途径 归功 于 E.Artin. 
1.5.2 性 质 ”由 (5.0) 确 定 的 Drfa ,eat 具有 如 下 性 质 : 

(1) 著 存在 GD = Ga 迪 关 大 则 
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Da ao) -0. 
(2) 五 是 关于 aat 的 多 重 线 性 函数 ,也 就 是 说 , 当 所 有 
a 中 Gz 门 固 定时 ,DD 是 a 中 的 线性 函数 . 
GQ) 规范 化 : 
Zel，…e,) 一 1， (5.7) 
其 中 ,…-,e, 是 民 " 的 标准 基 . 
(4) 万 是 关于 ee 的 交错 函数 ,也 就 是 说 ,如 果 交 换 a 中 
和 qa,i 关 ,那么 中 的 值 改变 因子 (-1). 
{5) 车 a ae 线性 相关 , 则 
Da ,a™)=0 
证 ” (1) 和 (2) 可 直接 从 (5S) 的 相应 性 质 推出 .(1) 也 是 (5) 的 特殊 


情形 . 
(3) 可 从 (5.6)、(5.5)、(5. 相 和 (5.1) 递 推 或 归纳 ,具体 证 明 留 作 练 


习 
(4) 因为 只 交换 了 a 和 ga 中, 下面 仅 指示 它们 , 令 
a=an ,b=ad. 
使 用 性 质 (1) 和 (2), 得 


Da,b} = Da Dt Da,a) = Daa +h) 
=Daath— Dat+bat+ph) 
Dp,at+b) = -Db,a)- DB,D) 
—Db,a) 
(5) 因 af ,…,a" 线性 相关 , 故 它 们 中 之 一 ,不 妨 设 a 路 ,可 表 
示 为 其 余 者 的 线性 组 合 : 
a = a + to a". 

先 使 用 性 质 (2), 再 使 用 性 质 (1), 即 得 

Da ,ee a) 

=Doa +t +o a , a, a) 


[2) 


" 6. 


和 2 2 
=&, D(a a 1 十， 


+a,Da" ,a ,a )=0. 


口 


1.5.3 定义 个 对 象 ,比如 数 12,…,n, 刘 其 自身 的 满 映 射 p 称 为 


置换 . 


如 同 所 有 函数 那样 ,置换 可 以 复合 .因为 兽 换 是 满 映射 ,必然 是 
一 对 一 的 ,所 以 还 可 以 求 逆 ,因此 它们 形成 一 个 群 ;此 类 群 , 除 坟 = 2 


外 ,是 不 可 交换 的 . 


记 P; = PQ) .借助 如 下 形式 的 表格 显示 p 的 作用 很 是 方便 : 
1 2 SP 


nin 


Pi 
12 
简 记 作 ~ 
ppp: Pp, 
例 设 
_ 1234 
P3413° 
则 有 


;1234 ; 1234 ,1234 
P721’ ? 34’ * ©1234 


1 _ 1234 


”3142 
1.5.4 定义 ” 设 x,…,X 是 个 变量 ;它们 的 判别 式 是 指 


PAX ,NX,) =] [cx 一 关门 ， 


1 


(5.9) 
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设 p 是 任 一 置换 .显然 ， 
Pplx,7,xa)) = [Tx, -x,) 


Ix 
就 是 PX ) 或 一 PCXL AX,)， 
1.5.5 定 义 设 pp 是 任 一 置换 . p 的 符号 着 oCp) 定 义 为 


Pp Kn Ds PIPXL ,XN ), 


符号 差 的 性 质 (证 明 留 作 练习 ) 

(1) olp)=+1 或 -1. 

(2) CCP P= (PIC PD). 

置换 的 一 种 特殊 类 型 :一 次 交 换 . 它 针对 任何 指标 对 


jk, jk, 
其 定义 如 下 : 
PE= iz jk, 
PN=K, plR)=), 
这 种 置换 称 为 对 换 . 


对 换 有 以 下 性 质 (证 明 留 作 练 习 ): 
{3) 对 换 + 的 符号 差 


Of) = -1. 
(4) 每 个 置换 可 以 写成 对 换 的 复合 : 
P=t, oof. 
如 此 ， 
op)= 1). 


这 种 分 解 是 不 唯一 的 ,但 因子 个 数 天 的 奇偶 性 是 唯一 的 . 
鲍 置换 


= 写生 


(5.9) 


(5.10) 


_ 12345 
“24513 


是 对 换 

12345 12345 ,12345 
12543” * 21345’ 3 42315 
的 复合 , p = f, of, ot. 

1.5.6 定理 设 


二 


a = ， 了 =1 (5.11) 


则 由 (5.6) 确 定 的 D(a 中 …,a”) 成 立 如 下 基本 公式 : 
Da ,a ®t)= DY op)asass. (5.12) 
n 
这 里 等 式 右 边 求 和 是 对 1,…,n 的 所 有 管 换 p 而 言 的 . 
证 因为 


a 


= He 十 十 Ge 了 = 二， 
其 中 ee, 是 及 ”的 标准 基 . 依 1.5.2 的 (2), 并 利用 Go" 关于 
el,…ev 的 线性 组 合 ,得 
Dla® … ac) 
= 站 (aiel t+ a ea ,a ) 
= a Dle,a ,a ) + 
十 在 De ,a ,a ), 
D(a ,…,a 中 ) 展 成 项 ;接着 再 利用 a 中 关于 e,,…,e, 的 线性 组 
合 ,得 n° 项 展 式 ;重复 这 -一 过 程 共 nn 次 ,可 得 
PC = Dai as De es), (5.13) 
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其 中 求 和 是 对 瞻 射 人 …, 村 到 人 ……, 喇 的 所 有 函数 了 而 言 的 , 若 某 
了 不 是 置换 ( 即 非 满 虹 射 ), 则 存在 ,j,i 二 7 有 .f= 方 ; 对 于 这 种 情 
形 , 依 1.5.2 的 (1)， | 
~ Dle,y ep}=0. {5,14) 
这 说 明 在 (5.13) 中 只 须 对 作为 置换 的 那些 卫 求 和 . 依 1.5.5 的 (和) 及 
(5.7), 对 性 何 置换 p， 
De ,es }=o(pD(e,,e,)= op). (5.15) 
将 (5.1 笑 和 (5.15) 代 入 (5.13) 即 得 (5.12). 口 
(5.12) 的 意 尺 在 于 : 它 是 五 的 关于 其 自 变量 的 分 量 的 展开 公 
式 . 
1.5.7 定义 设 4=[a … ea 加] 是 关 x 关 矩阵 ,ao ,et 是 
其 列 向 量 , 4 的 行列 式 , 记 作 det A ,是 指 
det A= D(a™ ,a ), (5.16) 
其 中 忆 由 公式 (5.12) 给 定 . 
行列 式 成 立 1.$.2 中 对 妨 已 作 了 证 明 的 性 质 (17(3). 下 授 陆 续 建 
立 其 它 重要 性 质 . 
1.5.8 定理 设 4 和 加 是 nxn 完 阵 . 则 


det(BAY) = det Adet B. (5.17) 
证 由 于 Ae, =a' ”是 4 的 第 j 列 ,因此 B4 的 第 j 列 为 
(BA)e, = B(Ae,) = Bat). 
依 (5.16)， 
det(BA) = 站 (Ba Bat ). (5.18) 
现 假定 det 召 关 D0 ,定义 了 图 数 忆 如 下 : 
det( BA) 


Ca a) = | 
人 ) det B 


(5.19) 


sD " 


| 中 


下 面 证 明 忆 成 立 1.5.2 中 品 所 具有 的 性 质 (1) ~ (3). 

(DD) 车 a 中 =a 中 iz j 则 Ba = Ba 站; 因 了 D 具 有 1.5.2 的 性 
质 (1 从 (5.18) 和 (5.19) 推 出 Ce ac) = 

(2) 因为 Ba 是 et 的 线性 冰 数 ,而 且 五 是 多 重 线性 函数 , 推 
出 (5.18) 的 右 端 也 是 a,…',a" 的 多 重 线 性 函数 ,所 以 C 必 是 
a ,…,Q'"" 的 多 重 线 性 函数 . 

(3) 置 a 中 =e,，j=1,…,n .注意 到 Be, =b 是 8B 的 第 j 
列 ,得 

Cee) = D(Be,,., Be,) _ 站 (5 py _1 .620 

detB detB 

由 1.5.6 的 证 明 中 得 知 ,满足 1.5.2 中 的 性 质 (1) ~ {3) 的 函数 已 相 

等 于 函数 耳 , 因 此 
Clat ,a™)= D(a,..,a")— det A. 

将 此 式 代 入 (5.1%), 证 明了 当 det BB 关 0O 时 成 并 (5.17). 

detB =0 时 ,定义 


B=B+H, 


公式 (5.12) 表 明 DCBQ)) 是 1 的 a 次 多 项 式 ,1" 的 系数 等 本 1. 于 是 ,使 
DCBON) 等于零 的 1 值 不 会 名 于 xn 个; 特别, 因 
DBON = DB)}=0, 
故 对 所 有 近 平 零 但 不 等 于 零 的 1 值 DCBQ)) 0. 这 样 ,对 于 如 此 
值 ,根据 已 有 证 明 , D(CB()A)= det Adet BOQ), 今 1 区 十 零 即 得 
(5.17). 口 
行列 式 线 法 性 质 (5.1) 的 几何 意义 是 :线性 映射 将 每 个 单 
纯 形 映射 成 另 一 个 单纯 形 ,后 者 的 体积 是 原始 单纯 形体 积 的 
1det B | 倍 .由 此 推出 ,任何 开 集 在 BB 下 的 象 的 体积 是 涉 始 体积 芯 
| det B | 倍 , 
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rc 


4=| .| (5.21) 


这 里 和 4 表示 4 的 由 元 素 4;,i > 上 >1 形 成 的 (n 一 x(n 一 1) 子 
矩阵 . 则 
det A=det 4.. (5.22) 


证 由 1.5.2 的 性 质 (1 和 (2) 推 出 :如 果 在 矩阵 中 将 其 -… 列 的 若 
干 倍加 到 另 一 列 ,那么 改变 后 的 矩阵 的 行列 式 和 原始 矩阵 的 行 别 式 
保持 相等 .从 (5.21) 看 出 ,在 4 中 , 依 此 加 第 一 列 的 适当 倍数 至 其 它 各 
列 ,可 将 其 第 1 行 的 后 nn 一 1 个 元 素 消 成 零 .因此 


1..0..0..0. 


0 
det A= det| .| 4 . (5.23) 
| 11 


引进 函数 忆 ， 
1 0 
CA)s sod | . 
显然 ,C 满足 1.5.2 的 性 质 (1) ~ (3). 所 以 
CA) = det 4A, 
由 此 及 (5.23) 即 得 (5.22). 口 
1.5.10 推论 设 4 是 第 了 列 为 e; 的 nxn 咎 阵 ,4,; 是 在 妇 中 删 去 第 
i 行 和 第 j 列 后 所 得 的 (n 一 1) x tn 一 1) 子 矩阵 . 则 
det 4A=(-1)"! det 4,. (5.24) 
证 明 留 作 练 习 . 
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一 般 , 设 4 = [a;] 是 nxn 甜 阵 , 4 是 在 4 中 删 去 第 i 行 和 第 j 

列 语 所 得 的 (x 一 让 x (rn 一 1) 子 矩阵 , 则 称 
M, = det 4, 
为 4 的 第 人 ) 子 式 或 关于 元 束 ai 的 子 式 .而 
DM, =(-1)" det 4, 
称 为 关于 元 素 ay 的 余子 式 . 
1.5.11 定理 设 4=[a,] 是 nxn 算 阵 ,是 1 与 4 之 间 的 某 一 指数 . 
则 
det .4 = yD” dy det A, ， (5.25) 


i=l 
此 关系 式 称 为 行列 式 依 列 的 Laplace 展开 式 . 
证 为 了 记号 简单 , 取 了 =1. 将 4 的 第 1 列 e0 写成 标准 基 的 
线性 组 合 : 
Aa = 16 ++ Ae,, 
利用 多 重 线性 ,得 
det A= Dia ,a'™) 
= D(anel + +ane a ,a ) 
= a De Qt 


2 
t+an De a ,a ), 


调 利 用 (5.24), 即 得 (5.25) 的 j= 1 的 情形 ， 口 
1.5.12 定理 设 4A4 是 nxn 算 阵 ， 
a 人 
4= =[a® con] 
a Am 
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det 4 关 曲 ,而 且 


pb 区 1 
六 =| : T= 
pb, X, 
则 线性 方程 组 
Ax=b (5.26) 
存在 唯 -- 解 
det A, . 
zi =, j= hen (5.27) 
这 里 4, 是 用 4b 蔡 换 4 的 第 j 列 而 得 到 的 什 阵 , 即 
A =[a® oe aD bb a ... a™l|. 
4 
(5.27D) 就 是 著名 的 Cramer 法 则 . eT 步 写 成 
-y mi tA — tb =],: 5.28 
Xj -0 det A i J ” { " ) 
证 x 可 以 写成 


二 Sxe, ， 
=1 
这 里 el ,…,e, 是 民 " 的 标准 基 .(5.26) 等 价 于 


> qa? = 二 


利用 行列 式 的 多 重 线性 ， 则 
det 4, -dl oo ,a Dua a a dG "| 


1 一 1 k i+l 
= Pdela", Da GD By， 


两 为 行列 起 成 立 152 的 性 质 (1), 上 式 右 端 只 有 第 j 项 为 非 零 项 ,于 
是 有 | 


dd" 


det A, =X, det A., 
此 式 当 det 4 关 0 时 等 价 于 (5.27) 现 在 对 于 det 4, 依 其 第 列 应 用 
Laplace 展开 式 ,得 到 
det 4, = > (TD b, det A,. 
i=1 
由 此 ,利用 (5.2 即 得 (5.28). 口 
1.5.13 定理 ”nxnn 咎 阵 4 可 道 的 充分 必 虹 条 件 是 det 40. 当 4 
可 道 时 , 递 矩 阵 人: 有 如 下 公式 : 
CD CD 人 71 529 
二 i f=, HN. 
der 4 J (5.29) 
证 设 det 4A 关 0, 则 (5.29) 有 意义 ,将 4! 作 用 于 向 量 5 , 即 


(4A7'b), = =Y(4"),b ),b,. 
‘3 
在 此 等 式 右 端 使 用 (5.29), 然 后 与 (5.28) 比 较 ,得 
(A Bb), =x, i=1,,n 
此 即 471b =x, 这 里 利用 了 (5.26), 这 表明 (5.29) 定 义 4- 的确 是 4 
的 道 . 
现 设 4 可 道 , 4 满足 
4 4 = 了 ， 
其 中 了 = [e， … ,| 是 单位 矩阵 .对 此 等 式 到 行列 式 , 依 1.5.8 及 
1.5.2 的 (3), 得 


(det A Ydet AY = det =1. 
因此 , det 4 关押. 口 
一 般 , 设 4= [4] 是 nxhn 和 矩阵 , 


[C1 det 4,]1 
是 以 a; 的 余子 式 为 人 门 -元 素 的 矩阵 ,其 转 力矩 阵 
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adj4 =[(~D)"’/ det di]， (5.30) 


称 为 4 的 伴随 矩阵 (adjoint matrix). 

不 巧 * 伴 随 短 阵 " 这 一 术语 有 重 状 ( 见 1.7.19). 但 是 只 要 注意 使 
用 场合 是 不 难 加 以 区 分 的 . 

现在 (5.29) 可 以 写成 


A™! 


= did. 5,3]1 
derAd”™ i4 (53D 


容易 证 明 { 留 作 练 习 ): 

(1) adj( A)' =(adjA)7， 

(2) adj4 = adjA， 

G) adjr =1. 

(4) adj(ad)] = a" "adjd. 

对 于 任何 置换 p , 因 符 号 差 成 立 (证明 留 作 练 习 ), 则 


o(p)=0(p ). (5.32) 
并 利用 公式 (5.12), 容 易 证 明 
det A' =det 4A. (5.33) 
1s.14 定义 设 疡 是 严 个 对 象 的 置换 ,相伴 的 一 个 矩阵 己 如 下 : 
(P), - 2 j=. (5.34) 
卫 称 为 填 换 矩阵 fpermutation matrix). 


容易 让 明 :P 作用 于 任何 向 其 x 是 对 x 的 分 量 实现 置换 pp; 若 
PpP ,9 是 两 个 置换 ,P,Q 是 相伴 的 置换 矩阵 , 则 复合 po 9 的 相伴 咎 
阵 是 PQ. 


"a 


1.5.15 定义 ”nxn 矩阵 4 = [ay ] 的 迹 , 记 作 trd ,是 指 4 的 对 角 元 素 
之 和 : 


trA= 》 08 . (5.35) 
i=1 


行列 式 是 矩阵 的 … 个 重要 的 数量 函数 . 迹 是 抱 阵 的 另 一 个 重要 
的 数量 函数 ， 
1.5.16 定理 ” 迹 有 下 列 两 条 性 质 : 

(1) 线性 :对 任何 于 x 下 年 阵 4 及 任何 数 安 ,成 立 


rad) = trd . 
对 任何 xnxnN 算 阵 有 4 和 BB ,成 
tr(A+B)Y= tA+trB. 
(2) 交换 性 :对 任何 xn 算 阵 4 和 8B ,成 立 
tr(AB)= tr(BA). (5.36) 
证 依 (5.35), 线 性 是 显然 的 . 
根据 矩阵 浅 法 ， 
(AB); = > anbu， (BA); = 了 > aa : 
1 =) 
因此 


tr(AB) = Yap, ->> biar =tr(BA), 


i=1 大 二 = 上 k=1 
其 中 只 须 交换 一 次 指标 2 和 无 的 命名 . 
只 和 交换， 从 本 各 全 各 xn 逢 际 和 劝 是 和 x 各 和 隆 的 
情形 (证 明 留 作 练习 ). 
容易 证 明 : 若 4 是 nxn 和 矩阵 , 4 是 其 转 置 扼 阵 , 则 


(AAT)= > ay ， (5.37) 


nt=1 


aa 二 了。 


1.5,17 定义 ”nxn 答 阵 4 称 为 相似 于 nxn 算 阵 B ,如 打 存 在 一 个 
可 逆 的 nxn 和 矩阵 5 ,使 得 


A= SS. (5.38) 
设 人 是 可 逆 的 nxn 甜 阵 , 对 于 任意 的 nxn 短 阵 B ,映射 
B—> SBS™ (5.39) 


称 为 以 5 为 相似 矩阵 (similar matrix) 的 相 羽 变换 . 
这 一 定义 平行 于 1.3.11 中 关于 线性 映射 相似 的 定义 (3.36). 
相似 性 是 一 种 等 价 关系 , 即 有 具有 
fl 自 皮 性 : 4 与 自己 相似 . 
(2) 对 称 性 : 车 4 相似 于 BB ,好 BB 相似 于 4， 
(3) 传递 性 : 车 有 4 相似 于 B,B 相似 于 C, 则 4 相似 于 CC. 
证 明 如 下 : 
对 于 (1) 只 要 在 (5.38) 中 取 4 = 8,S = 了. 
对 于 (2), 对 (5.38) 右 张 上 8, 左 乘 $ ,得 
B=S5S "1AS=(S A). 
对 于 (3), 设 
A=SBS ,B= TCT, 
则 利用 结合 侍 得 
A= SBS! = S(TCT SS = (STICCSTY  ， 
这 就 证 明了 4 相似 于 C. 
1.5.18 定理 ”相似 的 矩阵 的 行列 式 相等 ,而 且 有 相同 的 迹 . 
证 依 1.5.8, 从 (5.38) 得 
det A= (det SJ)(det BY(det S :) 
=(det Bdet SHdet S$ ') 
= (det BJdet(SS 1) = (det Bydet I 
= detB. 


» 4 和 


rr 


术 1.5.16 的 (2), 则 
trA= tr(SBS 1) = tr((SB)S"!) 
=1r(S™ CSB) = trB. 口 
在 1.4.5 中 论述 过 :从 -个 于 维 线性 空间 二 到 其 自身 的 任何 线 
性 映射 了 ,通过 在 半 中 选取 基 , 可 以 表示 作 nxn 年 阵 ;产生 自 黄 种 
其 的 不 同 选取 的 琴 种 不 同 肯 示 的 寂 阵 是 相 似 的 ,因此 ,鉴于 .上 述 定 
再 ,可 以 定义 如 此 线性 峡 射 了 的 行列 式 和 迹 为 表示 了 的 笔 阵 的 行 
列 式 和 迹 . 


1.6 谱 论 


1.6.1 引言 ” 谱 论 是 分 析 从 空间 到 共 自 村 的 线性 映射 ,目的 是 将 此 类 
映射 分 解 成 它们 的 基 术 组 成 部 分 . 

完 看 一 个 源 自 周 期 运动 稳定 性 的 问题 . 

假定 所 研究 的 系统 的 状态 可 以 用 闫 个 参数 米 描述 ,这 些 参 数 归 
并 成 恨 " 中 单个 向 量 芭 ;而 县 上 只 烛 系 统 的 初始 状态 已 知 ,系统 基于 时 
问 上 的 控制 发 展 定律 只 确定 系统 在 后 面 任何 时 间 的 状态 . 

用 w(t0) 表示 系统 在 t=0 时 的 状态 ;因而 t=1 时 其 状态 完全 由 
N(0) 确定 , 沁 之 为 LQ) 三 下 (wu( 虽 ) .假定 严 是 一个 可 微 孙 数 ,是 系统 
的 控制 发 形 定律 无 论 何 时 是 同 -的 ,内 此 系统 在 1=2 时 状态 为 
#2) 三 FF(w()), 蝎 一 般 地 ,FF 是 由 系统 在 时 间 上 的 状态 到 在 时 间 
f 十 1 的 状态 的 对 应 关系 

假定 运动 具有 周 斯 性 ,周期 为 ,并 县 在 时 间 上 =0 时 的 衬 始 状 
态 H0O)= 0 ,于 十 , 当 上 = 工时 状态 回 到 和 , 即 

F(0})=0, (6.1) 


这 种 运动 称 为 稳定 的 ,如 果 从 充分 接近 于 零 ( 原 点 ) 的 任何 点 工 出 发 ， 


"AdA9" 


运动 随 ! 趋 于 无 穷 而 趋 于 零 . 
因为 措 述 运动 的 函数 下 是 可 币 的 ,所 以 对 于 小 的 xX, F(X) 可 用 
线性 远近 来 刻画 : 


F(X) ~ Ax. 
针对 这 里 要 讨论 的 月 的 ,直接 假定 环 是 线性 函数 
天 (一 Ax, (6.2) 


其 中 4 是 nxn 甜 阵 . 从 点 (状态 }x 出 发 ,经 过 区 个 单位 时 间 后 ,系统 
处 十 位 置 (状态 ) 


A™x. (6.3) 
下 面 考察 如 下 形式 的 序列 : 
xX, Ax, A" XxX, (6.4) 
先 看 几 个 和 矩阵 之 医 4"x 的 性 态 的 例子 ; 取 pm =1024 ,这 样 ,可 
以 通过 执行 10 次 平方 运算 求 得 4”: 
(a) (b) 《C) Cd) 


这 些 数 值 实验 有 力 地 提示 : 
(1) 4 一 oo,; 当 严 一 oo， 
(2) A™” =1, 当 m=1024. 
人 ) 4" =-4, 当 m=1024. 
(4) 47 二 0, 当 mm 王 吕 ; 即 4” 的 每 个 元 素 趋 于 零 . 
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现在 转向 形 如 (6.4) 的 序列 的 性 态 分 析 . 假 定向 量 x 0 关于 算 
阵 4 存在 数 4 ,成 立 
Ax = Ax, (6.5) 
则 
A"x= A XxX. (6.6) 
在 如 此 情形 下 , 序列 (6.4) 的 性 态 如 下 : 
(HD 若 |[AP1L 则 A"xX= wm, 当 mm. 
他) 若 | 示 |< 1 , 则 .47 一口 当 玉 一 加 ， 
(3) 车 多 =1, 则 A"x=x, 对 所 及， 
1.6.2 定义 ” 设 4 是 nxn 守 阵 ,向 量 x0 和 数 记 满足 (6.5). 则 称 4 
为 4 的 特征 值 , 称 x 为 4 的 相应 特征 值 4 的 特征 向 量 . 
对 于 nxn 和 矩阵 来 说 ,特征 值 和 特征 向 量 是 不 是 一 种 普 庆 的 概 
念 昵 ?为 了 搞 清 这 一 问题 ,把 (6.5 引 改写 成 如 下 形式 : 
(A -Ax =0, (6.7) 
这 说 明 x 0 属于 订 一 4 的 零 空间 ,因此 算 阵 条 一 4 椒 可 道 .这 样 ， 
依 1.5.13, 4 存在 特征 向 量 的 充分 必要 条 件 是 
det(Al ~ A) =0. (6.8) 
同样 (6.8) 也 是 元 为 好 的 特征 值 的 充分 必要 条 件 .只 须 证 明 充 分 


事实 上 , 若 人 6.9) 成 立 , 则 盾 阵 字 -本 不 可 道 ; 依 1,3.4, 存 在 x 去 0 
必 于 4 杂 一 4 的 零 空 间 , 即 存在 Y 关 0 成 立 (6.7D), 从 而 x 是 特征 向 
量 ,4 是 特征 值 . 

1.6.3 定义 ” 设 4 是 nxn 知 隆 .方程 (6.8) 称 为 4 的 特征 方程 ,其 左边 
是 关于 多 的 多 项 式 , 称 为 4 的 特征 多 项 式 , 记 作 p(X) , 则 
Pa(4)= det(Al — A). (6.9) 


已 ; 是 于 次 多 项 式 , 其 最 商 绒 大 的 系数 为 1. 根 据 代 数学 基本 
定理 ,次 复 系数 多 项 式 有 个 复 根 ,有 的 根 可 以 是 多 重 的 .特征 多 


"Sit* 


项 式 的 根 是 4 的 特征 值 .为 了 保证 如 此 多 项 式 有 一 组 完整 的 根 , 线 
性 英 射 的 谱 论 是 在 复数 域 的 线性 空间 中 前 述 的 ;因而 ,下 面 将 主要 针 
对 复 矩 阵 4 Ee” 来 讨论 . 
1.6.4 定理 年 备 4 ef 的 相应 于 不 同 特征 值 的 特征 向 量 是 线性 
无 天 的 . 
证 设 
LF, izk 下 二 下 

而 且 

Ax = 和 1 {6.10) 
这 里 瘀 和 站. 现在 假设 特征 向 量 交 pxt 之 中 存在 非 平 凡 线 性 
关系 .可 以 有 若干 种 非 平 尺 线性 关系 ; 因 xXx,…,x'” 全 不 为 零 , 故 每 
种 关系 至 少 包含 两 个 特征 问 量 .于 是 ,在 这 些 美 系 中 必 有 包含 特征 向 
量 个 数 最 少 的 , 设 其 包含 的 特征 向 量 个 数 为 s,s < 1m ,不 妨 设 
xX,…,X'” 存在 如 下 关系 : 


Vox =0; ai 关 07=1 3， {6.11) 
i=l 
将 4 作用 于 (6.19 并 利用 (6.10), 得 
ya hx = ax =0, {6.12) 
j= 1=1 
用 4. 乘 以 (6.11 而 后 与 (6.12) 相 减 ,有 
Yah, 一 4 x = Se Ca -A Xn =0. 
j=1 j=1 
显然 ,这 是 仅 包 售 s- 1 个 特征 向 量 x ,xc 的 非 平 此 线性 关 
系 ,与 5 是 满足 如 此 关系 的 最 小 的 特征 向 量 个 数 了 矛盾 . 口 
1.6.5 定 理 ” 若 矩 阵 4 EC 的 特征 多 项 式 有 严 个 不 同 的 根 , 则 4 有 
nn 个 线性 无 关 的 特征 向 量 . 
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此 定理 是 1.6.4 的 直接 推论 ， 

在 年 阵 4 eCQ” 有 产 个 不 同 特征 值 4……4 的 情形 ,其 任何 天 
个 线性 无 关 的 特征 向 量 xx 构成 "的 一 组 基 : 因 此 玖 ”的 丢 
一 向 量 x 可 以 表示 为 XxX、…,xX'"” 的 线性 组 合 : 


= a ,xn, (6.13) 
1=1 
将 4” 作 用 十 (6.13), 得 
A"x= 2 0 Mx. (6.14) 
= 
和 此 容易 证 明 : 


(1) 当 疡 有 特征 和 值 按 模 小 于 1 时 ,对 C” 中 所 有 和 癌 量 Xx, 有 
A"xX>0, m= %, 
即 4”x 的 所 有 分 量 趋向 零 . 
(2) 当 雇 有 特征 值 按 模 太 于 1 时 ,对 C" 中 所 有 向 量 x 关 0, 有 
A"x—y 0, Mm %, 
妈 4A”x 的 某 些 分 量 趋 问 无 穷 . 
1.6.6 定理 设 古 ……4 是 条 阵 4 EC 的 特征 值 ,它们 作为 二 的 
特 钙 方程 (6.8) 的 根 , 重 根 按 重 数 计 . 则 


4 = trd， 1T2 = det A. (6.15) 
i=1 j=] 
证 根据 代数 基 木 定理 ,4 的 特征 多 项 式 p ,可 作 因 式 分 解 
paul) = -和 4) 


= 如 -2 十 "TIA (6.16) 


i=l 


es 


另 一 方面 ,利用 (5.12) 将 行列 式 表 示 成 滋 积 之 和 : 
paltA)=det(A A) 


4a -a a 

—a A—d,, ‘* -4d 

21 22 2 
= det " 
an Az 和 Mn 


= > on 站 (C46. i )| 对 
pp 1=] 
这 里 pp 是 1……, 严 这 天 个 数 的 任意 的 置换 ; G 是 Kronecker 符号 : 
] js 
0，i 三 jj， 


显然 ,所 的 次 项 和 A 一 1 次 项 是 单一 的 从 对 角 元 素 的 乘积 
TI-a)= 4 (dA + 


i=l1 
产生 的 , 即 此 式 右 端 前 两 项 等 同 于 (6.16) 相 应 的 项 ; p, 的 常数 项 等 
十 
pifo) = det(—A}= (~1)" det 4, 
从 (6.16) 看 ,又 有 
piO=(-D" [2 口 
1=1 
1.6.7 谱 瑞 射 定理 ” 设 A eC”,g 是 任意 的 多 项 式 . 则 
(1) 如 时 4 是 4 的 特征 值 ,那么 ff4) 是 gq(A) 的 特征 值 . 
(2) gq(A) 的 每 个 特征 值 形 如 gq(4) ,其 中 多 是 4 的 特征 值 . 
证 设 g(0= ct 
i=0 


(1) 用 x 表示 4 的 相应 于 特征 值 4 的 特征 向 量 .利用 (6.6)， 
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gM)x = Dc Ax= Yc Nr= gx. (6.17) 
i i=0 


这 说 明 (4) 是 4) 的 特征 值 ,而 且 4(4) 与 4 以 x 为 共同 的 特征 
问 量 . 

(2) 用 4 表 太 gq(4) 的 一 个 特征 值 ,这 意味 者 gq( 一 不 可 道 ， 
设 多 项 式 g( 站 一 契 的 因 式 分 解 为 


4a0-A=c] I-v), 
t=1 


AD-H=c, 1 [4D). 


储 此 等 式 中 ,因为 在 端 q( 人 4 一 JW 不 可 道 ,所 以 右 端 至 少 有 -一 个 因子 
4 -7 了 了 不可逆. 这 就 是 说 ,在 在 4=Y 是 4 的 特征 值 .注意 到 此 4A、 
是 引 - 声 的 一 个 根 ,知已 = 9(4)， 口 
1.6.8 引 理 ” 访 忆 和 是 两 个 以 拓 阵 为 系数 的 馆 项 式 ， 即 


P= Pt, O00= YQ, 
i 
积 灵 = PO , 则 
R= DIR, R= PQ,. 
f 


jtR=! 
而 且 , 当 矩阵 4 与 口 的 每 个 系数 矩阵 OQ, 可 交换 的 情况 下 ,成 立 
PCAYOCA) = RCOA). (6.18) 
此 引 理 是 不 证 自明 的 . 
1.6.9 Cayley-Hamilton 定理 每 个 矩阵 4 eC 满足 其 自己 的 特 
入 方程 : 
pA)=0. {6.19) 


证 若 4 有 # 个 不 同 的 特征 值 4,…, 入 4,, 则 有 nn 个 线 忻 尤 关 的 
特征 向 量 x px .将 pLA) 作 用 于 (6.13), 得 到 对 CQ ”中 生 -- 向 
量 x 成 立 


paAAx=Y a pad) = 0=0. (6.20) 
7=1 1 
HI 此 推出 ,对 有 个 不 同 特征 值 的 情形 成 立 (6.19). 
下 面 进一步 证 明 (6.19) 对 所 有 秆 阵 成 立 . 设 
O(N = A -4, 
而 agdj() 是 (5.30) 定 义 的 QC 的 伴随 算 阵 ,根据 (5.31)， 
Pald)= (det ADT =(adjQADNOA), 6.21) 
因为 有 4 与 OQ(4) 的 系数 矩阵 可 交换 ,所 以 恢 1.6.8, 在 (6.21) 中 可 以 置 
多 = 4; 然后 注意 到 OQ(AY =0, 即 得 (6.19). 口 
1.6.10 定义 ” 设 对 于 禾 阵 4 eCQ” 的 特征 和 值 4, 丰 在 向 量 x ,满足 
无 季 避 ,日 对 某 正 整数 亚 成 立 
(A— A)"xX=0, (6.22) 
划 称 x 为 4 的 属于 特征 值 和 的 广义 特征 向 量 
对 于 矩阵 4 eC” ,从 1.6.5 知道 , 当 4 的 特征 方程 没有 重 根 时 ， 
存在 # 个 线性 无 关 的 特征 向 量 ;然而 , 当 4 的 特征 方程 上 有 重 根 时 ,不 
能 一 般 地 期 望 也 存在 nn 个 线性 无 关 的 特征 向 量 . 
例 (1) 4=J 了 eC” 是 单位 和 矩阵 ,特征 方程 
Pald4)}=(4-1) =0, 
1 是 其 重 根 .此 情形 ,每 个 非 零 向 晤 x eC" 都 是 4 的 特征 向 量 这 
药 泣 4 存在 n 个 线性 无 关 的 特征 向 量 . 


3 2 
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O) 区 加 特征 方程 


"S60 


Pi(4)=(4-J =0, 
1 是 其 2 重 根 .此 情形 ,4 的 特征 向 量 x=(xzp) 应 满足 方程 


Ax 二 xX, 即 
3xX 1 + 2x) | {A 
—2x x Ix) 


此 方程 等 价 于 方程 x 上 zx, = 0 ;从 而 , 4 的 所 有 特征 向 量 形 如 


其 中 cc 是 任意 的 非 零 常数 ,这 表明 4 不 存在 两 个 线性 无 美的 特征 
向 量 . 

广 文 特征 向 量 概念 是 特征 向 量 概 念 的 推广 ,以 弥补 天 x 闫 矩阵 
不 是 普遍 存在 闫 个 线性 无 关 的 特征 向 量 的 缺陷 .为 了 推 证 出 这 样 的 
结论 ,需要 下 面 两 个 代数 学 的 结果 ， 
1.6.11 引 理 设 疡 和 9 是 -对 复 系 数 多 项 式 而 且 没 有 共同 的 零点 ， 
则 存在 两 个 多 项 式 4a 和 上 5 ,使 得 

ap+ boa=1. (6.23) 

证 用 党 表示 所 有 形 如 ap +Bq 的 客 项 式 ,其 中 必 在 在 次 数 最 
低 的 非 零 多 项 式 , 取 其 一 记 之 为 4 

现在 ,首先 证 明 p 和 gg 均 可 被 避 整 除 .如 苦 不 然 , 则 除法 算式 产 
生 一 个 余 项 rz0， 


r=p-md. 
因 p 和 dd 属于 ,就 p 一 ma = 了 也 属于 多 .然而 > 的 次 数 低 于 迄 的 
次 数 ,这 是 一 个 敦 质 . 
其 次 ,证 明 4 的 次 数 为 震 . 事 实 上 ,如 果 4 的 次 数 大 于 堆 , 郝 么 根 
据 代数 基本 定理 ,d 至 少 有 一 个 根 . 因 台 整除 已 和 了, 故 产 和 了 有 共 
同 的 根 ,但 这 与 假设 是 矛盾 的 . 
因此 ,4 = const. 关 0, 特别 可 取 4d =1. 口 
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1.6.12 引 理 设 p 和 9g 是 -- 对 复 系数 多 项 式 且 没有 共同 的 零点 ， 
4 ECoe,ej ,ef ,ef 分 别 是 《4),q(4),p(A)q(4) 的 零 空间 ， 
则 of 是 of 与 of- 的 直 和 : 


og = 四 cf， (6.24) 
或 者 等 价 地 说 ,每 个 Xe ef 可 以 唯一 地 分 解 成 
X=X%, + XA EN,, Xs EF, (6.25) 
一 般 , 设 pp ,…, Pi 是 两 两 没有 共同 的 零点 的 多 项 式 , 则 成 立 
Of 一 cf D…® ofym ” (6.26) 
证 利用 (6.23), 得 
a(Ap(A) + bh A A) = 工 (6.27) 
因此 
aCAptAx + AN ANx = Xx. (6.28) 


现 设 x Ee ef . 记 于 同一 矩阵 的 多 项 式 之 间 的 可 交换 性 ,以 及 x 属于 
PCAYg(4) 的 零 空 间 ， 
dd)ad)Pp(dxz = a Dp A9( Dx=0. 
这 样 ,证 明了 (6.28) 左 端 第 一 项 属于 q() 的 零 空 间 ef ,类 似 地 可 证 
(6.28) 左 端 第 一 项 属于 p(4) 的 零 空间 of,. 因 此 ,(6.28) 就 是 形 如 
(6.25) 的 分 解 式 . 
为 了 证 明 分 解 的 唯一 性 ,假设 

X=X,+xX, = Xp + xX, 
则 

Vax, Xp =X 
是 同时 属于 of 和 ef 的 一 个 元 素 ,利用 (6.27), 

a pA y +L A A) = y, 

此 式 左边 两 项 同时 为 零 , 变 y =0. 所 以 


r [a 
Xp Xp KX = Xe. 口 
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1.6.13 谱 定 理 设 4EC”, 则 人 "中 的 等 个 向 量 可 以 写成 4 的 真 
的 或 广义 的 特征 向 量 之 和 . 
证 设 xeC” 是 任 一 向 量 , 因 为 hn 十 1 个 向 量 
Ks Ax, A xX, AX 

必 线 性 相关 ,所 以 存在 次 数 小 于 等 于 及 的 多 项 式 p ,并 将 其 因 式 分 解 ， 
使 得 

点 

piAx=T](4-nD™x=0, (6.29) 

j=1 
其 中 是 pp 的 根 ,m, 是 其 重 数 . 当 y 不 是 4 的 特征 值 时 ,4 一 r,/ 
可 道 .在 全.2 久 中 , 因 各 央 式 可 交换 , 故 可 将 所 有 可 道 因 式 去 除 , 从 而 
剩 下 六 全 是 4 的 特征 值 ,不 护 假 设 疡 硕 是 已 去 除 可 递 因 式 的 多 项 


PD=0-7)", =k. (6.30) 
划 (6.29) 可 以 写成 
ECOx=0. 
也 就 是 说 ,x e oj .显然 ，p1,…, Pi 两 两 没有 共同 零点 ,因此 能 


够 应 用 1.6.12,x 必 可 分 解 成 of， ef 中 的 向 量 为 ,26 之 和 ; 
然而 ,根据 (6.30) 并 依 二 6.10，e4 ,中 的 每 个 向 量 是 4 的 广义 特征 向 
晤 O 
1.6.14 定义 设 A4eC"", 用 汪 表 示 满 是 p( 和 =0 的 多 项 式 p 的 
全 体 ,9 中 次 数 最 低 且 首 项 系数 为 1 的 非 零 多 项 式 称 为 4 的 最 小 多 
项 式 , 记 作 六 ，. 

显然 ,9 让 任何 两 个 多 项 式 之 和 仍 属于 多 ;而 且 , 若 已 属于 多 ， 
则 忆 乘 任 -多项式 也 属于 多 ， 


* SOu 


容易 证 明 : 4 的 最 小 多 项 式 tm, 是 唯一 的 .事实 上 ,mm , 可 以 整除 
更 中 的 所 有 .如 若 不 然 , 则 除法 过 程 p = Sm +? 给 出 比 mm, 次 数 
低 的 非 零 多 项 式 了 .显然 ,r = 疡 一 ga 属于 多 ,但 是 这 与 形 , 是 多 中 
次 数 最 低 的 非 零 多 项 式 矛 硅 . 这 样 ,多 中 次 数 最 低 的 非 零 多 项 式 与 
Pi， 至 多 差 一 常数 因子 ,而 若 进一步 固定 首 项 系数 为 1 使 唯 有 瑚 4 
了 
1.6.15 定义 设 4ef” ,4 是 4 的 特征 值 .由 广义 特征 向 量 组 成 的 
(4 一 4)” 的 零 空 间 记 作 64 = ef (人 1) .显然 ,of 随 指数 户 增 大 
有 可 能 扩充 而 不 会 缩减 ,而 且 因 是 有 限 维 空间 的 子 空间 , 必 存 在 指数 
4 = d(4) ,使 得 

EEC EH = Ma #0. (6.31) 
如 此 qa(4) 称 为 4 的 特征 值 4 的 指数 . 
1.6.16 定理 设 4EC” ,4 ,4 是 二 的 所 有 不 同 的 特征 值 , 它 
们 的 指数 分 别 为 机，……G . 则 


点 
mt)=|114 -4)", (6.32) 


i=l 
m 是 4 的 最 小 多 项 式 . 
证 根据 假设 ,以 及 1.6.13 的 C" 中 每 个 向 量 可 以 写成 4 的 真 的 
或 广义 的 特征 向 量 之 和 的 结论 , 即 知 对 (6.32) 给 定 的 zm 成 立 
上 
mA(AYx=[[(A4-4D"x=0 vxeC’”. 


由 此 ,rm 满足 m (A)=0. 
另 一 方面 , 设 4 的 最 小 多 项 式 为 Pp ,从 1.6.14 中 的 讨论 知 p 必 
整除 (6.32) 给 定 的 万 ,于 是 pp 形 如 


大 
pW = 2-4); dsd, i=b,k. 
i=| 
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如果 太 的 次 数 低 本 mm, 的 次 数 , 那 么 存在 某 df < qd ,. 依 特征 值 的 指 
数 定 义 1.6.15, 有 
fs (A) EW (Hi), Wi (Ni)# a(t). 
这 意味 着 存在 yy eC": 
peo (4) 但 y¥ ob (4)). 
(4-A4D*y#0 但 (4-41D”"y=0. 
从 而 pf 和 有 并 排出 pLA} 关 0, 这 与 p 是 4 的 最 小 多 项 式 蔬 盾 . 


另外 ,(6.32) 给 定 的 mmx, 的 首 项 系数 显然 为 1]. 口 
现在 ,在 定理 1.6.16 的 条 件 下 , 谱 定 理 1.6.13 可 表述 为 
C= 0 BB...BHYD, (6.33) 


eye = of (N), = 工大 


称 它 们 为 4 的 广义 特征 空间 . 

ef 中 的 维 数 等 十 4 作为 4 的 特征 方程 的 根 的 重 数 .这 “命题 
的 证 明 用 到 微分 学 , 见 9.S.18. 

容易 证 明 ，4 将 每 个 子 补 间 oY 中 映 入 of ,这样 的 子 空间 称 
为 在 4 下 是 不 变 的 . 
1.6.17 引 理 设 A4eC” ,4=0 是 4 的 特征 值 , 并 且 用 (6.3D 表 示 
与 其 相应 的 零 空 间 的 序列 ,d 是 其 指数 , 则 4 将 (967/94,) 映 入 
(ef 7ef ,而且 是 一 对 一 的 . 

证 所 要 证 明 的 结论 几乎 是 "24 是 2 在 4 下 的 道 象 "这 -一 
事实 的 直接 推论 . 口 
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1.6.18 定理 设 A4BeC™. 
(1) 车 4 和 召 相 似 ， 
4 = 5B5-， (6.34) 
S 是 某 可 逆 答 阵 , 则 4 各 有 相 同 的 特征 值 入 ,…, ,而 且 成 立 
dim oF. (4,) = dim of, (4.,)， 
了 了 =] (6.35) 
这 里 Vi,(4) 是 (4 一 7)” 的 零 空间 ,oh,(4)) 是 (8B 一 4,1)” 的 
零 空间 ， 
(2) 反之 , 若 4 和 召 有 相同 的 特征 值 厂 ……,4 ,而 且 成 立 条 件 


{6.35), 则 于 和 B 相似 . 
证 ”人 是 明显 的 :因为 若 4 和 如 相似 , 则 4- 直 和 召 - 丰 也 
相似 ,从 而 它们 的 任何 同 次 宕 均 相 似 : 


{4 一 4 = S(B- MY”S”, (6.36) 
而 两 个 相似 矩 降 的 零 空 间 有 相同 的 维 数 .由 此 推出 4 和 如 有 相同 的 
特征 值 ,而 县 成 立 (6.35). 


为 了 证 明 逆 命 题 (2), 从 关系 式 (6.35) 出 发 构造 确立 4 和 8 相似 
的 映射 5 ,关系 式 (6.36) 提 示 怎 样 去 构造 5S , 即 必须 成 立 
of (Hi) = Bo, (4), f=,k m=12,...(6.37) 
F 面 固定 并 将 其 省 略 ,而 且 假 定 和 = 和， = 0 ,这 可 以 通过 事先 从 
有 扫 和 上 B 两 省 减 去 4 了 来 实现 . 设 d 是 = 0 的 指数 , 记 
of = of (0), of, = oh, (0). 


考虑 零 空间 序列 
oF 这 CC oy, ， 
在 ef 中 引出 一 组 特殊 的 枯 , 其 元 素 按 束 组 成 .第 一 束 
Xe ， 


其 中 ! = dim(ef / 04 i) ,它们 是 任何 ?个 modefi 线性 无 关 的 
向 量 .下 一 束 形 如 
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Ax Ax, 
依 1.6.17, 它 们 在 6%) 之 中 ;它们 是 modef, 线性 无 关 的 ,是 
ef ,yoey, ,的 -- 组 其 ,现在 重复 这 样 的 过 程 ,再 对 4x 中，…, AX" 
作用 以 4 ,得 到 的 一 束 向 量 是 of, /ef4_; 的 一 组 基 ; 如 此 ,一 直 继续 
至 到 达 of . 
按照 逆 命 题 (2) 的 假设 ,矩阵 召 相 应 的 零 空 间 序列 
办 
中 每 个 9 和 相应 的 ef 有 相同 的 维 数 .所 以 上 述 构 造 特殊 基 的 步 
骤 适 合 eh, 引出 一 组 基 , 而 且 其 每 束 和 ef, 相应 的 束 有 同样 多 个 基 
元 素 .指定 oh 中 的 每 个 革 元 素 y” 对 应 于 相应 的 束 中 的 菇 元 素 x"， 
而 且 使 得 Ax 对 应 于 By" ,因为 维 数 相 匹配 ,这 一 点 是 可 以 做 到 的 . 
oN, 的 基 元 素 到 of 的 基 元 素 的 一 对 一 的 指派 一 经 确立 , 便 可 唯 - 
地 将 这 个 指派 延 拓 成 ay 到 ef 上 的 一 个 线性 映射 8 .显然 ,在 of 
上 成 并 


49 = SB. (6.38) 
根据 (6.33)C” 是 cb 326 的 直 和 ,也 是 efj 64 的 直 和 |. 
因此 ,5 可 以 延 拓 成 C” 到 C” 上 的 可 道 映射 ,使 得 (6.38) 成 立 .这 就 证 
明了 A 和 B 相似 . 日 

1.6.13，1.6.16 和 1.6.18 是 失 阵 谱 论 的 基本 事实 .值得 指出 的 是 ， 
进入 这 些 定理 的 概念 一 一 特征 值 、 特 征 向 量 、 广 义 特 征 向 量 、 指 数 
一 一 对 于 仔 何 复数 域 C 上 有 有限 维 线性 空间 天 到 其 自身 的 任 - -映射 
仍然 是 有 意义 的 . 
1.6.19 定理 ” 设 了 是 复数 域 C 上 有 限 维 线性 空间 ,4 和 B 是 XY 到 其 
自身 的 线性 映射 , 且 可 交换 : 


AB= BA, (6.39) 
则 节 中 存在 同 为 44 和 8B 的 特征 向 量 和 )” 义 特征 向 量 组 成 的 基 . 
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证 依 1.6.13 和 关系 式 (6.33), 站 可 以 分 解 为 44 的 广义 特征 空 

间 的 直 和 :; 
T=%" B.D, 
其 中 of 中 是 (4 一 ,了 “的 零 空间 .由 于 假定 如 可 以 和 4 交换 ,有 
BCA— MY x=(A- A Bx. {6.40) 

如 果 工 Eoy 人 且 妈 = 风 ,那么 (6.40) 左 端 为 零 , 从 而 其 右 端 也 为 零 
表明 Bx e ef 人 .因此 , 问 贞 射 e8 中 到 of 中， 

现在 对 作为 在 of ‘上 线性 映射 的 如 应 用 1.6.13 和 关系 式 
{6.33), 进 一 步 进 行 每 个 of 关于 BB 的 谱 分 解 ， 便 和 所要 证 时 
结 i 
推论 定理 1.6.19 可 以 推广 到 任意 多 个 两 两 可 交换 的 映射 0 
1.6.20 定理 ”每 个 矩阵 4 eC ”相似 于 它 的 转 削 47. 

证 ”因为 4 和 在 两 者 的 行列 式 相等 ,而 六 = 了 ,所 以 

detf47 — AY= det(AI — A'). 

这 就 是 说 ,4 和 4 有 相同 的 特征 多 项 式 ,从 而 两 者 有 相同 的 特征 
值 . 

当 4 的 特征 信和 各 不 相间 时 , 依 1.6.5. 4 有 产 个 线性 无 关 的 特征 
向 量 , 从 而 每 个 特征 值 的 指数 均 为 1, 相 应 的 每 个 等 宝 间 大 1 维 的 ,此 
时 4" 也 如 此 .于 是 从 1.6.18 推出 4 和 4' 相似 . 

当 4 有 重 特征 值 和 广义 特征 向 量 时 , 依 1.3.10, 4 和 4" 对 应 的 
零 空间 有 相同 的 维 数 ,然后 再 利用 1.6.18. 口 
1.6.21 定理 设 区 是 复数 域 C 上 有 限 维 线 性 空间 ,4 是 天 到 下 的 
线性 映射 ,天 是 下 的 对 侦 空 间 , 枫 射 4 :天 一 大 是 4 的 转 置 .又 
设 4 和 娠 是 4 的 两 个 不 同 的 特征 信 , 而 且 x 是 才 的 相应 特征 值 妈 
的 特征 向 量 ,7 是 二 的 相应 特征 值 jy 的 特征 向 量 . 则 7 和 x 相 据 零 
化 : 


+" 


(Lx)=0. 
证 根据 转 嘲 定义 1.3.8, 
{AT XxX)=0, Ax), vieX'xeX. 
如 果 特 别 取 x 是 4 的 特征 向 量 ,i 是 4' 的 特征 向 量 : 
Ax=Ax, AI=1, 
那么 
HX) = AC, x), 

由 此 , 因 和 4 ji, 故 ( 久 必须 为 雪 . 口 
1.6.22 定理 设 4eCQ” 有 nn 个 不 癌 的 特征 值 敌 ，…,4,. 才 4 的 相应 
的 特征 向 量 表 示 为 x" ,…,x"",AT 的 相应 的 特征 向 量 家 示 为 
1 

(QD) GO,xXO FO0, i=l,n. 

(2) 如 果 x 关 于 特征 向 量 有 展开 式 


X= x, (6.41) 
i=} 
那么 
人 
,= C7) i=1,.,n. 


人 x ) 
证 注意 到 x 中 ,x 构成 C” 的 :组 基 ,72 ,7 也 构成 
C" 的 一 组 基 , 将 x 表示 成 10…,7 的 线性 组 合 : 
x De. 
j=l 
利用 1.6.21， 
(x x) 一 Ze) =C, CD x }. 

特别 ,= 二 时， 


cD ,xO = ,x #0. 


63. 


由 此 即 得 (的 结论 
类 似 地 ,将 2 作用 于 (6.41), 即 可 推出 (2) 的 结论 ， 口 
1.6.23 Gerschgorin 定理 设 4=[4,]eC” .定义 圆 盘 


Gwe lea EE > | a; . 一 


了 了 
zeC. (642) 
记 关 个 匮 盘 之 并 为 


GLO=LUG(4. (6.43) 
i=l 


则 

(1) 有 4 的 所 有 特征 值 包含 生 GCA}) 之 中 .或 者 说 ,4 的 每 个 特征 
值 必 包 含 在 (6.42) 的 一 个 圆 盘 之 中 . 

(2) 如 果 (6.42) 的 个 圆 盘 中 有 起 个 图 盘 之 并 形成 一 个 连通 域 ， 
而 且 与 其 余 半 -大 个 圆 盘 不 相交 ,那么 该 连通 域 正 好 包 合 天 个 4 的 
特征 值 . 

证 设施 是 4 的 特征 值 ,x =(x,……,X,) 是 相应 的 特征 回 
景 ,Ax = Ax .而 且 , 设 x 规范 化 成 

max | [=| Xx, = 了 |x,ls1 jzp. 


则 Ax = Ax 的 第 pp 个 方程 可 以 写成 
= > EE yi 
j=1,j+p 
于 是 
[A-ank tayllx Kk 和 lasl 
i=l,zp ji#p 
这 表明 
4eo,(d od), 
(01) 得 证 . 
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现在 证 明 (2). 将 有 4 表示 成 
A=D+B, D= diag(a,,a,,). 


考虑 
4 =D+eB, £el0,ll, 
特别 
A,=D, 4=4 
利用 (6.42) 的 记号 ， 


G4) laa Ee 3 ay | = 工交. 
7 
4 的 所 有 特征 值 包 含 在 


G(4.)=(JG,(4.) 
is1 
之 中 . 
为 了 方便 , 设 (6.42) 中 前 大 个 圆 稚 之 并 
_ 下 
GCC)=LjcCd) 
是 一 个 连通 域 ,而 且 
GC MG A=G, 1=k+l,.…,n, 
其 中 名 表示 宁 集 注意 到 4 = 4 ,4 的 前 大 个 加 盘 之 并 


下 
G(4.)=[ JG,(4,)c 6(4,)= 6(4), s elO,l. 
i=1 


自然 ,OCA.) 本 身 不 一 定 半 所 有 & e [0,1] 来 说 都 是 连通 域 .但 是 , 必 
有 
GA NG A=0, i=k+bn;e el[0l). (6.44) 
用 所 (8),…,4(&) 表示 4, 的 特征 什 , 于 是 
4A.(0) 二 di, 
它们 是 万 = 4 的 特 往 什 .市 


i= ln, 


= 67" 


40Q7 0 
就 是 4 = 4 的 特征 值 .由 此 ,以 及 特征 值 是 矩阵 的 元 素 的 连续 消 数 ， 
推出 当 & e [0,1] 且 足 够 小 时 ， 
1 (本 ECG cGy, i=L,n, (6.45) 
特别 ,根据 (6.44), 对 于 了 = 1……, 无 ， 
{hae):0zes1l} 

是 G(A) 中 的 连续 曲线 .这 样 , 对 于 每 个 e [0,1] ,至 少 有 A, 的 个 
特征 值 包 含 在 G(AL ) 中 .然而 ,从 (6.4 和 9 和 (6.45) 及 特征 值 连续 依 操 & 
得 知 ,G(X ) 不 可 能 包含 多 于 上 个 4 的 特征 值 ,因此 GCA) 正好 包 
会 4 的 天 个 特征 值 ( 按 重 数 计 ). 口 

(6.43) 中 的 G(A) 称 为 4 的 (关于 行 的 J)Gersehgorin 域 ; (6.42) 中 
的 每 个 避 (4) 称 为 4 的 Gerschgorin 一 盘 , 它 们 的 边界 称 为 4 的 
Gerschgorin 圆 . 

Gerschgorin 定理 给 出 了 估计 算 阵 特征 值 位 置 的 简单 方法 . 
1.6.24 推 论 设 4=[qa;]eC”, 则 

(1) 有 4 的 所 有 特征 值 包 含 在 如 下 个 圆 盘 的 并 集 之 中 : 


ca 长 3 Lo， | ZEC. (6.46) 
J=1 


ii 


(2) 如 果 G@G(4 ) 中 有 大 个 圆 竹 之 并 形成 一 个 连 道 域 ,而 用 与 
其 余 一 个 圆 盘 不 相交 , 闭 么 该 连通 域 正好 包含 亡 个 4 的 特征 
值 . 

证 将 1.6.23 的 (1) 和 (9 分 别 应 用 于 A , 并 注意 到 .4 和 4 有 相 
司 的 特征 值 . 口 
1.6.25 推论 设 4=[ay]sC”, 记 PP 是 正 实 数 , 则 了 4 的 所 有 
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特征 值 包 含 在 如 下 域 中 : 
cpap)= Ue |z~a; < > 五 ;| Gy 二 :ec 


i=1 Pp; 了 = 
(6.47) 
也 包含 在 如 下 域 中 : 
G(KD-4D)7)= Vlas-, Ep, > 1 da; | z EC, 
et j=1J 二 站 Fi 
(6.48) 


其 中 DD=diag(p,,…,p,). 
证 将 1.6.23 和 1.6.24 应 用 于 

DAD=[p,ay fp), 
并 注意 矩阵 的 相似 变换 不 改变 其 特征 值 . 口 
1.6.26 引 理 设 4=[o]sC” ,4 是 位 二 GCC) 边界 上 的 4 的 特 
征 值 , 设 

Ax=— Ax, X=(X ,i ) 0, 

万 是 -- 个 指标 ,使 得 

| xp = max lx [0, 


则 
(1) 如 果 丐 是 使 得 | x 王 | Xx, | 的 任 一 指标 ,那么 成 立 
14-euF > layl. (6.49) 
j= 7 


也 就 是 说 , 4 的 第 大 个 Gerschgorin 网 通过 4. 
人 2 如 果 对 于 某 天 有 


[x Fx, 1, l<kx<n, 
那么 对 于 凡 有 ar 关口 的 半 , 必 有 


125 EI x, 1. 


= 


证 依 假 设 .4 满足 
(4 — a)x, = > GX, 这 一 1 


J=1, #1 


因此 
14~a ljx FF > ja,llx,! 


j=1 zi 


< la; En i=1,,n. (6.50) 


j= jz 


于 是 ,如 果 下 是 使 得 | x 上 王 |x, | 的 任 一 指标 ,那么 ,一 方面 


时 
14-ou 攻 > 1as| 


了 二 1 .7 产 开 


另 一 方面 , 因 44 位 于 G(A) 的 边界 , 故 必 有 
14 一 妈 ii; 它 > layl, i=1:,n. 


jl i 
推出 (6.49) 成 立 , 而 且 由 (6.50) 有 
14-au {liF 2 layllx,E > las lixil. 
j=1. jk j=1, jk 
由 此 ,得 
2, layl(lxil-lx,))=0. 
j=1, jk 
注意 到 


[x; |—ix, 伺 0， 了 三 1…… 形 ， 
故 对 于 凡 有 Gy 关 0 的 了 了, 必 有 Ix) |x, |. 口 
1.6.27 定理 设 4=[a,]eC”,4 是 4 的 特征 值 而 且 是 G(4) 的 


边界 点 , 且 4 的 所 有 元 素 不 为 零 . 则 
(lj 4 的 每 个 Gerschgorin 阅 和 通过 4， 


人“ 


(2) 如 果 
Ax=Ax, X=(X% ,xX,) #0, 
那么 | |=… = x, |. 
证 设 |x, 上 max | x; | ,从 1.6.26 推 证 得 知 (6.51) 和 (6.52) 对 


大 = pp 成立. 并且 注意 到 现在 A 的 所 有 元 素 不 为 等 ,立即 推出 结论 
(2). 然 后 再 利用 1.6.26 的 (1), 即 得 本 定理 的 结论 (1). 口 


1.7 ”Euclid 结构 


1.7.1 引言 ” 先 来 考察 一 下 Euclid 空间 基 木 结构 的 其 体 背 景 . 

在 实数 域 上 的 六 维 Euclid 空间 中 ,选取 一 点 口 作 为 原点 ;然后 ， 
引进 一 个 第 卡 儿 坐标 系 , 并 且 将 空间 中 任 :向 量 x 的 笛 卡 儿 尝 标 
记 作 

(Xs ) 

x 的 长 度 定义 为 它 到 O 的 距离 , 记 作 ||x|. 

反复 使 用 Pythagoras 定理 { 即 勾 股 定理 ), 可 以 将 x 的 长 度 ( 也 称 
范 数 ) 通 过 其 笛 卡 儿 举 标 表示 为 


[|= vx + (7.1) 


两 个 向量 x= (X40,…,%)" 和 y=( 六 …,】 的 内 积 (也 称 数 
积 ), 记 作 (x, 妇 ,定义 为 . 


(x, 8p) DX (7.2) 
i=1 
以 上 两 个 概念 是 有 联系 的 :一 方面 ,向 量 的 长 度 可 以 表示 为 


了 1， 


[x= Ge (7.3) 
另 一 方面 ,两 个 向 量 的 内 积 能 够 表示 为 


2 2 


(X,y) = 07.4) 


无 十 网 xX—y 

2 3 

选取 特殊 的 坐标 轴 , 第 1 根 轴 平 行 于 ,第 2 根 轴 使 得 y 被 包含 

在 由 头 两 根 轴 生 成 的 平面 上 ,如 此 便 可 以 揭示 内 积 (x,y) 的 几何 意 
义 见 图 . 


工 
ll 


在 这 种 坐标 系 中 ,向 量 x 和 >? 的 坐标 表示 是 


xz=( 人 lo…o 
和 
y= (|»lcose,llylsin 8,0,: ， 0 ， 
日 是 x 和 yy 之 闻 的 夹 角 .所 以 
Cx,») =|xl|yl|cose, {7.5} 
直观 .上 看 ,只 要 向 量 x 给 定 了 ,其 长 度 就 是 确定 的 ,因此 尽管 x 
的 举 标 会 因 笛 卡 儿 誉 标 系 的 不 同 选 取 而 不 同 ,但 是 在 任何 举 标 系 中 
公式 (7.1) 的 值 应 是 相同 的 . 
因此 从 公式 ?起 推出 任何 两 个 给 定向 量 的 内 积 在 所 有 和 负 卡 儿 
泽 标 系 中 有 相同 的 值 . 
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下 面 给 出 一 个 抽象 的 ,也 就 是 公理 系统 的 Euclid 空间 定义 . 
1.72 定义 设 革 是 实数 域 上 的 线性 空间 . 

所 谓 在 外 中 赋予 了 实 Euclid 结构 就 是 提供 了 一 个 称 为 内 积 的 
两 个 向 量 白 变量 的 实 值 隙 数 , 并 记 之 为 (,*), 它 必须 满足 如 下 一 条 性 
质 : 

(1) (。,。) 是 双 线 性 函数 ,也 就 是 说 , 它 对 每 个 问 量 白 变量 来 说 , 当 
另 一 个 保持 固定 时 是 线性 函数 . 

(2) 它 具 有 对 称 性 , 即 


(XxX,p) = ,xX VX, eX. {7.6) 
(3) 它 具 有 正定 性 , 即 
CX)>0, vxexX,x*0. {7.7) 


赋 也 实 Euclid 结构 的 线性 空间 称 为 实 Euclid 空间 . 

内 积 (7.2) 是 常用 的 Euclid 结构 ,显然 满足 上 述 三 条 公理 . 
以 下 ,将 看 到 十 述 三 条 简单 的 公理 纺 涵 着 全 部 Euclid 几何 . 
1.7.3 定义 ” 设 (.,。) 是 Euclid 空间 的 内 积 ,是 由 (确定 的 单个 向 量 

自 变量 的 非 负 函数 : 


sxx vxeX. (7.8) 


称 为 Euelid 长 度 或 Euclid 范 数 . 
根据 这 个 定义 ,从 实 Euclid 空间 的 内 积 双 线性 和 对 称 性 ,得 


x+ =P +20.7) + . (7.9) 


由 此 恒等式 立即 推出 对 任 -内 积 成 立 (7.4). 公 式 (7 改称 为 平行 四 边 
形 定律 
1.7.4 定义 ”在 有 具有 Euclid 范 数 的 线性 空间 中 ,任何 两 个 向 量 的 x 和 


= T3" 


上 的 巴 离 定义 为 |x 一族. 
1.7.5 Schwarz 不 等 式 ”发 大 是 Euclid 空间 . 则 成 立 
lx,yY sl x,yeX. 
证 当 y=0 时 (7.10) 中 的 不等式 显然 成 立 . 


现在 任意 取 定 xXx,y e 于,y 关 0 .考虑 实 变量 函数 gg， 


4(f) = |x 十 ol vt eRkR. 
利用 (3. 各 和 (7.9) 有 

qa) = +2tx, 7) + ey, 
由 于 y 闫 0, 在 (7.11) 中 置 


t=-(x,y) /Ny , 
则 从 g 有 非 负 性 得 到 


C8) 、 
bl - 
bb 


此 不 等 式 等 价 于 (7.10) 中 的 不 等 式 . 


对 于 有 具体 内 积 (7.2), 不 等 式 (7.10) 可 直接 从 (7.5) 推 得 . 


不 难 证 明 ( 留 作 练习 
加 = 
1.7.6 三 角 不 等 式 设 世 是 Euclid 空间 . 则 成 立 


+olsll+lbl vx,yexX. 
证 在 (7.9) 右 边 的 中 间 一 项 利用 估计 式 (7.10). 


(7.10) 


(7.11) 


(7.12) 


(7.13) 


口 


1.7.7 定义 ”Euclid 空间 两 个 向 量 x 和 yy 称 为 正 交 (垂直 ), 记 作 xLy， 


如 果 


sd， 


(X,Y)=0. 
从 (7.9) 推 出 Pythagoras 定理 ， 若 xly, 则 


x+ = + 可 (7.14) 
1.7.8 定义 ” 设 革 是 nn 维 Euclid 空间 ,而 且 
x 
古诗 的 一 组 基 ., 此 基 称 为 关于 给 定 的 Euclid 结构 是 正 交 的 ,如 果 
i 0，i 冯 J， 
(x 0 jj {7.15) 


1.7.9 Gram-Schmidt 定理 设 y,…,y” 是 nn 维 Euclid 空间 帮 的 
任 一 组 基 , 则 存在 相关 的 基 x 中 ,…,x'”” 具 有 如 下 性 质 : 

0) x 中,…,X 中 是 了 的 :组 正 交 基 . 

(2) x 中 是 yO,…, yt 的 线性 组 合 , 记 = 1…,， 

证 采用 递 推 过 程 . 

假定 x 站 ,…,x* 己 经 构造 完毕 , 置 


x = 和 -| 
j=] 
鸯 XxX,…,X" 已 经 正 灾 ,容易 看 出 要 使 如 上 形式 的 x2 与 它们 正 
交 只 须 选 取 
c, = ("°°,x°) 了 一 工 一 工 . 
然后 选取 c 使 得 x 中 |=1. 口 


这 一 定理 保证 5 维 Euclid 空间 存在 很 多 正 父 基 , 
对 于 及 维 Euclid 空间 下 中 取 定 的 正 变 莫 YX ,利用 正 


了 


交 关 系 (7.15), 立 即 得 到 任 一 x e 六 有 如 下 表示 式 : 
x = yaxoi a = 人 xj = (09 
现 设 
xpeX, x=Yaxt, y= bx", 
则 
(x,y) )=Y Yab le?,x )= Yab, .07.17) 
7 


特别 , 取 了 = 工时 ,得 到 


| = - (7.18) 
比较 (7.1 闻 和 (97.2), 可 以 得 出 这 样 的 结 论 :由 
oa) (7.19) 


确定 的 是 从 nn 维 Euclid 空间 于 刘 民 "的 同 构 映射 ,其 中 ,是 x 关 填 
节 的 一 组 正 交 基 的 第 i 个 分 量 ,这 个 同 构 映射 将 站 中 给 定 的 内 积 转 
换 为 恨 ” 中 的 标准 内 积 (7.2). 
1.7.10 定义 设 改 是 Euclid 空间 ,序列 公 中 je XX .如 果 存 在 向 量 
天, 使 得 

*" -0 


则 称 必 外 )} 收 级 于 极限 记 作 limx™ XY =X. 


1.7.11 定 义 、 设 于 是 Euclid 空间 ,序列 扩 中 }e XX 称 为 Cauchy 序列 ， 
如 果 3 一 oo 与 了 一 oo 时 


jx 一 x 一 和 0. 


* TH" 


订 以 证 明 :在 有 限 锥 Euclid 空间 中 每 个 Cauchy 序列 收 伍 于 一 极 
限 , 这 一 性 质 称 为 有 限 维 Euclid 空间 的 完备 人 性. 
1.7.12 定义 ” 设 钱 是 Euclid 空间 ,序列 秘 }e 三 称 为 有 界 , 如 果 存 
信 正 数 R ,使 得 


可 以 证 明 : 在 有 限 维 Euclid 空间 中 每 个 有 界 序列 包含 收 敏 的 
子 序列 . 这 一 性 质 称 为 有 限 维 Euclid 空间 的 局 部 紧 性 . 
1.7.13 定理 了 是 有 限 维 Euclid 空间 二 上 线性 函数 的 充分 必要 条 件 
为 了 形 训 


xs R， i=12,.... 


[X= (XY), Vx eX, (7.20) 
7 是 互 的 某 个 元 素 . 
推论 :映射 y 忆 1 是 了 与 其 对 偶 着 的 同 构 映 射 . 
证 充分 性 . 1 形 如 (7.20). 因 为 内 积 是 双 线 性 的 , 且 y 是 固定 的 ， 
所 以 1 是 线性 函数 . 
必要 性 ,7 是 线性 函数 .在 互 中 取 ， -组 正 交 基 x 中 ,…,xX", 记 
b= io) 一 二 并. 


邻 

从 正 交 性 推出 
(= 一 

这 表明 (7.20) 对 


X=X", i= ,nh 
成 立 ; 然 而 ,假若 两 个 线性 渭 数 对 于 构成 一 组 基 的 得 个 向 量 处 部 收 相 
间 的 值 ,那么 这 两 个 线性 函数 是 恒 等 的 . 口 


TT" 


1.7.14 定义 ” 设 卫 是 有 限 维 Euclid 空间 ,了 是 到 的 线性 子 空间 . 
了 的 正 交 补 记 作 了 *, 它 是 由 于 中 正 交 于 了 的 所 有 向 量 组 成 的 , 即 
Yi!s={zeX:(y,72)=0,vye 7}. 
在 1.2.6 中 兽 用 了 -+ 家 示 在 六 上 等 于 零 的 线性 函数 的 集合 . 当 通 
过 1.7.13 把 多 的 对 偶 闫 “与 环视 为 同一 时 ,上 面 引入 的 了 + 和 1.2.6 
中 的 了 + 是 一 致 的 ,特别 ,了 + 是 邯 的 线性 子 空间 . 
1.7.1$ 定理 设 了 是 有 限 维 Euclid 空间 ,了 是 陡 的 线性 子 空间 . 则 
计 是 了 与 其 正 交 补 Y” 的 直 和 : 
X=7Y@Y-:. 
等 价 地 涪 ,每 个 Xe 于 可 以 唯一 地 分 解 为 
X=y+y!, yerF, yl!erY.. {7.21) 
证 首先 证 明 形 如 (7.21) 的 分 解 是 唯一 的 .假定 还 有 
X=2+2!, Ze, zley!, 
将 其 与 (7.21) 相 减 ,得 
y-2=2!—y!. 


这 说 明 y 一 z 同时 属于 了 和 了 + ,从 而 它 与 自己 正 交 : 


0=y -zz -y)=(7-zy-z)=by -do . 
由 范 数 的 正定 性 ,yy 一 2 = 0, 即 z =. 

为 了 证 明 形 如 (7.21) 的 分 解 总 是 可 能 的 ,构造 于 的 一 组 止 交 基 
Xx ,其 前 下 个 成 员 在 了 中 , 则 其 余 成 员 必 在 了 + 中 .构造 如 
此 水 交 基 可 以 这 样 来 实现 :按照 1.7.9 中 的 正 交 化 步骤 , 先 产 生 了 中 
一 组 正 灾 基 ,然后 将 其 扩充 成 天 的 一 组 基 , 并 日 把 新 扩充 进来 的 成 
员 加 以 正 交 化 .于 是 


上 间 中 好 
一 0) 一 上 ， 一 1 二 【六 
X= ax p+y, y= pax bd = > aix - 
i=1 | 


j= 


* TR 


二 然 , ED? E 了 + 口 
1.7.16 定义 设 天 是 有 限 维 Euclid 空间 , 节 是 二 的 线性 子 空间 ， 
XE 二 有 分 解 式 
X=y+y!, yeY, ylerY., 
则 称 为 x 在 了 中 的 正 交 投影 , 记 作 
y= BD.x. (7.22) 

如 此 映射 B. : 了 一 了 称 为 正 交 投影 映射 . 
1.7.17 定 理 设 半 是 有 限 维 Euclid 空 间 , 了 是 耶 的 线性 子 空间 ，P, 
是 正 交 投影 映射 , 则 

0) 五 .是 线性 映射 . 

(2) PPB. 具有 等 曙 性 : P} = 忆 . 

证 设 侍 意 的 u,v Ee 久 有 如 下 分 解 : 

Uu=y+yi, Vy=2+2; yzeY, y!,2r+ er. 

由 此 得 z+v 的 分 解 

utv=(y+z)+(y: +z:) y+zeY, y +z ET 
依 1.7.16 


Plu+t+r =yt+z= Put+Pyv. 
类 似 地 
Plau) =Qy = aPu, 

所 以 总 是 线性 映射. 

由 于 上 = Pw Ee 了 万 须 再 分 解 , 从 而 依 1.7.16, 有 

Pu=P(Pu)= Py=y= Pu. 

因此 PP = PB,. 口 
1.7.18 定理 没 式 是 有 限 维 Euclid 空间 ,了 是 互 的 线性 子 空间 ,向 
量 xe 外 . 则 了 中 与 x 之 间 Euclid 距离 最 近 的 向 量 是 Px， 

证 Xx 可 以 写成 


"TO" 


X=Pxty!, yy! erl. 
于 是 ,Vz < 了， 
x—z=(Bx-z)ty!; Px-zer, JE 
根据 Pythagoras 定理 (7.14), 
xz-zE=|Bx-zi + 上 中， vzer. 
显然 , 当 z = Px 时 |x 一 下 达 最 小 . 口 
1.7.19 定义 ” 设 克 是 有 限 维 Euclid 空 间 ; A € ZY( 革 , 半 ), 即 4 进 关 
到 万 的 线性 映射 .对 十 给 定 的 XE 半 , 令 
I(x)={(Ax,y), VxXeX. 
注意 到 内 积 是 双 线 性 的 ,是 互 上 的 线性 函数 . 依 1.7.13, 存 在 其 
ZE 着 ,使 得 
N(x)=(x,2), VxEeX, 
内 此 
CAx,y)={x,2), YYEAX 
此 式 表 明了 = 和 ?了 的 依赖 关系 ,而 也 这 种 依赖 是 线性 的 .将 其 衣 示 为 
z 三 不 ), 于 是 4 E 区 (三 ,) ,而 且 
(Ax, py) =(x, A y), vx,y eX, (7.23) 
4' 称 为 4 的 伴随 映射 
平行 地 ,引出 振 阵 的 相 谋 概念 . 设 d 由 mm 三 = 中 ,4E 区 (和 二) 对 
应 的 矩阵 仍 记 作 才 , 其 伴随 瑞 射 站 € 挛 ( 基 二) 对 应 的 矩阵 仍 记 作 
4 ,此 时 4 和 于" 均 为 如 xz 矩阵 ,十 称 为 4 的 伴随 矩阵 . 
注意 这 里 定义 的 伴 和 请 矩阵 与 1.5.13 中 定义 的 伴随 矩阵 两 考 间 
的 区 别 . 
容易 证 明 : 对 于 实数 域 上 的 有 限 维 Euclid 空间 扎 来 说 ， 


"BO = 


4E (XT, 久 ) 的 伴随 映射 4" 即 为 4 的 转交 ,47 = 4( 见 13.8). 治 
才 = 限 " 且 取 标准 Euclid 结构 (7.2) 村 ,n xn 矩阵 4 的 伴随 算 阵 4* 
就 是 4 的 转 置 算 阵 , 4 = AT( 见 1.4.3). 

容易 证 明 : 攻 已, 起 如 1.7.16 定义 的 止 交 投影 映射 , 则 

P=P.. (7.24) 

1.7.20 定理 ” 伞 随 和 矩阵 有 如 [ 下 性 质 ; 

(1) (4+ BY = 人 十 再 

(2) (4B) = B"*A". 

G) (4 了 = (人 了 

(4) {4°} =4. 

(5) oF, = 6% 人 三 | “ 

{6) 若 A*4B= A AC,WMAB= 4C. 

(DD 芒 B4 4=Cd 4 BA =Cd 

证 (1 从 (7.23) 直 接 推 让. 

(2) 分 商 步 十: 

(4Bx,y)= (Bx, 丰 站 = 人 有 人) 

(3) 是 (2) 的 一 个 推论 ， 

(4) 从 (7.23)} 与 内 积 的 对 称 性 推出 . 

(5) 显然 ,of gg .反之 ,车 yeo%.,,; 即 4 Ay =0, 则 


1 
[od =(45,45)= ,4° 4y)=0, 

从 而 人 =0, 即 了 Eoy 于 此 ay CC 64, 因此 oY ,= 4. 

类 似 地 ,显然 ,只 ,二 咒 ，, 反 之 ,有 了 = 4XE 锅 -注意 色 


rankA’ A< rank[A4*4 zx] 
<rankd” =rankd4 = rank4’ 4, 


* B81» 


即 有 rank|4"4 4*xj= rank4d "4 ,于 是 方程 组 
A Az = Ax(= y) 
可 解 ,表明 ye 网 .因此 名 .= 并， 
(6) 因为 全 AB 一 CC) =0, 从 (5) 推 出 A(B 一 C}=0. 
(7) 根据 假定 ， 
A'AB’ =(BA'A) = (C4°A4) = 4°AC" 


从 (6 得 4B” = AC' ,等 价 填 B84* = C4". 口 
1.7.21 定义 设 蕊 是 有 限 维 Euclid 空间 , 4 E 之 (X,Y)， 
4 
|4l 三 max | 和 (7.25) 


exe0 x 


其 中 右边 分 子 分 母 中 所 取 的 范 数 是 X 中 的 癌 量 范 数 .| 4 称 为 线性 
映射 4 的 范 数 . 

平行 地 , 引 下 矩阵 的 相应 概 念 . 设 dm 到 =nn,Wi 耳 
4E T,X) 对 应 的 nxn 和 兴隆 仍 记 作 4. 此 时 ,由 (7.25) 定 义 的 
| 下 称 为 矩阵 4 的 范 数 . 

不 难 证 明 , 对 于 有 限 维 Euclid 空间 大 来 说 ,(7.25) 定 义 中 的 最 大 
值 是 存在 的 .这 样 , 有 一 种 度量 向 量 长 度 的 方式 ,就 可 以 由 (7.25) 给 出 
-- 种 相应 的 度量 线性 映射 4 e 之 ( 久 , 革 ) “大 小 * 的 方式 ;这 就 是 空间 
(XC, 北 ) 的 范 数 . 

从 (7.25) 推 出 


{4x| sl4lx|l vxeX. (7.26) 
17.22 定理 设 卫 是 有 限 维 Euclid 空间. 字 间 (下 ,XX) 的 范 数 有 以 
二 地 本 性 质 : 
人 ladl=lalldl Ye sR, ds CT)， 


(2) |4+B<|AN+IB VA,B ee 2X,X). 
(3) |4 引 < 有 到，Ya4.B s ZCX,X). 
证 明 留 作 练习 . 
1.7.23 定理 设 基 是 有 限 维 Euclid 字 间 , 4 E 训 ( 不 , 丰 ) , 则 
(D 4 对 在 单位 球面 由 = 1 上 有 有 界 昌 到达 最 大 值 ,并 噩 


[= mag 人 027 
(2) 成 立 
4 . . 
| 和 = max Ax,») (728) 
(3) 成 立 
124 (7.29) 


(4) 4 是 连续 的 ,这 十指 : 


四 本 
limxt = x lim dxrtc = Ax. 
KS Ko 


证 明 留 作 练习 . 
1.7.24 定 义 ” 设 XX 十 有 限 维 Euclid 富 间 , MM 是 于 一 站 的 了 冉 放 保 
持 任 何 点 对 的 中 离 , 即 满足 
[Mx -at|= 枯 -中 YecyeE 瑟 ， (7.30) 


则 称 az 为 天 的 等 臣 映 射 . 
Hi 定义 即 知 : 西 个 等 由 映射 的 复合 是 等 玉里 射 . 
等 册 映 射 的 一 个 初等 例 了 是 平移 : 
Mx=x+a, vxexX, (7.31) 
CE 下 是 某 固定 向 量 . 
可以 用 一 个 平移 和 “个 将 零 陨 成 鹤 的 等 中 跨 射 复合 成 :个 等 


"3 


让 映射 .反之 , 任 一 等 距 映 射 均 是 一 个 将 替 映 成 零 的 等 距 耿 射 和 一 个 
平移 的 复合 . 
1.7.25 定理 设 蕊 是 有 限 维 Euclid 宁 间 ,2M 是 于 的 将 零 映 成 零 的 
等 距 映 射 : 
M0=0, (7.32) 
则 
(1) M 是 线性 映射 . 
2) 成 立 
MM=I. (7.33) 
友之 ,如 果 (7.33) 成 立 ,那么 MM 是 等 距 映 射 . 
(3) 34 是 可 逆 的 , 且 其 赣 是 等 距 映 射 . 
(4) det MM = 土 ] ,这 里 的 My 理解 为 是 等 距 映 射 好 对 应 的 矩阵. 
几何 意义 : 用 不 仅 是 保持 目 离 偿 是 保持 体积 的 映射 . 
证 (从 (7.30) 取 了 = 有 0 及 从 (7.32] 得 
ax|=| vx,yeX. (7.34) 


另 一 方面 ,由 (7.30)， 
(Mx — My, Mx — My) 
= 一 ab = = -yxy), 
将 两 端的 内 积 展开 并 利用 (7.34), 得 
(Mx, My) 一 (x,y) Vx,y EX. (7.35) 
这 就 是 说 ,Mf 是 保持 内 积 的 . 
仍 利用 内 积 展 开 , 有 
[Mz — Mx ~ Mo = + aay + haa 
— 2(Mz, Mx)—2(Mz, My}+ 2(Mx, My) 


和 
z=-x-yE =|z[ + ty =2(z.x)-2(z,y)+2(x,»). 
利用 (37.34) 和 (7.357), 得 
|az — Mx— My = | 一 址 一 下 ， 


"Rd* 


由 此 , 取 z =x+y, 便 有 
M(x+y)= Mz = Mx + My. 
类 似 地 ,可 从 
[Mz — aM = Ma +e” la —20(Mz, Mx) 
和 


上 -= + eh -20(z,7) 


M (ax) = aM ， 
(1) 得 证 . 
{2). 根 据 (7.23) 和 (7.35)， 


Ce,M My)= (Mx, My)= (x,y) vx,yeX. 
十 是 
CM’ My ~ y)= 0， vx,ye 下. 
特 判 , 取 xX = 及 "My 一 yy ,推出 MMM"My 一 y 与 白 己 正人 交 , 因 此 由 范 数 
的 正定 性 得 


MMy-y=0, vyexX. 
这 等 价 于 MM *M = 工 . 
(3) 从 (7.34) 推 出 4 的 零 空 间 仅 由 零 向 量 组 成 ; 故 山 1.3.4 的 (2) 
知 4 是 可 逆 的 .再 从 (7.34) 和 4 的 线性 可 推出 可 是 等 目的.(3) 得 
证 . 
(4) 依 1.5.13 中 的 (5.33) det M4“ = det4d ;再 依 1.5.8， 


(det MY =det M' det M = det(M "MY)= detf =1, 


即 得 det Mf = 土 ]. 口 
1.7.26 定义 ”将 民 “ 等 证 地 蜡 射 成 RR” 的 (线性 映射 对 应 的 ) 短 阵 称 
为 正 交 短 阵 (orthogonal matrix). 


根据 1.7.25, 证 交 短 阵 的 行列 式 等 于 十 1 或 一 1. 


= 


同 阶 的 正 交 算 阵 在 算 阵 乘法 下 构成 一 个 泵 . 行 列 式 等 于 +1 的 
正 交 和 矩阵 构成 一 个 子 群 , 称 为 特殊 正 交 群 . 
1.7.27 定理 ”下 列 三 个 条 件 等 价 : 

(1) 号 是正 交 和 矩阵 . 

(2) 请 的 各 列 为 两 南 止 交 的 单位 向 最 ， 

(3) 忆 的 各 行为 两 两 正 侈 的 单位 向 其 . 

证 明 久 作 练习 ， 
1.7.28 定义 ”在 复数 域 上 的 线 忻 宁 间 万 中 赋予 复 Euclid 结构 就 是 
提供 一 个 称 为 肉 积 的 两 个 向 量 自 变 基 的 复 值 鹃 数 ,六 记 作 {。。, 它 满 
是 如 下 性 质 : 

(1】 当 ) 国 定时 ,{x, 诱 是 二 的 线性 函数 ， 

(2) 它 具 有 斜 对 称 性 , 即 

(0 门 =OP VAXyET, (7.36) 


其 中 Oy,0) 表 未 取 (9,xX) 的 复 共 示 .(7.3 昌 区 涵 着 Vx Ee 针 ,(X,X) 是 


数 . 
(3) 它 具 有 正定 性 , 即 
(XXI>0, vxexX,x<D. (7.37) 
赋予 了 复 Euclid 结构 的 线性 宝 辣 称 为 复 Euclid 空间 ,也 称 为 西 空间 . 
复 Euclid 空间 的 理 沦 和 实 Euclid 空间 的 埋 论 类 似 , 但 需 作 少许 
必 些 的 修改 .为 了 避免 理论 叙述 的 重复 , 仅 指出 骨 作 细微 修改 的 基 木 
之 处 , 
从 复 Euclid 结构 的 性 质 (1) 和 (2) 推 出 , 光 关 固定 时 ,(zx, 刁 是 了 的 
斜 线性 函数 : 


(x,07)= B(x,»), vaedl, VxyeX. (7.38) 
对 于 复 的 情形 ,标准 Euclid 结构 (72) 改 变 成 为 


= yx . (7.39) 
i=t 


范 数 定义 1.7.3 适用 十 复 Euclid 空间 . 
平行 四 边 形 定律 (7. 多 改变 成 为 


r+ = +2Re(x, 7) + 
其 中 Rea 表示 复数 a 的 实 部 
有 限 维 复 Euclid 空间 XY 到 针 的 线性 映射 4 的 伴随 映射 4” ,在 
复 Euclid 结构 意义 下 ,仍然 由 (7.23) 定 义 ， 
在 标准 Euclid 结构 (7.39) 下 ,nn xn 和 矩阵 4 的 伴随 算 阵 4* 有 了 区 
别 于 1.7.19 中 的 解释 . 记 


(7.40) 


= [4,] (Ax), = Po, i= 1,-,n. 


利用 (7.39)， 


(4x,»)= SSo: 到 了 = Se Sa | = (cd 让 
因此 
(4'y), = ay, 
这 如 是 说 ,4 是 4 的 续 轩 的 复 共 声 : 
4=4 =4 =[a,]|. 


这 样 ,可 以 引出 如 下 “ 裔 矩阵 的 伴 郑 矩阵 的 定义 . 
4 sf 的 伴随 矩阵 十 指 4* <C””， 


A=A=A. (7.41) 
通常 , 4" 也 称 为 4 的 共 辆 转 置 年 阵 ， 
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对 于 - : 般 矩 阵 的 伴随 矩阵 ,1.7.20 中 的 基本 性 质 一 一 除 (3) 要 求 
本 为 方 阵 外 一 -仍然 成 立 . 

等 失 映 射 定义 1.7.24 适用 于 复 Euclid 空间 . 
1.7.29 定义 ”有限 维 复 Euclid 空间 大 到 元 的 等 距 的 线性 映射 称 为 
酉 映射. 
1.7.30 定理 设 王 是 复 Euclid 空间 ,Ue 和 莹 (三 ,三 ) 

fl 习 为 西 英 射 的 充分 必要 条 件 是 已 满足 

UU=1. {7.42) 


(2) 车 U 是 西 映射 , 则 U"' 和 U7" 也 是 西 映射 . 
(3) 车 UU 是 西 映射 , 则 |det | =1. 
证 明 可 仿照 1.7.2S, 留 作 练习 . 


1.8 赋 范 线性 空间 


1.8.1 引言 在 17 中 ,以 内 积 为 基本 结构 定义 Euclid 空间 ,引出 
Euctid 范 数 .实际 上 ,也 可 以 以 Euclid 范 数 为 基本 结构 定义 Euclid 宇 
间 , 反 过 来 诱导 出 内 积 ,因此 Euciid 空 间 便 是 一 种 赋 范 线性 空间 ,机 上 略 
地 说 , 研 范 线性 空间 就 是 赋 了 了 范 数 结构 的 线性 空间 .注意 ,一 般 不 


1 泛 的 抽象 空间 . 

在 这 里 ,着 重 介绍 范 数 的 “ 般 概 念 及 继 Euclid 范 数 后 的 各 种 常 
见 的 范 数 结构 .同时 还 简介 贼 范 线性 空间 的 对 侦 空 间 的 范 数 结构 ,以 
及 跌 范 线性 空间 之 问 线性 映射 的 范 数 . 

赋 范 线 考 空间 上 的 线性 函数 也 称 线性 泛 函 , 赋 范 线性 空间 之 间 
的 线性 映射 多 称 线性 算 子 ， 


小手 


1.8.2 定义 设 下 是 娄 域 所 上 的 线性 宅 间 ,在 支 中 赋 了 范 数 结构 就 
是 提供 一 个 称 为 范 数 并 记 作 | 国 的 单 向 其 白 变 量 的 非 负 函数 , 它 满足 
如 下 性 质 : 

(1) 正定 性 : [ed >0, vxeX,xd0 和 ol =0. 

(2) 次 加 性 或 称 三 角 不 等 式 : 


I+ sls k+l vyex. 


(3) 齐 次 性 : ex =<al|，vx eX ,a eK. 
赋予 了 范 数 结 梅 的 线性 空间 称 为 赋 范 线性 空间 . 
同一 线 件 空间 针 可 以 赋 闻 不同 的 范 数 ,从 而 构成 不 问 的 赋 范 线 
性 空间 . 
利用 范 数 可 以 定义 上 距离 和 开 球 ( 邻 域 ), 从 而 引出 檬 限 等 概 
18.3 定义 ” 赋 范 线性 容 间 中 任意 两 点 x 和 yy 的 距离 , 记 作 
d(x,y), 
d(x,y)=|e- 玫 . (8.1) 
从 范 数 的 次 加 性 容易 证 明 距 离 成 立 三 角 不 等 式 ; 
d(x,y)j<adlx.z)talz,y) YepnzEX (8.2) 


1,8,4 定 尽 ” 设 瑟 是 赋 范 线 尾 衬 间 ,任意 下定 - -点 x Ee 站 和 一 个 
正 数 ”, 集 侣 


Bfxo,r)= EEX.dx, x < r] (8.3) 


称 为 中 心 为 XY 、 半 和 做 为 7 的 开 球 ,或 x 的 7 一 邻 域 
类 似 地 ,可 以 定义 闭 球 . 
1.8.5 定义 ” 赋 范 线性 空间 下 中 的 序列 tf | 称 为 收 伍 至 极限 a, 记 
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作 limx 一 人 ,如 果 人 全 区 ,而 下 


limlx™ 一 ql =0. 


on 
表达 式 lim|x® 一 可 = 人 0 吕 以 换 用 开 奈 的 说 法 :对 于 任意 给 定 
的 & > 0, 存 在 太 > 0 ,使 得 
xD eBla,e), vk>K. 


1.8.6 定义 、 赋 冰 线 性 空 间 了 中 的 集合 S 称 为 闭 集 , 如 果 S 中 的 所 
有 收 和 化 序列 的 极限 均 属 于 5S. 
容易 证 明 ( 留 作 练习 ): 每 个 有 限 维 赋 范 线性 空间 是 闭 的 . 
1.8.7 定义 “ 赋 范 线性 空间 X 中 的 集合 8 称 为 有 界 集 ,如 果 8 包含 
在 某 个 球 中 ,或 者 说 ,存在 下 数 丸 ,使 得 
晤 <R， vres. 


1.8.8 定义 ”线性 空间 CQ” 的 带 赋 范 数 有 : 
YX={X ,XY eC", 


o 一 范 数 


人 加 .= maxhl. (8.4) 


2 一 范 数 , 即 Euclid 范 数 


(Spt) 5 


1 一 范 数 
hl =Zbel. (8.6) 


"G0* 


rem 


忆 一 落 数 (p>1 即 pp 是 大 于 等 于 1 的 任何 实数 ) 


Hl, = (Et) 


浓 要 证 明 满 足 1.8.2 中 关于 范 数 的 三 条 性 质 . 

以 上 所 有 情形 显然 满 是 性 质 (1 和 (3). 

容易 证 明 ( 留 作 练 半 }yw 一 范 数 和 1 一 范 数 满足 性 质 (2). 
2 一 范 数 满 号 性 质 (2) 己 在 1.7.6 中 证 明 


证 明 pp 一 范 数 满足 性 质 (2) 逢 要 下 述 不 等 式 . 


1.8.9 Hblder 不 等 式 ” 设 p 和 gg 是正 数 ,满足 


1 1 
二 + 二 =1， 


已 4 


则 成 六 


Vx,y eC". 


| ， 


"al sh, ly 


下 
人 一 
二 了 = 》 了 9 
i=l 


则 Euclid 空间 中 的 内 积 (x, y}. 


(8.9) 中 等 号 成 立 的 充分 必要 条 件 是 问 量 


万 
(x | 


(8.7) 


品 一 范 数 以 一 范 数 、2 一 范 数 和 1 一 范 数 为 特殊 情形 ; 特 


别 ,% 一 范 数 是 号 一 范 数 当 p 一 oo 时 的 极限 ,证 明 留 作 练 习 . 


(8.8) 


(8.9) 


其 中 积 x 和 y 的 定义 为 :对 十 X= (1,…,】 和 y=(y.…,y】， 


(8.10) 


"号 ] 。 


成 比例 ,而 用 
spgnx; =sgn yy, i=L",n 


H6lder 不 等 式 的 证 明 在 许多 实 分 析 论 著 中 可 以 找到 ,这 里 从 略 . 
当 力 = 9 =2 时 , Helder 不 等 式 就 是 Schwarz 不 等 式 , 见 1.7.5. 


1.8.10 推 论 VYx=(x ,Xx) eC”, 
,= (8.11) 


二: 1 


证 “不等式 (8.9) 表 明 , 当 上 | =1 时 ， 


所 以 为 了 证 明 (8.1D, 只 须 找到 一 个 有 0 jy =1, 使 得 


zx = 人 
仕 这 里 , 取 
i 
a 
其 中 
z = (senx, jz i=1,.,n. {8.13) 
由 于 
EM 
两 此 
四，_ 
ly 中 = 加 上 |]” 9 二 9 =1. (8.14) 
吾 
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iii 


1 1 
而 江 , 众 (8.2 及 一 十 一 =1， 
已 4 


oo 
站 
1.8.11 定理 ”由 (8.7) 定 义 的 ,PD 是 范 数 . 
证 ”内 为 | , 亚 然 满足 正定 性 和 齐 次 性 ,所 以 只 须 证 明 它 满足 
次 加 性 .利用 1.8.10, 对 十 任意 的 是 个 向 量 x,y eC"， 


jz+ 咱 ， =max(x +y) z 


Bl 
T T_ 
< px z+ z=|x), + 口 
1.8.12 定义 有限 维 线性 空间 所 上 的 黄种 范 数 | 和 | 称 为 等 价 
的 ,如 果 存 在 常数 c ,使 得 
bl 三 cx, bd ch, YE (8.15) 


1.8.13 定理 ”有限 维 线性 空间 上 所 有 范 数 是 等 价 的 ， 

证 任何 复数 域 C 上 的 有 限 维 线 性 空间 让 均 同 构 十 
C ,n= dim 了 ,该 以 可 取 针 = ". 

考虑 Euclid 范 数 则 2 一 总数 : 


172 
2 
| 一 bp | 3 
j=1 


大人 =Yxe el”, 
和 1 


s+ 


e, 是 第 7 个 分 量 为 1 其 余 分 量 为 0 的 列 单位 向 量 . 
没 | 是 C* 上 的 任 …- 其 它 范 数 ,重复 利用 次 加 性 和 齐 次 性 ,可 
得 


于 
如 | s 之 | Xi le, | ， 


再 利用 Schwarz 不 等 式 ( 见 1.7.5) 得 


7 1727 ， 1 
HZ) [2 -dd ea 
4 L172 | 
zc=[ 六 ke 
i=1 
男 一 方面 ,依次 加 性 ， 
时 sk 站 中 加 < 下 


后 


l=b se 


再 利用 (8.16)， 
村 -四 < 站， 
这 表明 和 | 接 Euelia 范 数 |, 是 连续 函数 .由 主 有 限 维 空间 中 单位 球 


出 
Ss=tx:lx|, =1, xeC” 
是 紧 集 ,所 以 连续 舱 数 | 在 $ 上 达到 其 最 小 值 c“ ,而且 因 
| 叫 >o， YXENSN, 
推出 c'> 0 .因此 
村 >0'>0， 当 Ix|, =1. (3.17) 


注意 到 站 | 和 | , 部 是 齐 次 函数 ,以 及 当头 0 时 向 量 |， x 满足 


了 才 =1. 
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从 (8.17) 推 出 
vxeC’", (8.18) 


cxl, < 
综合 (8.16) 和 (8.18), 证 明了 CQ” 上 的 企 一 种 范 数 与 Euciid 范 


数 等 价 .这 样 ,鉴于 等 价 概念 有 具有 传递 性 ,CC” 二 
价 的 . 
1.8.14 定理 设 


x = (x : .x0) eC"”, =l2,. 


日 4a=(@,…,4,) eC”, 则 序 序列) 收工 的 分 忆 本条 


并 了 寻 


lim xi =a, i=L..,n. 


由 一 
证 明 留 作 练 习 . 扣 示 : 先 选 定 -种 范 数 ,比如 | 肿 , ,容易 推 古 对 兵 
成 立定 惠 的 充分 必要 条 件 ;然后 依 1.8.13, 得 知 定 理 的 结论 匡 仁 C” 
[上 范 数 的 选取 无 关 . 
1.8.15 定理 设 半 是 范 数 为 加 的 有 限 维 赋 范 线性 容 亲 ,/ 是 定义 在 
乞 上 的 线性 轴 数 , 则 存在 常数 c ,使 得 
(x) < cl vxeX. (8.19) 
证 依 1.7.13.7 可 以 写成 
Ax)=(x,»), 
共 中 是 于 的 某 个 元 素 . 根 据 Schwarz 不 等 式 ( 见 1.7.S)， 
Fsplbl, ex. 


由 此 及 (8.18)，, 
(x) < 中 vxe. 
[i 
令 c = 人 /AC' , 即 得 (8.19). 口 
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1.8.16 定义 设 世 是 范 数 为 局 的 赋 范 线性 空间 考 的 对 偶 宗 


间 , 上 是 定义 在 六 "上 的 少数 , 
Wl = sup x, we (8.20) 
xe ,=1 
这 时 为 了 对 称 起 见 ,将 信 Hx) 记 作 玉 ,由 | 称 为 范 数 加 的 对 侦 范 
数 . 
1.8.15 保证 了 (8.20) 是 有 意义 的 ,对 每 个 Ie 区 ,ll 是 有 限 的 数 
1.8.17 定理 ”对 伪 范 数 是 对 偶 空 间 的 范 数 . 
证 明 留 作 练 习 , 即 验证 上 | 满足 范 数 的 三 条 性 质 . 
利用 1.8.16 可 以 定义 于 ' 的 对 偶 空间 XX" 的 范 数 : 
时 =supx, VxeX". (8.21) 


由 | = 
注意 ,1.2.5 表明 在 同 构 意义 下 , 久 "= 义 . 
1.8.18 定理 ” 赋 范 线性 空间 六 的 对 偶 范 数 的 对 侦 范 数 是 原始 范 数 ， 
也 就 是 说 , 
| =| vxeX¥. (8.22) 
寺 定 理 的 证 明 从 略 . 

1.8.19 定理 ” 设 于 和 了 是 两 个 有 限 维 赋 范 线性 空间 , 范 数 分 别 

记 作业 和 加 ; . 设 4e 芝 (XX, 耻 , 即 4 是 从 六 到 了 的 线性 算 了 ， 
央 


= 本。 


仓 信 常数 c ,使 得 
|4x}, < cb vxeX¥. (8.23) 


证 设 dm 政 =n,x 1,…,Xx' 中 是 五 的 : 纽 其 .从 而, 得 个 
XE 可 表示 为 


好 
， 
X= YD XX, 
i=1 


Ax = Yi Ax 
i=1 
由 此 , 依 范 数 的 性 质 ,有 


4, SD], sep e820 
其 中 
"三 >lax® | |x 2 = maxlx,| . 
再 依 范 数 等 价 定 理 1.8.13, 存 在 常数 c" ,使 得 
网. < el,, 
由 此 及 (8.24) 排 出 成 立 (8.23)， 口 


- 般 , 满 足 (8.23) 的 线性 算 子 4 称 为 有 界线 性 算 子 . 
1.8.20 推论 设 半 和 了 是 两 个 有 限 维 召 范 线性 空间 , 则 每 个 线性 算 
子 4E (7X, 下) 是 连续 的 ,也 就 是 说 ,如 果 
limnxc = 区， 
Fo 
那么 
lim Ax'" = Ax., 
证 利用 (8.23)， 
Ho 如-=Hee -站 < 中 -水 ，t 


D7" 


即 得 4 连续 . 口 
对 二 线性 算 子 来 说 ,这 个 推论 表明 有 界 忻 理 潘 连续 性 , 反 过 

来 容易 证 明 连 续 性 也 巷 源 有 界 性 ,因此 有 界 性 和 连续 性 聘 者 等 

价 . 

1.8.21 定义 设 卫 和 了 是 两 个 有 限 维 赋 范 线性 定 间 , 山 


A 
ls vd4E2(7,7) (8.25) 
XE 二 人 > | 
确定 2 对 , 了 ) 上 的 一 个 也 数 加 , 称 为 算 子 范 数 . 
1.8.19 保证 (8.25) 中 等 式 右 端的 上 确 异 存在 而 且 是 有 限 和 倡 . 


二 了 


|4|= sup|Ax],, vA4e (X,Y). (8.26) 
{|= 


中 是 .F(X 革 , 了 ) 开 的 范 数 . 
证 设 4e 之 (XX, 了 ) 是非 零 映射, 则 存在 x e& 针 ,x"” 0, 使 
得 AX" 天 0 .于 是 由 (8.25), 


> > 


kL 
表明 加 具有 止 定性 . 
另 一 方 自 , YA,B € XY(X,Y), 


ja+ Bl= suplk 4+ By, < supl, led) 


| + soplesl = 加 


局 口 


"8* 


1.8.23 定理 设 志 和 了 是 末 个 有 限 维 赋 范 线性 空间 , 万 和 了 ' 是 对 
应 的 备 有 对 偶 范 数 的 对 侦 空 间 , 量 
Ae EXT), A'e LY XY, 

4' 是 4 的 转 置 , 则 

| 有 = 上 机. (8.27) 

证 依 转 置 定 义 1.3.8, 
(ALx)=(L Ax) vieY'xeX. 
由 于 AT e 针 ', 依 对 偶 范 数 定义 1.8.16， 
I = sup (1)= sopl sa) < sp 人 ja 


再 依 (8.26)， 
ed sp soplad, = 避风 
由 此 ,得 
4 
wp ? | Ud <|4l. (8.28) 
在 此 不 等 式 中 用 4' 葵 换 4 ,又 有 
(8.29) 


注意 到 1.3.8 站 的 关系 式 G.27), 4" = 44, 而且 由 1.8.18, 了 "和 YY" 的 
范 数 分 别 与 志和 了 的 范 数 相 问 .这样 ， 


从 而 联合 (8.28} 和 (8.29) 推 出 (8.27). 口 
1.8.24 定理 设 开 .了 和 Z 是 二 个 有 限 维 赋 范 线性 空间 ,日 
Ae LX), Be wr,2), 
则 复合 映射 互 4 的 范 数 
|84|<lal. (8.30) 
证 依 1.8.21， 
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[yl; sallyl,. lsd, < al 
因此 
|84x|, < lallax), < 
从 而 


‘Ax 
oq- |e 1 <|al4 0 


1.8.25 定理 设 区 和 了 是 有 限 维 赋 范 线性 空间 , 4 e 区 (大 ,六 是 可 
道 的 ,如 < 关 (XX, 耻 在 如 下 意义 下 与 4 的 差别 个 是 太 大 : 
Il@- 刘 <c ec=T 二 ， (8.31) 


则 8 是 可 逆 的 . 
证 只 须 证 明 线 性 映射 是 -对 的 和 满 的 ,用 反 证 法 .假如 存 
在 x 中 EX,x" 二 站 ， 和 = 0, 那 么 


X= =(4- Bx™. 
=A"(4-B)x®. 


利用 1.8.24 和 (8.31) 以 及 | 中， > 0， 
je®|, sta Na- a < 人 = 
得 出 了 六 盾 , 这 就 证 明了 B 是 一 对 一 的 , 
因 A 可 道 , 它 是 了 著 和 了 之 间 的 网 构 上 蚜 射 , 磷 
dim X = dim¥. 
这 样 ,从 B 是 一 对 一 的 及 1.3.3 推 沪 8 是 满 的 . 口 
1.8.26 定义 设 于 种 了 是 有 限 维 赋 范 线性 空间 ,线性 算 子 序 州 
fd je ZE, 了) 
称 为 收 敏 于 极限 4 < (4 号 , 并 且 记 作 lim 4 = 了 ,如 果 


内 4 可 道 ， 


limla -4|=0. (8.32) 
1.8.27 定理 ” 设 久 是 有 限 维 赋 范 线性 空间 ,Re 艾 ( 和 ,和 夺 ) 满 由 
Bl< 1. 
并 设 召 = 了 一 玉 , 则 召 可 逆 , 认 且 


B81 = DR . (8.33) 
下 一 上 


这 一 -定理 是 1.8.2S 取 了 = 了 ,4 = 了 的 特殊 情形 . 

(8.33) 的 让 明 留 作 练 习 . 
1.8.28 定义 ”mxn 复 和 矩阵 全 体 C”” ,在 矩阵 加 法 和 数 乘 运算 下 构 
成 复数 域 C 上 的 线性 空间 , 仍 记 作 C™”. 

相仿 ,m xn 实 算 阵 全 体 民 ” 构成 实数 域 民 上 的 线性 空间 .下 而 
关于 从” 上 的 说 法 也 可 以 限制 于 民 ”” 上 ， 

设 轩 是 C”* 上 的 一 个 函数 ,如 果 成 立 

(1) 正定 性 : | 外 >0,v4 eC ,40，|ol=0. 

(2) 次 加 性 : 4+ 如 < 上 4|+|Bh v4,8eC”™™. 

(3) 齐 次 性 : a 外 =al 人 YA4 eC™ ,a sc 

(4) 次 乘 性 : D4 到 < 人 DB YA,B8 eC”. 
则 称 作 | 为 C”* 上 的 一 个 矩阵 范 数 . 

鉴于 mxnn 短 阵 可 以 视 为 ma 维 线性 空间 中 的 向 量 ,而 且 对 
照 1.8.2, 矩 阵 范 数 定义 中 的 前 过 条 性 质 即 为 向 量 范 数 定 义 中 的 一 
条 性 质 ,因此 , 依 1.8.5, 以 及 1.8.12 和 1.8.13, 可 以 相仿 地 建立 矩阵 
序列 收 伍 的 概念 和 斤 阵 范 数 等 价 的 概念 ,并 且 直 接 得 出 下 年 的 结 
论 . 


0 
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1.8.29 定理 (1) 由 


| -Eh ,VAeC™ (834) 


了 


Euelid 范 数 ( 见 1.7.3) 的 推广 , 称 为 矩阵 的 Frobenins 范 数 或 Eueiid 
荡 数 ,也 称 Schur 范 数 或 Hilbert-Schmidt 范 数 . 
(2) 设 


tc 4 =[em] ,大 =12… 


并 设 4=[ay]eC”™， 


全 是 C”” 上任 一 范 数 , 则 成 立 
加 | -=0 2 ma -a hj =e 


这 就 是 说 ,矩阵 序列 {4 中 |} 信任 -一 范 数 收 化 于 4 等 价 于 (4@ } 的 每 
个 对 应 元 素 的 序列 各个) 收 化 于 4 的 对 应 元 素 a，， 

G3)C”* 上 的 所 有 范 数 是 等 价 的 . 

证 明 留 作 练习 . 
中, 是 C” 上 的 一 -个 范 数 .由 


ja 
加 
确定 C”" 上 的 一 个 函数 | 间 , 称 为 矩阵 的 由 向 量 范 数 周 .导出 的 算 
子 范 数 . 

由 于 屯 x 严 矩阵 与 们 (人 "区 ”) 的 线性 算 子 一 一 对 应 ,是 同一 的 ， 
国 旧 和 矩阵 算 子 范 数 概念 蕴涵 在 一 般 线 性 映射 算 子 范 数 的 定义 
1.8.21 之 中 ,线性 映射 有 关 算 了 范 数 的 结论 都 可 应 用 于 审 阵 算 子 范 
数 . 


|4l= sup 


PC x0 


YA ECL”, (8.35) 
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特别 ,1.8.19 保证 (8.35) 是 有 意义 的 ;1.8.22 和 1.8.24 表明 和 窍 阵 算 
子 范 数 满足 矩阵 范 数 定义 1.8.28 中 的 四 条 性 质 . 
1.8.3i 定理 由 18.8 定 义 的 问 量 一 范 数 ,1 一 范 数 和 2 一 范 数 导出 
的 扰 阵 算 子 范 数 如 下 : 

YA=[a,]eC™, 

%% 一 算 子 范 数 也 称 行 范 数 : 


4, = up | - -m2lel. (8.36) 

1 _ 关子 间 数 也 称 列 路 
|i = op 本 = max Ye (8.37) 

2— 条 了 范 数 闪 称 计数 
| 4 = sup up =0,. (8.38) 


~ 全 | 
其 中 辐 , 是 二 的 最 大 奇异 值 , 即 44 的 最 大 特征 值 的 非 负 平 方 根 . 
此 定理 的 证 明 在 许多 数值 分 析 教 科 书 中 可 以 找到 .(8.36) 和 
(8.37) 的 证 明 从 路 ,可 作 练 习 .(8.38) 的 证 明 见 3.6.8. 
1.8.32 定义 ”C"” 上 的 一 个 向 量 范 数 肿 。 称 为 和 C” 上 的 个 矩阵 
范 数 | 


‖ s)he YreC’, AeC™, (8.39) 


从 1.8.30 得 知 , 向 明 范 i 
是 相 容 的 .这 表明 每 个 向 量 范 小 必 在 在 与 之 相 容 的 外 阵 范 数 下 一 
定理 旦 说 其 道 命 题 亦 成 闻 , 即 每 个 朱 隆 范 数 必 存 在 与 之 相 容 的 向 
量 范 数 . 
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1.8.33 定理 设 
容 的 向 量 范 数 . 
证 定义 
|x. =fx 0 : oN vxecC’”, 
其 中 [x 0 …: 0]eC” 是 第 1 列 为 x 其余 列 为 零 向 量 的 和 矩阵. 
容易 验证 属 。 是 C 上 的 回 量 气 数 , 而 且 满 足 
4xlw = © ol=|4lx © 中 
<|AMx © oN=|a,. 品 


四 | 


是 亿 ” 上 的 一 个 矩阵 范 数 , 则 人 "上 存在 和 | 人 || 相 


1.9 划 性 的 基本 概念 


1.9.1 定义 设 世 是 尺 上 的 线性 空间 ,xz.7 了 E 克 ,点 集 
fce+0-ay:osas<l (9.1) 


称 为 X 的 以 x 和 为 端点 的 线段 . 
显然 ,线性 空间 包含 所 有 以 其 元 素 为 端点 的 线段 . 
注意 :本 节 人 了 以 下 均 假 设 节 是 民 上 的 线性 空间 . 
1.9.2 定义 ” 设 集 合 天 忆 大 .由 果 对 于 任何 所 了 瑟瑟 ,以 和 了 为 端 
点 的 线段 上 的 所 有 点 也 都 属于 天 , 亦 即 
{ox +Q -a)y:0< 0 < 1}c K, Vx,yeKk, (92) 


则 称 下 为 于 中 的 凸 集 . 
直观 上 ,天 是 吓 集 ,应 该 没有 " 岂 部 ”裂痕 "和 “ 洞 玉 ” 
严 性 是 一 个 很 本 原 的 概念 ,所 基于 的 除 实数 域 上 线性 空间 结构 
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的 简单 明了 的 要 素 而 外 别 无 其 它 .然而 它 的 某 些 基本 结果 却 蜡 常 深 
刻 ,并 因此 使 这 些 结 果 出 现在 十 分 广泛 的 论题 之 中 . 
例 (1) 如 下 集合 均 为 凸 集 :整个 字 间 天 、 空 集 @、 单 点 集 { 修 
于 上 的 任 一 线段 . 

(2) RR 上 所 有 实 系 数 多 项 式 构成 的 线性 空间 中 ,在 区 间 (0,1) 上 
为 正 的 所 有 多项式 构 成 的 子 集 是 凸 集 . 

{3) 实 自 伴 矩阵 ( 见 第 3 章 ) 全 体 攀 成 的 线性 室 间 中 , 止 矩 阵 ( 见 
第 4 章 ) 全 体 构 成 的 子 集 是 凸 集 . 

以 上 各 例 的 证 明 窗 作 练习 . 
1.9.3 定义” 设 7 是 下 上 的 线性 函数 ,c eR 

(0 点 集 {人 x: Ix)= cvYx < 并 } 称 为 二 的 超 平面 . 

(2) 点 集 {x: 1x) < evwx e 2 称 为 工 的 开 半 空间 . 

(3) 点 集 人 :ieJ<cvxe 好 称 为 二 的 闭 半 空间 . 

显然 , 超 平 面 、 开 和 闭 半空 间 均 是 凸 集 ， 
1.9.4 定理 (1) 和 任意 多 个 凸 集 的 交集 是 凸 集 . 

(2) 设 瑚 , 百 忆 下 是 凸 集 , 则 天 与 万 的 和 集 


K+H={x+y:xek,yen} 


是 凸 集 . 

这 两 个 结论 可 从 1.9,2 直接 推出 , 留 作 练习 ， 

利用 这 一 定理 ,从 少数 基本 凸 集 出 发 可 以 构造 出 种 种 耳 集 , 
1.9.5 定义 ” 设 集 合 号 己基 ,点 YES. 划 果 对 于 每 个 点 和 元, 存在 
常数 ,> 0, 使 得 
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x+tyes, vtelo,e,), (9.3) 


则 称 x 为 S$ 的 内 点 . 
1.9.6 定义 ”如 果 凸 集 卡 的 每 一 点 都 是 其 内 点 , 则 称 下 为 开 凸 集 . 
显然 , 开 半 空间 基 开 凸 集 . 
1.9.7 定义 ”如 果 凸 集 玉 对 任何 XE 下 成立 
| arek, voa>o0, (9.4) 
则 称 环 为 凸 锥 . 
容易 证 明 ( 留 作 练习 ): 了 是 个 凸 锥 的 交集 与 和 集 仍 然 是 凸 锥 ， 
1.9.8 定义 设 下 己 了 是 包含 零 元 素 的 开 目 集 .由 


心 


pilx)= ml r >oXek\ vxexX (9.5) 
r 


确定 的 函数 pp, : 工 一 限 称 为 天 的 规范 函数 (gauge function). 
1.9.9 定理 设 p, 是 包含 零 元 素 的 开 凸 集 关 筷 竺 的 规范 函数 , 则 
(1) pi 对 每 点 Xe€ 半 是 有 定义 的 . 
(2) pp, 是 正 齐 次 的 : 
Pilox)= op (x), Ya>0. (9.6) 
(3) pi 是 次 可 的 : 


pilx+y)< p(x)+pily), Vx,yeX, (O07 
(4) p(x) <1 的 充分 必 归 条 件 是 xeK. 
证 (1) 由 于 0 天 ,0 是 六 的 内 点 , 依 1.9.5, 对 每 个 Xxe 针 , 当 
> 0 充分 大 时 ,有 =xE 玉 ,因此 集合 


rr ozexl 
r 


非 室 且 以 零 为 下 界 , 故 其 必 有 下 确 界 . 
(2) 车 工大 , 则 纸 < 天 .由 此 及 (9.5] 即 推出 09.6). 
(3) 股 s 和 /是 正 实数 ,使 得 
pi(x}<s, p(y)<i, (9.8) 


则 依 (9.5) 及 0 e KK ,推出 二 ,六 e .这 样 , 因 K 是 目的 ,二 和 了 连 线 
上 的 点 
X+y Ry Ea f Ba 
s+f stts s+it 
必 属 丁 下 .于 是 , 仿 依 (9.5), 
pi(x+y)<s+tt. (9.10) 
出 此 并 因 s 和 + 的 选取 可 以 分 别 地 任意 趋 近 p(x) 和 p(y), 扒 出 
成 立 (9.7). 


(4) 假设 p, (x] <1, 依 (9.5), 存 在 r < 1, 使 得 生 e 下 .恒等式 
rr 


(9.9) 


x=r2+0-r), 
r 


表明 文本 以 0 和 二 为 端点 的 线段 上 , 鉴 卫 必 是 由 的 , 必 有 x ek . 
r 


反之 ,假设 xe 开 , 则 x 起 下 的 内 点 .因此 ,选取 足够 小 的 & > 0， 
有 x+aexeKk. 
今 r =1/{+E), 于 是 
二 =(+ejxe 天 . 
7 


恢 (9.5), 
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1 
l+e 
这 一 定理 给 出 了 开 目 集 的 解析 昔 状 .还 有 另 一 种 对 偶 摹 状 ,可 参 
见 [L1997]. 
1.9.10 定义 ” 凸 集 处 忆 了 称 为 闭 的 ,如 果 属 于 下 的 每 一 开 线 丘 
{ox+( -a)y:0<a<l) (9.1D 


都 有 其 端点 xy E 五 ， 
容易 证 明 ( 贸 作 练 习 ): 闭 凸 集 的 交集 仍 是 奢 凸 集 . 
例如 下 集合 均 为 闭 山 集 : 整个 空间 蕊 、 空 集 口 、 单 点 集 人 、 
万 上 的 任 一 闭 线段 {ax+0-ajy:0scs 二 
1.9.41 定义 ” 设 集 合 $ 性 丰 ,包含 $ 的 所 有 闭 目 集 的 交集 称 为 仿 


pi(x) sr= 品 


的 闭 凸 包 . 
1.9.12 定义 设 X 0 天， CE 限 且 满足 
0 i= Wp A++ta, =1, (9.12) 
则 称 
X= x" (9.13) 


为 x 中 ,xX 的 凸 组 合 . 

不 难 证 明 ( 和 贸 作 练习 ): 若 xx 属于 凸 集 辩 , 则 它们 的 任 
何 上 由 组 合 均 属于 天. 
1.9.13 定义 设 关 所 三 尾 止 集 , 点 xE 六 称 为 KK 的 边界 点 ,如 果 
Xs 处 ,但 x 不 是 二 的 内 点， 
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1.9.14 定义 证 开 误 丰 是 凸 集 ， 点 xE 天 称 为 天 的 极 值 点 ,如 果 
X 不 是 天 中 线段 的 内 点 ; 换 句 话说 ， 
x=o+UL-awjz，0<w<1 yzek, 

甘 涵 y=2z=Xx. 
， ”由 定义 知 ,下 的 所 有 极 值 点 是 站 的 边界 点 ,但 边界 点 并 非 必 是 
极 值 点 .例如 ,天 是 闭 的 凸 多 边 形 ,所 有 按 上 的 点 和 顶点 是 按 界 点 ,但 
只 有 着 点 是 极 值 点 . 
1.9.15 定义 凸 集 此 玫 三 称 为 有 界 的 ,如 果 它 不 包 傅 形 如 

{xt+tyit>0) xyeX, xAy (9.14) 


1.9.16 Carath&odory 定理 设 dim 夺 = 有 ,并 设 尺 CC 了 是 有 界 户 
趾 集 ， 划 下 的 每 一 点 可 以 表示 作 下 的 至 多 +1 个 极 值 点 的 上 是 组 


A 
口 ， 


证 明 从 略 ,可 参见 [L1997]. 
1.9.17 定义 设 天 己 才 是 凸 集 ， 映 射 
Ff:K— RR 
称 为 (天 上 的 ) 凸 函数 ,如果 成 开 
flor+l ay)s afl)+( -a)f(y) 0<a<li 
YX, EK, XYy. {9.15) 
了 称 为 严格 凸 函 数 , 如 果 (9.15) 的 不 等 式 成 立 严 格 个 等 号 . 
了 了 称 为 四 函数 ,如 果 一 了 是 由 郧 数 ， 
子 称 为 严格 四 函数 .如果 一 了 是 严格 凸 毅 数 . 
几何 上 ,了 是 天 上 的 让 (站 ) 函 数 ,对 于 任意 的 X,Y E 儿 ,四 接点 
{x, 了 (x 与 点 (yy 的 纺 , 总 在 了 在 线段 
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{ext+0 -a)y:0<a<1) 
上 的 图 形 之 上 (下 】. 
1.9.18 述评 对 于 针 = 民 ”和 天 忆 R" 是 开 凸 集 的 情形 ,上 同 欣 数 
三: 大 一眼 的 Hesse 矩阵 


H(x)= 0f (x | (9.16) 


Ax, Ox ， 


在 六 上 是 儿 乎 处 处 有 定义 的 ;在 有 定义 的 点 XeE 下 处 , 玉 (x) 是 对 称 
的 ,而 县 必 是 半 正 定 的 . 当 了 是 严格 同时 玉 (x) 是 正定 的 .反之 ,如 果 
日 (Xx) 在 下 上 半 正 定 ( 下 定 ), 孝 么 了 是 四 的 (严格 凸 的 ) 类 似 地 , 负 定 
性 半 应 于 四 性 (正定 性 和 负 定 性 见 第 3 章 )， 

凸 和 问 函 数 的 最 优化 有 - 些 引 入 的 性 质 .在 紧 山 集 上 , 由 (四) 
函数 在 极 值 点 达到 最 小 值 (最 大 值 ). 另 “方面 ,在 凸 集 上 ,使 吓 (I) 抑 
数 达 到 最 小 值 (最 大 值 ) 的 点 集 是 凸 的 ,而 且 和 任何 局 部 最 小 值 (最 大 值 ) 
是 全 局 最 小 值 ( 最 大 值 ) 例如 ,严格 四 函数 至 多 在 凸 集 的 “个 点 处 达 
划 最 小 值 ,而 且 临 拭 点 必定 起 取 最 小 值 的 点 . 

实数 的 凸 组 合 遵从 - ' 些 简单 但 经 常 有 出 的 不 等 式 , 

共 汉 ,…,X， ER, 则 


min x, < Sa, Xi; < max Xx,, 
Leiert pr lzi<n 


Va G, 20, oat:+o, =1. (9.17) 

考虑 基 些 简单 的 定义 在 区 闻 节 上 的 :元 凸 话 数 请, 用 以 导 届 各 

种 经 典 不 等 式 .用 数学 归纳 法 可 以 让 明 :在 乓 = 了 工 上 的 酚 点 不 等 式 
(9.15) 等 价 于 于 点 不 等 式 
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(9.18) 
= 一 logx, 导 出 


XI 
应 用 (9.18) 于 工 = (0,+eo) 上 的 严格 凸 函 数 了 (x) 
带 权 算术 -几何 平均 不 等 式 


A Li 
| 和 
Dax, 之 [lx ; VX ,0, 
i=] 了 = 上 
Yo, 0 Ci 十 


wz， 二 二 时 ,成 为 通常 算术 -几何 平均 不 等 式 
n 


+o, =1. (9.19) 


特别 , 当 a, =… = 
n nn 17 时 
x [TI ， VX, X > 0, (9.20) 
i=1 i=1 
等 号 当 且 仪 当 Xx, =… 二 x, 时 成 立 . 
应 用 (9.1 旬 于 了 = (0-Hoj 上 的 寡 函 数 f(x)=x ,p>1, 导 出 
H6kier 不 等 式 


上 时 17PP Li 
Sn < [Fx [Er | ; p>1, 工 1 工 -1， 
i=! j=1 pe p gq 


VA, 0, Pi, > 0, (9.2]) 


等 号 i 且 仅 当代?…,x? ) 和 (7,…, ys ) 线 性 相关 时 成 立 .特别 , 当 
了 = 9 =2 时 ,成 为 Cauchy-Sechwarz 不 等 式 


1i2 li2 
Dy | bb ; 
i-1 i=1 i=] 


WX 0 pi yD， 
日 仅 当 人 2 和, 区 捧 性 相关 时 成 立 . 


{9.22) 


等 号 当 


* 111* 


从 (9.21) 可 以 推出 Minkowski 不 等 式 


本 lip 本 EP lip 
Ger)) < Ew] 7) p> 
i=l i=1 i=l 


Vx, 0, pn, py, 0, (9.23) 
等 号 当月 仅 当 (ce ,xz ) 和 (0 ,…,y 贱 性 相关 时 成 立 . 
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2 基本 性 质 算 阵 
2.1 若干 基本 术语 和 引 阵 


2.1.1 定 义 设 4=ia,1eC”" ,指标 集 
六 三 全 jc {mm} B= {i fe ,a 


{1.1) 
记号 d(a.B) 表 示 了 的 子 矩 阵 ， 
i 全 Fi: i 
ip Hi 0 di x 
Ala.B)=| 六 let™. (1.2) 
i 


若 4eE€C” oC …,, 则 称 子 和 矩阵 Ala,a) 为 4 的 主子 算 
阵 {principal submatrix), 并 简 记 作 A(&) .特别 
A 
A d=) sisn, (13) 
称 为 4 的 前 主子 粘 阵 (leading principal submatrix). 
汉子 和 矩 阵 (1.2) 为 方 阵 , 即 记 = 时 ,其 行列 式 
det A(&, 6) (1.4) 
称 为 4 的 子 式 . 主 子 矩阵 发 rw) 的 行列 式 det A(a) 称 为 4 的 主子 式 . 
特别 ,前 主子 秆 阵 的 行列 式 
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det 故人 并 生计 (1.5) 


称 为 4 的 前 主子 式 . 
例 设 
9 3 0 
7 5 4 1 2 3 
4=|8 0 5|, B=|14 5 6 (1.6) 
6 2 1 7 8 9 
0 4 2 
才 的 子 和 矩阵 和 子 式 举 例如 下 : 


dO 0 
A({1,2,4}, {1,3) = 7 4|, 
6 1 


det 4 全 和 已 引 - | 
召 的 前 主子 矩阵 为 


8 全 = 外，B( 人 02)= | 


2.1.2 定义 设 4eC™". 

所 谓 wa, 构成 出 …,z 的 -- 种 划分 ,是 指 a ,Ga 为 将 
集合 们 ,…,m} 保持 1,…, mm 顺序 进行 菜 种 划分 而 得 的 个 子 集 . 

现 设 性 ,…,Q 构 成 征 …, 丙 } 的 一 种 划分 ,而 且 已,…, 记 ,构成 
人 ,中 的 一 种 划分 . 则 称 


{adle .psistasjs 叶 (7 
为 4 的 一 种 分 块 . 相 应 地 , 4 有 分 块 表示 形式 


1 2 
4 5 


| B(123)=8 
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A=[A(a,,p,)] 
Ala,, pb.) Ala,, pb, ) dc.B.) 
一 Ala, ,局 ) Ala,, Bb, ) 上 Ala,, 8.) | 


= (1.8) 
Ala,, pb,) Ala,, PB, ) 出 Ala, 8,) 
设 4,BEeC” .显然 ,刚果 4 和 如 的 分 块 是 量 合 的 , 亦 即 
4 =|4A(a,,B,)], B=|[B(a,, 8,)], 
则 成 立 分 块 加 法 
A+B=|Aa,,B,) + Bla,, DB) (1.9) 


2.1.3 定义 AeC”"” 和 BeCQ”? 的 分 块 表示 称 为 可 相 冬 的 ,如 果 
4 和 召 关于 骨 ,…, 叶 的 划分 是 倒 合 的 , 


如 果 4=[4(a,B))] 和 召 =[B(c,,B 让 是 可 相 乘 的 分 块 表 
示 , 而 且 
好 划分 为 四 和 va， 
生 …,n} 划分 为 局 ， 
全,…,p}】 划分 为 4,…,y,， 
则 成 立 分 块 狐 法 
48 =[(4BXa,,r,)], (1.10) 
其 中 


(48Xe,.y,)}= Ae..p, p(B8,,7,), 


i=l,,t, 7=l,:,r. (1.11) 
证 明 留 作 练习 . 
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和 例 ”4 和 B 如 (1.6), 分 块 表 示 为 
{A252 AQ2)BD) |_T4 4 
| | | 


A({3,4,.5}, {12}) A4({3,4,5), 3} A A, 
和 
加 | (站 Eo] | 
B(B}L{23) | | 已 
其 中 
9 3 0 8 0 7 
4 = 7 sl 二 =| 4 4=16 2|, 4,=|1|, 
0 4 2 
1 2 3 
五 = B, = . 
| ,= 8 9 
4 和 召 的 分 块 表示 是 可 相 乘 的 ,于 是 有 
| 
AB = 
AB, + A.B, 
21 33 45 0 0 0 21 33 45 
27 39 51| |28 32 36 55 71 87 
=||8 16 24| [35 40 451|=|43 56 的 | 
1]4 22 30|+|7 8 9 21 30 39 


2.1.4 定 义 设 和 eC”™" 撒 如 
和 4! 0 


已 


4=| > . 1， = diag(A,,,.…, A4,, (12) 
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Le Fe TE rsh pi r=. + Rn. Hh Pe ph it re A TH 


其 中 
A EC™™, i=,s; M++h, =n, 
则 称 4 为 块 对 角 和 矩阵 .如 此 算 阵 也 常 记 作 
A= A B.A,, (1.13) 
并 称 4 为 4,,…,A,, 的 直 和 |. 
关于 矩阵 的 直 和 这 一 术语 , 源 自 线性 空间 上 的 线性 算 子 可 以 分 
裂 成 车 十 不 变 子 空间 .上 线性 算 子 的 直 和 .可 参看 [LT1985]. 
2.15 定义 ” 设 刀 由 ,ac } 是 C* 中 的 一 组 基 , 并 设 向 量 z eC" 成 
并 线性 表 出 


时 
_ 的 
下 一 》 Xd A EE (1.14) 
J=1 


则 称 坛 = { 冯 ,2 为 向 量 # 关 于 基 和 oo ae 的 表示 ,并 且 称 
XX 为 二 关于 该 基 的 举 标 或 分 量 . 

通常 ,向 量 x= (x,…,%6】eEC", 指 (x,…,】 是 x 关于 标准 
基 中，……e, 的 表示 . 

容易 证 明 ( 留 作 练习 ) CC” 中 每 个 启 量 关于 取 定 的 基 的 表示 巷 
唯一 的 . 
2.1.6 定义 、 设 但 号,…,4 中 } 和 也 中 …,b 中 是 C” 中 的 两 组 基 . 如 
果 a 中 关于 林 委 中 ,…,6"] 的 表示 为 (c,;,…,cy), 即 成 立 


0 = > eh", j=l,n. {1.15) 
i=l 


则 称 扼 阵 C 嫌 = [c， ] 亡 人 ”为 从 基 和 ee,aeo 到 基 人 B®, 本 
的 转移 矩阵 (transition matrix). 
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客 易 证 明 { 留 作 练习 ): 转 移 巴 阵 是 非 奇 异 的 而 且 是 唯一 的 . 
2.1.7 定理 ” 设 C" 中 从 基 各:a0 到 基 世 由 ,Bon } 的 转移 
矩阵 为 C=[cyjeC” ,向量 weC" 关 于 两 组 医 的 表示 依次 是 
X=(G. 和 y= (py, ) . 则 

y= Cx. (1.16) 

证 ”人 恢 假 设 成 立 (1.15), 而 且 


Ld Ld 
一 cn 全 
= 》 Xa = > pb 
j=] i=1 


利用 (1.19)， 
Sse -Ex Fe")- bE 省 
产 4A 
所 以 有 


于 一 > pn 一 家 2 


i=1 i=1 \ j=1 


于 是 ,由 关于 基 的 表示 的 唯一 性 ,推出 


好 
p= Dex,, i=L-,n 
辣 


此 即 {1.16). 口 
2.1.8 定义 设 4EC” .4 的 同一 阶 的 所 有 子 式 的 阵列 称 为 4 的 
合成 矩阵 [compound matrix). 


特别 ,{&, 记 )- 元 素 是 det A(z, 的 的 的 阵列 称 为 4 的 
第 大 合成 矩阵 , 记 作 C( 4). 这 里 


x {DL…,m), Bc 作对 
是 基数 此 < min{m,n} 的 指标 集 ,并 按 通 常 字典 排序 .比如 天 =3, 指 


* 1] 多， 


标 集 fL.2.4} 在 全 2.5} 之 前 , 仙 .2.5} 又 在 负 3,4} 之 前 ,等 等 


1 0 2 
A=|0 3 0|， 
4 0 5 


ca)=|aal! 0 do! 2 gerl o 2| 
? “a4 0 “4 5| lo 5 


3 0 -6 
= 0 -3 01. 
-1l2 0 15 


2.1.9 定理 ”合成 矩阵 有 如 十 性 质 : 
(1) 车 4 eC”™',BeC”” 则 _ 
C(A4B)=C, (ANC(B) kg minfl m,n). 
Q) Ci(ad)=ei'C, (A),a ed. 
(3) 若 单 位 矩阵 eC” , 则 
Cc,(7)=I cc 
(4) 若 4 eC 是非 徊 异 的 , 则 
cd =C,(47'). 
(5) 若 4 eC”™”, 则 
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ci( 4 =C.(4°). 
(6) 若 A4 eC”", 则 
Cix (4) = (4°). 
证 明 留 作 练 习 ， 
32.1,10 定 尽 对 角 抢 阵 了 EC 称 为 纯 量 矩阵 (scalar matrix), 如 果 
六 的 对 骨 元 素 全 是 相等 的 ,也 就 是 说 ,DD 形 如 
D=aol, oeC. 
蜡 然 ,用 纯 量 矩阵 加 =al eC” 左 乘 或 右 乘 任 何 算 阵 
4 EC ,其 效果 均等 同 于 用 数 必 续 4, 邮 D4 = AD = cod. 因此, 统 
量 和 矩阵 和 任何 同 阶 矩 阵 ( 相 滋 ) 是 可 交换 的 ， 


2.1.11 定义 年 阵 
0 0 1 
:0 
£= a 二 _ . .|, 1.17 
, e] 0 . .| 人 
1 0 0 


称 为 天 阶 反 序 单位 矩阵 freverse unit matrixo, 或 后 向 单位 矩阵 
(backward identity matrix), 或 交换 和 矩 阵 (exchange matrix), 或 翻转 和 矩阵 
(flip matrix). 
E’=1. (1.18) 
2.1.12 定义 设 4=[a;] 是 加 xnn 算 阵 , 
如 果 a; =0 ,Vi> J, 则 称 4 为 上 三 角 和 矩阵 . 
如 果 a, =0 ,Vi> 7 则 称 寺 为 严格 上 三 角 和 矩阵， 


* 120，。 


如 果 =0,Yi>1i, 则 称 4 为 下 三 角 和 矩阵 , 

如 果 G =0 ,Vi 之 i, 则 称 4 为 严格 下 三 角 和 矩阵. 

如 果 4 是 (上 或 下 ) 三 角 年 阵 , 而 且 其 对 角 元 素 全 为 1, 则 称 4 为 
单位 (上 或 下 ) 三 角 和 矩阵 . 

容易 证 明 ( 留 作 练 习 ): 

(1) 两 个 可 相 乘 的 上 (或 下 ) 三 角 年 阵 之 积 仍 是 上 (或 下 ) 三 角 算 
阵 . 

(2) mx 天 三角 各 阵 4= [oj] 的 全 部 特征 值 是 其 对 角 元 素 
人 
2,1.13 定义 AeC”” 称 为 本 性 三 角 和 矩阵 (essentially 
triangular matrix), 如 果 存 在 置换 矩阵 已 ,使 得 P4P: 是 开 角 和 捧 


阵 . 
2.1.14 定 义 设 4eC” 形 如 
4 A 4, 
4-| 2 人 本 全 |， (1.19) 
0 0 A, 
其 中 


A, 后 ”9 有 十 十 天 二 天， 
则 称 4 为 所 上 三 角 和 矩阵 ， 
类 似 地 ,可 以 定义 扎 二 三 角 矩 阵 ,严格 块 上 三 角 和 矩阵, 严格 块 下 三 
角 和 矩阵 . 
容易 证 明 { 留 作 练习 ): 若 4 形 如 {119, 则 成 立 
det 4 = [Tae A (1.20) 


:=] 
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rank4 > > rank4, . | {1.21) 


2.1.15 定义 设 4EC2 ,如果 成 立 
A* =4, (1.22) 
则 称 4 为 等 覃 矩阵 (idempotent matrix). 
窜 易 证 明 ( 留 作 练习 六 对 角 和 阵 为 等 祖 矩 阵 的 充分 必要 条 件 是 
其 每 个 对 角 元 素 等 于 0 或 1. 
2.1.16 定 义 设 A4eC”” ,如果 存 在 正 整数 天 ,使 得 
A =0, (1.23) 
则 称 4 为 大 次 午 零 盾 阵 (nilpotent matrix). 
容易 证 明 ( 留 必 练习 }: 若 A E 人 ”是 严格 (上 或 下 ) 二 角 利 阵 , 则 
本 是 于 次 车 零 矩 阵 . 
2.1.17 定理 设 A4eC” 对 菜 个 正 整 数 亡 > ,4* =0, 则 
(1) 4 的 特征 多 项 式 p,(4)= 刘 ， 
(2)} 存在 正 整 数 r <n,4” =00， 
证 (1) 设 元 是 4 的 任 一 特征 值 ,其 相应 的 特征 由 明 为 
XEMC" ,Xz0, 则 从 Ax=AL 及 A* =0,. 有 
0= At:x= Mx » 
推出 4 = 0. 因 此 , 4 的 所 有 特征 值 为 零 ,其 特征 多 项 式 
pM)=det(AT -A)=%°. 


(2) 依 1.6.9， 
Pi4= 人 =0， 
而 且 , 从 及 的 Jordan 标准 形 ( 风 5.1. 罗 可 知 , 取 r 为 有 4 的 最 大 Jordan 块 
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的 阶 , 则 1 <r<n, 且 有 4” =0. 口 
2.1.18 定理 设 4eCQ”w, 则 4 可 以 表示 成 
4= 4, + A, (1.24) 
其 中 4, EC 是 可 通过 相似 变换 而 对 角 化 的 矩阵 , 4、eC”" 是 
容 零 第 阵 .而 且 , 4 和 4 关于 矩阵 乘法 是 可 变换 的 , 即 
A A = Ay dp. 

证 明 留 作 练习 .提示 :利用 4 的 Jordan 标准 形 (多 $5.1.2),J 可 以 
表示 成 = D+N ,其 中 DD 是 对 角 分 块 纯 最 知 阵 ,N 是 和 也 匹配 的 
对 角 分 块 蜂 才 从 阵 . 

2.1.19 定义 ” 没 4eC”™". 用 XA(4) 表 示 4 的 特征 值 全 体 所 成 之 集 


-ec 
器 . 


AA)= ec: Ax= Ax,xeC" ,rz0), (1.25) 
用 ef) 才 示 特征 值 之 模 的 最 大 信 
o(A}= 14):4eA4(A), (1.26) 


称 其 为 4 的 谱 半 径 . 
几何 上 ,如 果 把 了 的 所 有 特征 值 撒 绘 在 复 平面 上 , 则 它们 包含 
在 以 原点 为 中 心 以 Ad 为 半径 的 贺 痪 中 : 
AA)c{zec:lz|s p(4)}, 
而 且 p(4) 是 包含 外 4) 的 形 如 |z|< 的 最 小 圆 盘 的 半 稚 . 
2.1.20 定理 设 加 是 C”” 上任 一 范 数 , 则 


plA)s|A), vAeC™. {1.27) 
证 设 记 是 4 的 特征 值 , 
|= 2(4), 
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天 E 克 ”是 相应 的 特征 向 量 : 


Ax = AX. 
取 单 位 向量 @ 皇 (1,0,…,0) ,由 于 x 关 0 ,Xe 是 第 1 列 为 X 的 nxn 
非 零 矩 降 . 利 用 矩阵 范 数 的 齐 次 性 和 相 容 性 ， 
P(A)lre <axer= axe | < halted, 
由 此 并 注意 到 |xez| > 0, 即 得 (1.27). 口 


2.1.21 推 论 设 4=[oy]eC”, 则 


p(A)< mn exh | ww {1.28) 


证 在 2.1.20 中 取 o% 一 范 数 肿 ,并 应 用 于 4 和 4 .注意 4 和 
4 有 相同 的 特征 值 , 口 
2.1.22 定理 设 4eC”, 则 对 于 任意 的 a > 0, 存 在 C” 上 的 算 子 
范 数 人 | ,使 得 


[Als (+e， (1.29) 
证 依 Schur 分 解 定理 ( 见 $.3.3), 存 在 好 x 严 的 画 和 矩阵 芝 ( 即 满 
评 条 件 尽 " = 了 一 ) 使 得 
UAU=A+T, 
其 中 
Asdiag(4 4 fh }= AA), 
而 了 = [ty] 是 严格 上 三 角 和 矩阵 . 
考虑 
D,; = diag(,5,67,.…,6"), 
得 
DU’ AUD, = A+ Dy TD,, 


0 HK, 0, 6"! 
0 0 &,, OE, 
Ds'TD,; = . . . 
0 0 0 .1 fH,, 
0 0 0 ... 0 
现在 对 任意 给 定 的 E > 0, 取 6 > 0 ,使 得 对 矩阵 1 一 
lzh se 
青 利 用 向 量 1 一 范 
Ps, =D;) | vee". 
于 是 ,对 于 由 其 导出 的 矩阵 范 数 ,有 
一 上 
RN A | 


ed = 中。 cz， 六 才 
|p AUD, (UD, ) 
| 


1 =p AUD, 


<{Al, +|25°7Ds| < op(A)+e. 口 
2.1.23 定理 设 4eC”,. 则 成 并 
lim 4 =0<> p(A)<1. (1.30) 
证 如 果 lim 4 =0 ,假定 
A4eA(4), 11= el 
那么 根据 (1.27), 
p(4) = < p(4°)s 4 #=12.- 
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由 此 ,lim p(4) =0, 推 小 p(4)<1. 


反之 , 设 olLdj< 1, 根 据 (1.29), 必 有 算 子 范 数 | 由 | 使 得 | 和 引 < 1, 注 
普 到 
0<|49| sldl 
即 得 lim A =0. 日 
2.1.24 定 义 没 4EC ,如 果 
lim 4* =0, (1.31) 


kp 


则 称 4 是 收 敏 矩阵 .否则 , 称 4 是 发 散 和 矩阵 . 
2.1.25 定理 设 4eC”™,s > 0, 则 存在 常数 c= cl.4,2), 使 得 


4:)|< ce(p(A) + ey, VE=12,., j=ben. 
(1.32) 


证 今 4=[(p(4)+gJ' 4 ,显然 
pa)=(p(A)+ ee) p(A) <1. 
根据 (1.30). 当 天 -oo 时 至 -0 ,从 而 ,矩阵 序列 林 生 的 各 个 对 应 


元 素 组 成 的 序列 是 一 致 有 内 的 , 妈 存 在 仪 依赖 于 4 ( 亦 即 4 和 z) 的 
常数 c ,使 得 


- se， = 


这 等 价 于 (1.32}. 口 
2.1.26 定理 设 | 是 C”"” 上 的 -种 范 数 , 则 


ol 人 =lml4| ， vAdeC™. (1.33) 
证 因为 
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p(4} =p(4' )<|al, 
所 以 

4)<|44| Yk = 12 (1.34) 
对 于 任意 取 定 的 6 > 0, 令 

4=(p(4)+ 2) 4. 
山 于 p(4)<1, 当 >w 时 有 | ->0, 从 而 存在 某 个 正 整数 
N = Nd4,s), 使 得 


3 < w> 


于 是 ,注意 到 

[a <1 Ed <(p(A)+ ea), 
以 及 (1.34), 有 
4)s|4 1 <p(A)+s, vkZN. 


此 不 等 式 ,5 A 因而 等 价 十 (1.33). 口 
2.1.27 定理 设 4=[ay]leC”"， 则 成 立 


P(A)S ‘min in ma Eph, (1.35) 
和 
-1 
pt4)s pps0 wp; el 030) 
证 从 1.6.25 直接 推出 . 口 


2.1.28 定 义 设 4eCo,4eH4). 因 14)=4( 人 故 对 生存 
在 属于 4 的 特征 向 量 y EC ”: 
A'y=Ay. 
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此 式 也 可 以 写成 
y A=Ay" (1.37) 


因而 称 》 为 4 的 左 特征 向 量 . 相 对 地 ,4 本 秧 届 于 多 的 特征 向 量 称 
为 4 的 右 特 征 向 量 . 
2.1.29 定义 设 4EC” 有 Fr 个 不 同 的 特征 值 凡 … 和 ,4 . 

如 果 印 ,，…… 见 分 别 是 特征 多 项 式 己 (4) 的 与 和 4) 重 
根 : 


p(24)= det(A41 ~ A)= G4)", Sn(4,)= n, 


| (1.38) 
则 称 n( 多 ) 为 4 的 代数 重 数 . 
4 的 属于 的 线性 无 关 特征 向 量 的 个 数 , 记 作 m( 和 4 )， 
m(4,)= nrank(41— 4) (1.39) 


称 其 为 和 4 的 几何 重 数 . 
显然 ,代数 重 数 和 几何 重 数 关 系 如 下 : 
1<ml(2 jsn(4 )sn, i=b,r. (1.40) 


通常 “* 重 数 ” 一 词 多 指 代 数 重 数 .({ 简 ) 单 特征 第 是 指 代数 重 数 为 
1 从 而 几何 重 数 世 必 为 1) 的 特征 和 值 . 
2.1.30 定理 设 4eC”",A4eA(4). 拘 是 4 的 单 特 征 什 的 充分 必 
要 条 件 是 

(1) 的 玫 何 重 数 为 1, 即 rank( 1 一 全 = 天- 

(2) 属于 4 的 右 特 征 向 量 # 和 去 特征 河 量 满足 vt 0. 

证 ”相似 变换 不 会 改变 特征 值 及 其 代数 重 数 和 几何 重 数 , 也 不 
会 改变 右 特 征 同 量 和 去 特征 问 量 是 否 满 足 条 件 人 2). 因 此 ,不 妨 下 接 
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假定 4 是 Jordan 标 准 形 ( 见 $.1.2). 这 样 ,必要 性 的 证 明 是 明显 的 .下 所 


给 出 充分 性 的 证 明 . 
因为 4 的 几何 重 数 为 1 ,可 假设 4 形 如 
了 | 了 | 
0 也 
其 中 .是 关于 扩 的 mx mm 的 Jordan 块 ， 
4 1 0 … 0 
0 : 
= 0|， 
: 并 
0 .0 4 


而 是 所 有 不 属于 放 的 各 Jordan 块 的 可 和 .显然 ,在 如 此 情形 下 , 音 
位 向 基 ew 和 名 分 别 荐 4 的 属于 4 的 左 特征 向 景 和 右 特征 向 量 .如 
果 由 > 1 那么 如 ea =0, 这 与 条 件 (2) 矛 盾 . 因 此 , 必 有 加 = 二 1, 这 就 是 
说 , 4 的 代数 重 数 为 1 口 


2.2 不 可 约 秆 了 泗 和 对 角 优 势 矩 阵 


2.2.1 定义 设 A4eCQ”",n 之 2, 如 果 存 在 nxn 置换 咎 阵 ( 见 
1.3.14) 忆 ,使 得 


.|4 4 
PAP! -| o 人 | (2.D 


22 
其 中 444, 是 rxr 子 知 阵 ,4 是 (n 一 r)x(n 一 r) 子 矩阵 ,1 <r <n， 
则 称 4 为 可 锡 矩 阵 freducible matrix}) 或 可 分 给 隆 (decomposable 


matrix). 
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否则 , 即 4 不 是 可 约 的 , 称 4 为 不 可 的 矩阵 ( irreducible matrix) 
或 不 可 分 绍 阵 (indecomposable matrix). 

“不 可 约 "一 词 是 Frobenius(1912) 提 出 的 .明显 的 原因 是 对 于 形 
如 (2.0 的 矩阵 常 可 约 化 为 两 个 低 阶 矩阵 来 处 理 .例如 ,求解 以 其 为 系 
数 怎 阵 的 线性 方程 组 ,可 以 归结 为 先 求 解 以 4; 为 系数 矩阵 的 
nn 一 了 阶 线性 方程 组 ,然后 求解 以 4, 为 系数 矩阵 的 + 阶 线性 方程 
组 . 
2.2.2 定 义 设 4=[ay] eC ,如 果 成 并 


之 > ua 
则 称 4 为 行 对 角 优 势 矩阵 (row diagonally dominant matrix). 

如 果 人 2 习 成 立 且 全 少 对 -个 1 到 严格 不 等 号 , 则 称 4 为 行 弱 严 
格 对 角 优 势 拭 阵 . 

如 果 (2.2) 对 每 个 5 到 闫 格 不 等 号 , 则 称 4 为 行 严 格 对 角 优 势 矩 
阵 (row strictly 出 agonally dominant matrix). 

如 果 4 是 行 对 角 优 势 的 , 则 称 4 为 列 对 角 优 势 矩阵 [column 
diagonally dominant matrix). 

如 果 4" 是 行 弱 严格 对 角 优 势 的 , 则 称 4 为 列 弱 严 格 对 角 优 势 
矩阵. 

如 果 A 是 行 严格 对 角 优 势 的 , 则 称 4 为 列 严格 对 角 优 势 矩阵 
(column strictly diagonally dominant matrix). 
2.2.3 定理 (Taussky) 设 4=[a,] eC” 是 ( 行 或 列 ) 正 格 对 角 优势 
矩阵 或 不 可 约 ( 行 或 列 ) 弱 严格 对 角 优 势 矩 阵 , 则 

(1) 4 是 非 奇 异 的 . 

(2) 如 果 G > 0,1 二 1…,n ,那么 

Re(4.)>0, vA ealA). (2.3) 


n 


= 


， {2.2) 


la 小 


站 
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或 者 说 ,4 是 正 稳定 的 ( 见 3.14.3). 特 别 , 当 4 的 所 有 特征 值 为 实数 时 ， 
必 全 为 正 数 : 
4.>0, vA EL 
证 考虑 4 是 行 严格 对 角 优 势 算 阵 , 此 时 , 复 平 面 上 nn 个 回 盘 


加 = 人， 4) 


的 并 集 必 不 包含 原点 z=0. 依 16.23,4=0 不 是 4 的 特征 值 , 因 
此 ,4 是非 奇 肝 的 . 
如 果 再 附 如 条 件 


a >0, 1=1.,n, 
那么 对 任 一 实 部 < 0 的 复数 c 成 立 
le-a| =[ (a; -Rec) +(Imey | >a > 省 ， 


了 二 1 
这 虐 是 说 ,c 不 属于 (2.4 的 天 个 圆 杜 的 并 集 , 因 而 不 可 能 是 4 的 特征 
值 , 

不 可 约 器 严格 对 角 优 势 情 珍 的 证 明 留 作 练 习 . 口 
2.2.4 定理 设 4=[4ay]e 民 ”是 ( 行 或 到 ) 严 格 对 角 优 势 容 阵 , 则 
det 4 和 了 4 的 主 对 角 元 素 之 积 

GD 


同 号 .而 且 , 当 二 是 行 秋 格 对 朋 优 势 时 ， 
det 4 过 加 ez ) (2.5) 
i=! jf 
当 有 4 是 列 严 格 对 角 优 执 时 ， 


jdet A| > pe -Bla, | . (2.6) 
jel Ey 


mm 


证 由 假设 知 
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a, 0,i=1,.…,n. 
记 
6, =sgnas, i=l,,n; B=l[easleR™", (2.7) 
于 是 
det A= 556,.…8, det B. (2.8) 
注意 到 如 的 对 角 元 素 是 正 实数 : 


E00, =|a;|>0, i=1,: 


恢 2.2.3,B 的 所 有 特征 值 具有 正 实 部 .这 样 ,由 于 马 是 实 的 , 复 特征 值 
必 共 印 成 对 出 现 ,其 积 是 正 实数 ,而 实 特 征 值 则 必 为 正 实数 ,从 而 
det B 一 一 等 于 8B 的 所 有 特征 值 ( 按 代 数 重 数 计 ) 之 积 一 一 必 大 于 零 . 
因此 从 (2.8) 有 
sgn(det A) 一 2122 “ 一 =sgnfglia:: … “ tn a ). 
不 等 式 (2.5) 和 人 2. 的 证 明 从 略 ,可 作 练 习 . 口 
2.2.5 定 义 设 4=[qay] eC” ,如 果 成 立 


lasl>|ayl, j=b nm jz 29) 
则 称 4 是 行 元 寨 严 格 对 角 优 势 乓 阵 .如 果 成 立 
las|>lai 1 = i i=L,n, (2.10) 


则 称 有 4 pa 角 优 势 矩阵 . 
显然 , 行 严格 对 角 优 势 征 阵 必 是 行 元 素 严格 对 角 优 势 矩 阵 , 芭 之 
则 不 然 . 
2.2.6 定理 设 4e 上 限 呈 是 行 严格 对 角 优 势 矩 阵 , 则 4” 是 列 元 素 严 
格 对 角 优 势 矩阵 . 
证 依 2.2.3,4 可 逆 . 设 
A=[ay]l, 4 =[a,}. 


居 1.5.13, 
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Ar det 4 
detd 


CX, =(-1) 


i 
因此 ,只 须 证 明 
ldet A,|>|det 4, i=L,n, i#j. 
不 失 一 般 性 ,为 了 方便 取 - 
1=1，7=2， 
利用 (2. 妨 中 的 记号 ,从 2.2.4 的 证 明 得 知 
de 已 ， >0. 


站 了 一 天. 


注意 到 
det B,, =|det Ai|, |det B',|=|det 4,,|. 
为 了 完成 定理 的 证 明 ,只 须 证 明 
detB',+detB,>0. 


11 一 


事实 上 ， 
Ey Ey oo Bo, 
E30 Elsy “* EUs 
det BtdetB,=detl ?7 ” " 
En En 7 至 Cr 


EA) Edyy 1 A, 


Ey Edy 1 Edy 
+ detl 3 3 3 由 3 
En En 四 Ed 
£7 (a,, 十 1) Ey i Ed 
Ed ta) Bd Es, 
= det 
[a (4 十 | ) Es 机 [A 


此 式 中 最 后 的 行列 式 是 正 的 ,因为 其 矩阵 是 行 严 格 对 角 优 势 且 对 角 
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万 此 全 大 于 零 , 器 
2.2.7 定义 撼 阵 召 = [bsC” 称 为 等 模 (equimodulan 于 矩阵 
寻 =[ay]eC” ,如果 

lb Elay |, Yi,j=1,…,n. (2.11) 


2.2.8 定理 设 4eC” ,等 模 于 4 的 每 个 矩阵 均 非 奇异 的 充分 必 
要 条 件 是 4 可 以 表示 成 


A= PMD, (2.12) 
其 中 PeR” 是 置换 和 矩 阵 ,D eR” 是 对 角 元 素 全 为 正 实数 的 对 
前 禾 阵 , M eC 是 行 严 格 对 角 优 势 矩 阵 . 

此 定理 证 明 从 略 .可 参见 [CH1966]. 
2.2.9 定理 设 4=[a]sC” 行 严格 对 角 优 势 矩阵 , 则 对 于 任何 
B=[Dby}eC”” 成立 


zh 


< Imax 一 一 一 -一 一 一 . (2.13) 


= lzisn 也 
lei|- 之 

证 依 算 子 范 数 定义 1.8.30, 存 在 
加 一 (&, 6) eC” > sl, 一 1, 


|478 


使 得 
上 下 = 
令 
n= (m1,) = 4BE, 
日 令 
7,|= maxl| = el,, 


“134 


由 47 = BE 得 


RH 由 
an, = bs ” 
j= j= 


有 
-. .| 一 .| 1 关上 人 到 | 一 > hn. 
i [a | 2 [es | jos hi, | je 
1 的 了 1 站 


一 Bh < ba < > : 
j= j= = 


< on 
了 一 | 
从 而 
| 中 一同 


> > 


<m 


Re -Zk | 


2.2.10 定理 设 4=14ay]eC” 是 所 有 对 角 元 素 不 为 等 的 对 角 优 
势 矩 阵 ,并且 对 于 i 二 1,…, ,成 立 


> ay) <a izk, > los| =|eu|， (2.14) 
jj Pr 


则 也 是 可 逆 的 ， 
证 取 
p=1,i=l ,Nn, izk,p, =1+6,6>0, 
则 有 
-一 > pi 中 = 一 :> el < lou| 
j=1,j* 
和 


*135" 


1 时 由 , 
一 2 pila,| = 2 [esl+ slas|, i=l, ,nik. 
Pi j=1#: j=1, zk 
利用 从 .14 可 以 选 上 足够 小 的 & > 0 ,使 得 


> |+ sles <lesl, i= ,8 ,i zk. 
Jj 
于 是 , 惊 1.6.25. 点 z = 人 0 必 不 在 Gerschgorin 圆 内 .因此 ,4 必 是 可 道 
的 ， 口 
2.2.11 定理 设 4=[ej]jsf” 是 弱 严 格 对 角 优 势 抵 阵 ,而 且 其 所 
有 元 素 不 为 零 , 则 4 是 可 道 的 . 

证 者 4 不 可 道 , 则 0 是 4 的- 个 特征 值 . 因 4 有 红 严 格 对 角 
优势 ,0 不 可 能 是 4 的 Gerschgorin 域 G(A) 的 内 点 , 故 必 为 G(4) 的 
边界 点 ,十 是 , 依 1.6.27, 4 的 每 个 Gerschgorin 辐 通 过 0 .但 是 ,由 于 至 
少 有 一 个 指标 1, 成 并 


oil> 2 io， 
ev 


表明 第 i 个 Gerschgorin 圆 不 可 能 通过 Q . 巴 盾 . 局 
2.3 ”四 引 阵 和 实 正 交 类 阵 


2.3.1 引言 1.7.29 已 经 建立 丁 映 射 的 概念 .现在 平行 地 引入 西 算 阵 
的 定义 ,并 介绍 其 一 些 最 基本 的 性 质 ;其 进一步 的 性 质 ,将 陆续 在 以 
后 的 有 关 章 节 中 论述 . 
2.3.2 定义 【7 eC” 称 为 再 矩阵 (unitary matrix), 如 果 

UU=I. (3.1) 
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当 U eR 时 ,(3.1) 成 为 


UU=I1. (3.2) 
U 即 为 实 正 交 和 矩阵 ( 见 1.7.26)， 
2.3.3 定理 设 U eC”" ,下列 诺 条 件 是 等 价 的 : 
(1) U 是 攻 和 矩阵. 
(2) UU 是非 膏 异 的 ,而 且 U" =U7， 
(3) UU" = 了 了. 
(4) 5 是 西 矩 阵 ， 


(5) 的 各 列 是 单位 周 基 县 两 两 正 交 . 
{6) UU 的 各 行 是 单位 向 量 有 昌 两 两 正 交 . 
0) 着 xeC”,y=Ux, 则 sl, = 
(8) {Ux,Uy)={x, yp) vx,peCr". 
证 条 件 U"U = 了 等 价 于 
ldet A=1, U"=U. 
如 此 条 件 等 价 于 
UU = 了， 
这 一 条 件 可 以 写成 
(Jo = 
鼓 又 等 价 于 Ur” 是 本 徊 阵 . 因 此 (全 人 会 0) 全 (4). 
现 没 Ww ,… ,Wt 是 的 有 个 讽 , 条 件 U"'U = 了 的 另 一 形式 是 
Ceyz2 = ? i j=l n, 
因此 (1) 会 (5). 
类 亿 地 ,(4) < (6). 
加 果 U"U 了 且 y=Ux ,那么 
bb =y y=X UUx=x =x'x= jal , 
FU) 7). 
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下 面 证 明 (7 一 (人 1) 
设 成 立 条 件 (7). 首 先 考 虑 天 = 2 的 情形 . 
先 取 x= (10) ,得 UU 的 (1,1)- 元 素 
(UU), =x UUx=y y=xx=1. 
再 取 x=(0,1) ,类 似 地 ,得 U*U 的 (2,2)- 元 素 也 是 1. 于 是 ， 
UU 必定 形 如 
1 a 
a 1 


其 中 a 是 U 的 第 1 鹿 和 第 2 列 的 内 积 ,是 U 的 第 2 列 和 第 1 列 的 
内 积 . 


至 此 ,车 取 x={1,1) , 则 
2=xx=y y=xU Ur=2+(a+a). 
再 取 x =(1i) ji= -1 ,类 似 地 得 


2=2+i(a—a), 
于 是 有 
2Reqa=at+d=0 
和 
2ilIma=a—4a=0, 
推出 & =0. 


因此 ,对 于 UU eC” 的 情形 来 说 ,如 果 成 立 
xU Ux=xx, vreC’, 
则 必 有 UU = 了, 即 U 是 西 答 阵 . 
现在 考虑 n > 2 的 情形 , 令 
4=[4;]= UU, 
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则 


— a a | x; 
x Ax = | 1 | } 
Gn Ap 
对 此 , 己 证 明 条 件 (7) 蕴 涵 
ia as|_ 11 0 
ar ay| [0 1) 
因此 ,由 于 i 和 j 是 任意 的 , 4 的 每 个 2x2 主 子 和 矩阵 均 为 2x2 单 
位 矩阵 .显然 ,如 此 矩阵 4 只 能 是 4= 了 .注意 ,n=1 时 (7) 明 显 地 药 


涵 (1). 
最 后 ,证 明 (1) < (8). 
藻 U"U = 了 , 则 
(Ux,Uy) = {UUx, ») =(x,y), Vx,yeC". 
友之 ,车 条 人 忻 (8) 成 立 , 则 
{UUx,y)={x,»), 
于 是 


(UU 1),y)=0, Vx,y ei”. 
特别 取 y = (UU -1)x 得 
(vu-rhk|=0, vxeC”, 


从 而 
(UU-Ix=0 vxeC’, 
这 等 价 于 
U'U-I=0, 
即 世 是 丁 矩 阵 ， 口 
2.3.4 定理 设 芝 ER 是 酉 第 阵 , 则 
四 =1 4eA(U). 


证 设 4e A(U),xeC" 是 相应 的 特征 向 量 . 依 2.3.3 的 本 矩阵 
的 等 价 条 件 (7)， 
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(x,x)= (Ux, Ux) = {hx, Ax)=|4| (x,7), 
由 此 , 因 (x,x)z 0, 推 出 则 =|4| =1. 口 
2.3.5 定义 ”JM eC”" 称 为 等 距 征 阵 , 如 果 线性 变换 
y=Mx, vxeC” 
保持 Euclid 长 度 不 变 : |aad, = jh, ,xX etd". 

2.3.3 表明 ,M 为 等 距 矩 阵 的 充分 必要 条 件 是 1M 为 西 算 阵 . 

这 里 ,等 距 和 矩阵 平行 于 1.7.24 定义 的 等 距 映 射 ， 

在 赋予 不 同 距 离 结构 的 各 种 踪 离 空间 (或 称 度量 空间 ) 中 ,有 不 
同 的 "长度", 分别 地 可 以 确立 不 同 的 等 距 性 . 

2.3.6 定理 设 U,V eC 是 西 矩 阵 ( 实 正 交 算 阵 ), 则 积 UV 也 是 酉 
矩阵 ( 实 正 交 矩阵 ). 

证 (CT(CD= 广大 = 了 =L 口 
2.3.7 定理 设 扩 名 CC 是 酉 矩阵 序列 , 则 存在 收敛 子 序 列 , 且 
极限 矩阵 也 是 本 矩阵. 

证 西 矩阵 的 每 判 的 Euclid 长 度 等 于 1 ,其 每 个 元 素 的 绝对 值 
木 会 大 于 1. 设 

Ua |], £=12,. 
考虑 其 (1 了) 一 元 素 构 成 的 复数 序列 


QD) 0 
WL Hl "Hl, (3.3) 


这 是 一 个 有 界 序列 : 
jet)| <1, k=12,. 


根据 分 析 数 学 基本 原理 一 一 在 紧 集 上 的 无 穷 序 列 必 有 收 敏 子 序 
列 (3.3? 有 收敛 子 序列 : 


1 fk 0 
limw, 二 1 ， 


现在 ,对 于 和 中 的 子 序列 刀 定 ?站 考虑 其 (L2) 一 元 素 构成 的 
复数 序列 


[ 
Hi :Mil 3 :i 了 时 


A) (Ra) a [| or 
Wi]; :Hi 和 Hl; + 


同样 ,这 一 序列 有 收 合子 序列 
ha) 0) 


th ly (kh) : = 
Wy My My lim ms 三 
ip 


如 此 继续 ,逐次 考虑 由 相应 元 素 组 成 的 子 序 列 .经 nxn 次 选取 ， 
最 后 得 (n,n) 一 元 案 构 成 的 收 仑 子 序列 
Uh) pt), hy, 
这 样 ,得 到 序列 亿 中 的 - -个 收 合子 序列 
人 世人 小 imUeo = UD =[at]. 


LO) 
ns” 


; (一 
im =u 
i 


i “Ht 


由 于 
CHU = i=12,. 
从 而 有 
lim Um YU) = "vu" = 了 ， 


因此 ,UU 是 西 矩阵， 口 
2.3.8 定理 设 4eCQ” 是 非 奇异 矩阵 ,4 相似 于 才 的 充分 必要 
条 件 是 存在 非 奇 异 和 矩阵 召 <C” ,使 得 
A=B1!:B’. (3.4) 
证 先 证 充分 性 . 若 4 = B"1B',B eC 非 奇异 , 则 
B*4"(B°) =B(B =(878°}=4°. 


再 证 必要 性 . 若 47 相似 于 A", 则 存在 非 奇 漠 算 阵 5 eC ,使 


8348 = A'. 
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S, =e" Ss, 0 eR, 

注意 到 
So4S1 =e SA (eS 1)=84'S" = 4°, 
于 是 
S =A°S,4A, $:=A'S;4. 
将 这 两 式 相 加 ,并 令 吾 , 三 $j + 9S ,得 
H, = A'H,A. 
如 果 瑟 。 是 奇异 的 , 必 存 在 非 零 向 量 x Ee" ,使 得 
O= Hx = SxX+ SX, 
从 而 
X=H Sx=e 8 "Sx, 
或 者 写成 
SS 一 一 ex， 
这 表明 -e** 是 S14S' 的 特征 值 .因此 ,如 果 选 取 外 e[0,27) ,使 得 
一 e* 吕 不 是 9-15" 的 特征 值 :那么 HH = Ho, 是 非 奇异 的 ,而 且 上 共有 性 
质 百 = 4"H4. 
现在 选取 a eC,|a|=1 而 且 & 不 是 4' 的 特征 值 . 令 

B= plal-4°)H, 
其 中 户 eC 是 待 选取 的 非 零 参 数 .显然 ,8 是 非 奇异 的 ,这 里 的 肯 的 
是 使 4 = B71B' 或 写成 B4 = B' .由 于 

B" - H(Bal- BA), 


BA= Pla -4° JH4= BlaH4- A'HA) 


-BlaH4- H)= H(aB4- Pl), 
因而 , 欲 使 B84 = 8", 只 须 取 
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B=-Ba#0. 

为 此 ,如 果 & =e* ,可 取 户 =e 中? 口 

酉 矩阵 习 具有 性 质 忌 - = UU .扩展 丁 答 阵 如 此 观念 的 途经 之 
一 是 考察 满足 4 相似 于 4A" 的 矩阵 4 et” ,上面 的 定理 回答 了 
过 类 矩阵 的 范 畏 是 集合 

[4=8"8°:B eC™”,detBz#0|. (3.5) 

2.3.9 定理 ” 设 和 矩阵 4 eCQ” 相似 于 西 矩阵 Ue 人 CC , 则 A 相似 
于 4. 

证 依 假 设 ,存在 非 奇 异 算 阵 5 eC”" ,使 得 


A=S-US, 
因此 
A ={S7U8) -SU = SU°S 
=(S°s)'(sUS) (ss)=(5"s)’ 4°($°s). Oo 


2.3.10 定义 ”和 所 阵 吾 EC”” 称 为 而 等 价 于 矩阵 4 EC” ,如 果 存 在 
酉 矩阵 VEC ,使 得 

B=U'AU. {3.6) 
如 果 U 可 以 取 成 实 的 (因而 是 实 正 交 的 ), 则 8B 称 为 ( 实 ) 正 交 等 价 于 
4 . 酉 等 价 也 称 为 西 相似 . 
2.3.11 定理 设 4=[a,]eC”” 和 B=[b,]eC” 是 西 等 价 的 , 则 


Sl = Se . G7 
i,7=1 j= 
证 “从 垂 阵 乘法 看 出 


> lo = td4 4A, 


1,j=1 
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因此 ,只 须 校 验 成 立 ttB8*B= tr 4 
现 设 召 = U "AU ,注意 到 和 矩 阵 的 迹 是 相似 (变换 下 的 ) 不 变量 ( 见 
1.5.18), 邵 得 
urBB=0U AUU AU=0U A AU=tA 4. 口 
这 个 定理 是 说 ,td 4 也 是 矩阵 4 ef” 的 西 相似 不 变量 


2.4 ”正规 入 阵 


2.4.1 定义 ”A eC”" 称 为 正规 矩阵 (normal matrix), 如 果 
A'A= A4'. (4.1) 
显然 ,所 有 酉 和 矩阵 是 正规 矩阵 . 
2.4.2 定理 ”4 ef ”为 正规 第 阵 的 充分 必要 条 件 是 本 等 价 于 4 
的 每 个 矩阵 均 为 正规 邱 阵 . 
证 车 BeCQ” 西 等 价 于 4, 即 存在 西 算 阵 U eCQ” ,使 得 
8=U*AU 则 
BB=(U"AU) UAU)=U"A'UU'AU 
=U "AAU= UAAU = AU AU 
=(U" AUNU" AU) = BB". 


表明 B 是 正规 算 阵 . 
反之 ,设想 等 价 十 过 的 每 个 矩阵 均 为 正规 矩阵 .显然 , 4 酉 等 价 
于 其 自身 ( 取 西 矩阵 UU = 站), 故 44 是 正规 算 阵 . 口 


2.4.3 定 义 如 果 4eC” 西 等 价 于 对 角 和 矩阵 , 则 称 4 为 本 可 对 角 化 
矩阵- 


如 果 4EC 下 次 等 价 于 对 角 守 阵 , 则 称 4 为 正 交 可 对 角 化 
矩阵 ， 
2.4.4 正规 矩阵 谱 定 理 设 4=[a,]eC”™ ,和 0 EX4), 则 下 
列 条 件 等 价 : 

{1) 4 是 正规 条 阵 . 

(2) 了 是 酉 可 对 角 化 矩阵 . 


® Sal = 
站 1=1 


(4) 4 存 症 nn 个 特征 向 量 的 正 交 组 . 
证 首先 利用 Schur 分 解 定 理 ( 见 5.3.3), 4 西 等 价 于 一 个 上 
” 角 朱 阵 T=[t,] eC™”: 


T=U’AU., 

其 中 eCQ™* 足 某 个 是 年 阵 . 依 2.4.2, 条 件 (T 昔 洱 了 是 正规 车 

下 面 证 明 () 全 (2 佐 B21 守 (四 

(全 (人 2): 若 作 是 古 可 对 用 化 的 , 则 因 对 角 抑 阵 显然 是 正规 抵 
阵 受 西 等 价 保持 正规 性 , 4 必 为 让 规矩 阵 ， 

现 设 式 是 正规 扼 阵 , 则 上 上 尘 前 矩阵 了 是 正规 扼 阵 : 

7 了 = 了 7 

这 样 ,可 以 利用 这 “和 窍 阵 等 式 两 边 对 应 位 置 的 元 素 相 等 ,(1,1) 位 置 的 
元 素 相 等 : 


Ce 一 Le) 一 
tn ti + ob , 
j=2 
推出 
本 2 本 _ 
> 人 一 之 本 =0, 
2 j=2 


即 有 
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(2,2) 位 置 的 元 素 相等 (注意 = 07: 


tf = tt + Dl ? 


21 


推出 | 
j=3 


一 Dt =0, 即 
pe 


按 如 此 方式 ,假定 成 立 
tf; 二 DO， 了 > 五 i=1,.…,k—1, 
则 可 推出 
fy =0, j=k+l,,n, 
最 后 得 到 
和 一 0， 了 > 站 i=1h. 
因此 了 是 对 角 和 矩阵 . 
(2) < (3): 西 等 价 于 4 的 对 角 和 矩阵 的 对 解 庆 素 是 4 的 特征 


值 坟 ,…,4,( 按 某 一 顺序 ), 利 用 2.3.11, 即 可 从 (人 2) 推出 (3). 胃 一 方向， 


因为 4 的 特征 值 黎 ,…, 如 是 了 的 对 角 元 素 ( 按 某 -顺序 ), 依 
2.3.11, 成 六 


好 站 一 | nn . 
= > | 让 + 之 > . 
i=] i=1 j=i+l 


条 件 (3) 是 说 


i=1 j=i+l 


亦 即 本 是 对 角 秆 阵 .因此 ,GB) 推 出 Q2). 
(2) 之 (4): 设 有 西 矩 隆 U ,使 得 VU” AU = A 是 对 角 答 阵 , 则 
AU=UA 


这 表明 4 的 对 角 元 素 是 4 的 特征 值 ,而 上 的 个 列 正 是 特征 向 量 


的 正 交 组 ， 
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友之 ,如 果 4 有 特征 向 量 正 交 组 如 ,…,W, 记 座 它们 为 列 的 
短 阵 为 UU ,那么 


TAU=U [da 1. Au™| 
=U [hu … 02] 
= … A=UUA=4 
其 中 乞 是 4 的 对 应 特征 向 其 ”的 特征 值 ,i = 1,…,n ,而 
A=diag(4 ,hh ). 口 


2.4.5 定理 设 4eC”“ 是 正规 矩阵 ,4 ecC,z eC", 则 下 列 条 件 等 
价 : 

(1) xX 是 4 属于 特征 值 4 的 右 特征 向 量 : 

Ax = Ax. 
(2) x 是 不 属于 特征 值 4 的 右 特 征 向 量 : 
A’x = Ax. (4.2) 
(3) x 是 4 属于 特征 值 儿 的 左 特征 向 量 : 
x A= Ax'. 
证 ”如果 对 于 有 4 能 从 (1) 推 出 (2), 那 么 将 其 应 用 与 二 ,直接 得 


到 
Axr=(4° x= k= 
即 从 亿 ) 推 出 人 .而 人 和 全) 等 价 则 基于 简单 关系 式 
(4°x) =x"4, 阿 } = Ax" 


(x*4) = A'x, (ax) = Ar， 
因此 ,下 面 只 须 证 明 (1) 一 (2)， 
不 妨 设 x 是 规范 化 的 , 即 x'*x=1. 依 2.4.4. 存 在 本 矩阵 
U eCQ"", 其 第 1 列 是 x, 使 得 
A=UAU,", 
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其 中 A 是 对 角 和 矩阵 ,其 左上 上 角 的 元 素 是 妈 ,于 是 
4 =(UA0") =(U’) AT =U， 

和 4A"U =UA ,此 等 式 两 端的 第 1 列 分 别 是 4*x 和 Ax ,因此 (4. 2 
成 二- 
2.4.6 定 理 设 4eC” 是 下 规矩 阵 . 则 

(D 4"4 的 特征 值 全 体 

A(4 4A)=A4(44°)={ 14F: 4eA(4)}. (43) 
(2) 4 的 奇异 值 全 体 


ol(A)={241:4eAd). (4.4) 
证 设 14e 4(4),x 是 4 的 属于 记 的 特征 向 量 . 依 2.4.5， 
(4 Ak = 4°(4x)= 14 x= Alxr= | x 
i 5.4.1 即 得 (2). 口 


2.4.7 定理 ”正规 乍 阵 的 属于 不 同 特征 值 的 特征 向 量 必 相互 下 父 ， 
证 设 寺 和 了 分 别 是 正规 矩阵 4 ef 的 属于 特 钙 值 4 和 jy 
的 特征 向 量 ， 


Ax=Ax, Ay= jy. 
依 2.4.5, 有 


pop =x (Ay)- (4 x) y= (Rx) y= ey. 
由 此 ,车 4 六 , 则 x*y =0， 口 
2.4.8 定理 设 4ERR” ,4 为 正规 矩阵 的 充分 必要 条 件 是 存在 实 
正 变 年 阵 马 < 限 入 ,使 得 


A 0 0 
T 0 1 pe 
040=|. . . 0 leR™, (4.5) 
0 0 4 


其 中 < ,每 个 4 是 实 1x1 詹 阵 或 形 如 
4 er (4.6) 
证 充分 性 .对 于 形 如 (4.6) 的 秆 阵 有 
AA =diag(o’ + Pm +P)= A474,. 
表明 4 ; 是 正规 的 ,因此 (4.3) 的 矩阵 必 是 止 规 的 , 依 2.4.2 4 是 证 规 的 
必要 性 .应 用 5.3.5, 不 妨 直 接 假定 4 形 如 
[IR A A -A 
0 A4, 4 
4=|0 0 4, :1 4,, leR”™”, {4.7) 


L090 0 0 A | 
其 中 
1 站 内 
0 | 
R=| : .eR™” (4.8) 
0 ... 0 4 


是 上 三 角 和 所 阵 , 4 ,…, A,, Ee 民 Y, 注 且 
A eR™, bi=l,k, ji. 
由 十 4 是 正规 的 利 实 的 ,从 而 成 忌 


A'A= AAT 
此 等 式 两 端的 px 前 士 圣 角 块 相等 ,得 
RR=RR' + A A t+ A A, (4.9) 


由 此 
trR' R= trRR +trAy 二 + 
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注意 到 
rR'R= trRR', 
推出 
tr A + +trA dt =0 (4.10) 
显然 ,等 个 4 了 是 半 正 定 矩 阵 , 必 有 上 4 如 >0 ,于 是 ,从 (4.10) 有 
trAy AL, 一 0， 了 = 1 
再 依 3.6.7, 得 
4 =0, f=,k. 
因为 A 的 第 i 个 主 对 角 元 素 是 和， 的 第 i 行 中 各 ( 实 ) 元 素 的 平 
方 和 ,所 有 这 些 主 对 角 元 素 都 必须 为 零 ,推出 
4 =0, j= ,Fk, (4.11) 
并 因而 
R'R= RR', 
因为 RR 是 上 三 角 算 阵 ,在 2.4.4 的 证 明 中 己 推 出 如 此 矩阵 必 为 对 角 
矩阵 ,因此 
R= diag(%,,…,4,). (4.12) 
现在 ,考虑 等 式 (4.9) 两 端的 2x2 主 对 角 块 .对 于 相应 (4. 中 的 
块 41, 利 用 (4.11), 得 
4A = +A A tt (4.13) 


注意 到 
trA 4 = trd dd ， 
推出 
td A + tttAd A =0. 
由 此 , 册 | 
(4A )20, j=2,k, 
有 
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(4 = 一 A =0 一 4， = 0, 一 之 “ 
这 样 (4.13) 简 化 为 
44， 一 有 

即 4.， 是 正规 矩阵 . 

如 此 ,对 了 = 2,…, 大 一 1 , 依 此 考察 等 式 (4.9) 册 端 相 FY(4.7) 中 ' A 
的 2x2 主 对 角 坪 ,利用 同样 的 论证 ,推出 (4.7) 中 所 有 非 对 角 块 起 零 ， 
而 所 有 对 角 块 4 是 正规 矩阵 . 

至 此 , 剩 下 要 证 明 的 是 每 个 对 角 块 4; 形 如 (4.6). 设 


b 2 
二 = od e 民 *°， 


它 是 正规 矩阵 ,十 是 从 
4, 4, =4, 4 ， 
得 
bp =e, actbd=abted. (4.14) 


注意 ,c = 加 情形 和 = 0 情形 可 以 排除 ,因为 这 两 种 情 下 下 4 ， 
是 实 对 称 的 ,只 有 实 特 每 值 ;而 根据 (4.) 中 的 构造 ,每 个 未 dy 有 -对 
共 声 的 非 实 特征 值 . 

因此 ,ec = 一 5 ,然后 从 (4.14) 的 第 二 个 关系 式 即 可 推出 a = 4 .于 


是 ,每 个 块 4 ; 形 如 
a b 
四 
即 形 如 {4.6). 
最 后 指出 ,这 样 的 实 答 阵 有 有 一 对 共 轿 的 复 特 征 值 多 =a+i 座 和 和 
A4.=a-ip. 口 


2.49 定理 设 4e 民 ”, 则 
(1) 4= 4A" 的 充分 必要 条 件 是 存在 实 正 交 捧 阵 Qe 民 ” ,使 
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Er 


1 0 0 
- 0 | 
0 A0Q= : 0 ， ,A ER。 (4.15) 
0 .0 4 
(2) 和 = 一 4' 的 充分 必要 条 件 是 存在 实 正 交 甜 阵 Q ee 中 ,使 
得 
0 0 : 0 
I 0 4 “7. : 
OA0=|. 0 | (4.16) 
0 -2 0 4 
其 中 每 个 4， e 民 形 如 
0 有 
A 一 :| . 4.17 
| | ) 
G) A4" = 了 的 充分 必 监 条 件 是 存在 实 正 交 矩阵 QO e 民 ”" ,使 
得 
[4 0 0 
0 二 
; A : 
| 一 及 ” 
AGT 1 
0 
0 0 A4 


其中 每 个 黎 = 土 ] ,每 个 4 ER 各 形 如 


了 1 cosg, sing, 9 eR 
,二 ， ， . 4.19 
’ 一 Sin 0, coso, 7 (2 
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East 


证 在 每 种 情形 中 ,所 设 条 件 已 保证 4 是 实 正 规矩 阵 ,所 以 二 
可 以 表示 成 (4.5) 和 (4.6). 
若 4= 4 , 则 每 个 4 成 立 
4= 人， 
故 所 及 ; 均 为 零 ,全 " 4Q 是 对 角 符 阵 . 
苦 有 4= 一 4 , 则 每 个 4 成 立 
和) = 一 1， 
每 个 4; 成 立 
A) =-4;， 
改 所 有 24) 均 为 零 , 所 有 ai 均 为 霉 ， 
若 44: = 了 , 则 竺 个 4 满足 


4 =1, 
从 而 和, = 土 ] ;每 个 4 满足 
AA =17, 
从 而 cc; + 有 ; =1, 可 以 写成 = cosg 入 =singi. 口 


2.4.10 定义 ” 设 4eCo,4e4( 人称 为 矩阵 4 的 正规 特征 值 
(normal eigenvalue), 如 书 

(1) 4 相应 4 的 各 特征 向 量 止 交 于 有 4 相应 得 个 不 同 于 4 的 特 
征 们 的 各 特征 向 量 . 

(2) 多 的 儿 柯 重 数 等 于 多 的 代数 重 数 . 
2.4.11 定理 (1) 正规 矩阵 的 每 个 特 钼 值 是 正规 特征 值 , 

(2) 若 4eC”" 有 nn 一 1 个 正规 特征 值 ( 按 重 数 计 ), 则 4 是 正规 

(3) 为 4eC”™ 的 正规 特征 值 的 充分 必要 条 件 是 对 每 个 西 
矩阵 上 eC™" ,为 U*AU 的 正规 特征 值 .也 就 是 说 ,正规 特征 值 这 
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一 性 质 是 酉 相似 不 变 的 ， 
证 明 留 作 练 习 . 


2.5 条 件数 和 病态 矩阵 


2.5.1 引言 ”粗略 地 讲 ,一 个 问题 称 为 良 态 (wel-conditiom 的 ,如 果 其 
参数 的 小 的 改变 只 会 引起 解 的 小 的 改变 ;个 问题 称 为 病态 (ll 
condition) 的 ,如 果 其 参数 的 小 的 改变 相反 地 会 引起 解 的 大 的 改变 .这 
里 扼要 介绍 -下垂 阵 求 着 和 线性 方 穆 组 求解 的 误差 估计 问题 .实际 
计算 中 会 遇 到 种 种 误差. 

设 4ECY" 大 非 奇 异 矩 阵 . 

先 首 虑 计算 逆 和 矩阵 4 .假设 实际 计算 的 是 {4+84) ,其 中 
4 EL 足够 “小 ", 以 致 4+84 是 可 道 的 .因此 ,误差 是 


8:=(4+84 -A =(1+A"84) 4 -A .1) 


如 果 
p(484)<1, 
那么 4+ 84 可 道 ,而 用 可 以 将 (7+ 4184】 表示 成 类 于 47'84 的 
缀 级 数 -于 是 ,有 
84" = YC1) 484) 414 


在 一 器 


= (1y ( 454] 全 (5.2) 
=1 
为 了 进行 估计 , 任 取 一 种 矩阵 的 算 子 范 数 | . 候 设 
14784| <1, 
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| 


[ET 
4 84 
ee ey rae 
由 此 得 到 矩阵 4 求 道 的 相对 误 普 的 一 个 上 界 : 
ol ed 
pi 


(53.3) 


如 果 再 进一步 假设 
34 < ya 
则 
p(t"'84) saad sh hed < 
并 从 (5.3) 有 误差 估计 


Ed 
人 sd 


可 将 其 改写 成 
| ad 
| 1- lalla) 4 
其 中 网 用 诈 放 是 4 的 ( 康 始 资料 的 ) 相 对 误差 
坝 在 考 起 求解 线性 方程 组 
Ax=b, peC’”. (5.5) 
上 而 关于 矩阵 求 道 的 分 析 , 同 样 可 以 应 用 米 给 出 方程 组 实际 所 得 解 
的 精度 的 先 验 界 . 
假设 实际 求解 的 是 方程 组 


{5.4) 
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(A+BA)x+8x)=b+5b, 34eC”™”, xeC",(5.6) 
其 解 x 十 Bx 中 ,x eC”" 是 原始 方程 组 (5.5) 的 解 ,而 Bx e 人 "是 具 54 
利 65 造成 的 误差 ,在 条 什 
ofL484)<1 


下 ,利用 (5.2), 有 
Bx=(x+6x)—-x=(A+64) (b+5b)- 4b 
=[(4+84) -A'Jp+(A4+864) 656 


= > (47'84) A'p+ Sly (A4784) A-'8b 
=y'(-1 ， (454) 天 二 3 (4784) A-'8b. 


内 此 ， 在 条 人 
1454|<1 
、 


lx < Pd a leas eMleal 
ed ,jo 
| 


1 14 5 人 + 1- 1-|4284| 184 
这 绸 ,基于 向 量 和 矩阵 分 别 悚 用 的 是 相 容 的 向 苦 范 数 和 外 阵 算 子 范 
数 . 注 意 到 


pl olasls hab, 
方程 组 (5.5) 的 解 的 相对 误 关 
lax 。 I 本 区 | 
pad 1 Tesi 
十 是 ,在 条 件 
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[allsal<1 
FF, 有 


ls | eal eal 
He aa en 名 |) 


其 中 上 且 有 放 草 代 为 4 的 相对 误差 ,而 上 5/ 是 5 的 相对 汇 差 . 
从 (5 有 和 (5.7) 看 王 :; 当 司 和 和 | 是 够 “小 ”时 5.4) 的 右 端 的 阶 


为 
于 A 
《5.7) 的 右 峭 的 阶 为 
al 
ea a) 
以 上 分 析 是 见 数 
| 和 4 


在 计算 4 和 求解 方程 组 Ax = 吾 的 误 辩 分析 中 起 普 头 键 申 作 用 
2.5.2 定义 设 A4eC” ,上 是 一 种 算 子 范 数 ， 
六 出 币 ，der 4 冯 0， 
x( 4) (5.8} 
oo， det 4 = 0， 


范 : 


称 kk(A) 为 捧 
nnmber). 


常用 的 是 关 于 一 范 数 加 ,的 条 件数 ,可 记 作 (人 .特别 , 称 
,4) 为 谱 条 件数 
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利用 条 件数 ,矩阵 求 首 的 误差 估计 (5. 久 可 表示 成 


laa |. «(C4) lsd 
Ty ， ($.9) 
Yd 
方程 组 解 的 误差 知 计 (5.) 可 表示 成 
lax| «(4) [出 出 
了 4 十 (5.10) 
dE 
2.5.3 定 理 设 4eCQ” 是 非 奇异 矩阵 ， 划 
(1) 成 立 
x(A)>1; 
Kx(A)= «(4 )}: 


Kx(A)=k(aA), aeC, az0. 


C) Kk,(A)= 机 其 中 oj( 人 和 (人 分 别 表示 4 的 最 大 
可 异 值 和 最 小 奇异 值 ,如 4 4 的 最 大 特征 值 和 最 小 特征 值 的 非 俩 
平方 根 ， 

(3) 车 4 是 正规 箱 阵 ,如 ! 


4 
| 二 eA 
el ) min |4| 
ieald) 

(4) 营 4 是 西 丫 阵 , 则 xk, (4A)=1. 
(5) xz,({4] 是 西 不 变 的 , 即 对 任何 酉 矩阵 区 eC” 成立 

大， (4A)= K, (UA}= 无 ， (4U). 
| 及 任何 EC,a 二 0， 


=| a 4=M=1; 
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x(47)= 上 le 7 | 本 [= = <(4; 
x(a4)=|(ed) ed 
=|al | 和 | tal|4|= «(4). 


(2) 直接 从 kai( 们 =| 4 ,及 1.8.31 推出 . 

(3) 直接 从 (2) 及 2.4.6 推出 ， 

(4) 直接 从 (G3) 及 2.3.4 推出 . 

(5) 直接 从 (2) 及 奇异 值 酉 不 变 推出 .奇异 值 酉 不 变 是 因为 有 

(UAY (U4) = AU UA= A*4. 口 

从 (5.9) 和 (5.10) 看 出 :如 果 上 4 和 上下 是 小 的 ,条 件数 (4) 不 
大 ,那么 矩阵 求 道 的 相对 误差 卜 人 中川 寺 秆 和 短 阵 的 相对 误 闫 
上 4 和 4 是 同 阶 的 ,方程 组 求解 的 相对 误差 jx /zl 与 乒 阵 的 相对 
误 美 及 常数 项 向 量 和 对 误差 之 和 { 司 4 由 4 +{ 旨 sl 了 由 是 回 阶 
的 .然而 ,如 果 xd) 是 大 的 ,那么 这 就 是 一 个 不 很 好 的 信息 .因此 ,有 
理 出 引入 下 面 的 定义 . 
2.54 定 义 设 4eC” ,性 是 一 种 矩阵 范 数 ,是 关于 || 的 条 件 
数 . 


如 果 x(4) 是 大 的 , 则 说 4 是 关 丁 范 数 国 的 矩阵 求 逆 成 方程 组 
(5.5) 求 解 的 病态 矩阵 . 

如 | 果 x(4) 是 小 的 , 则 说 4 是 关于 范 数 | 的 年 阵 求 逆 或 方程 组 
(5.5) 求 解 的 良 态 矩阵 ;特别 ,x(4)] =1 时 ,说 4 是 完全 良 态 矩阵 ， 
2.5.5 定义 息 阵 才 , = [加 ]eR™"， 


一 
"i+j-l1 ’/ 
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更 有 具体 地 ， 


| | 
1 1 i 1 
2 3 A 
1 1 1 1 
2 3 4 瑚 二 1 
如 =| 1 1 1 1 (5.11) 
3 4 5 及 十 2 
1 1 1 -3 
3 nt+l n+2 2n—1j 
于 , 称 为 Hitbertr 和 矩阵， 
不 难 找到 或 举 出 病态 矩阵 的 各 种 例子 .然而 ,或 许 最 常 被 引用 的 
-个 典型 例子 是 Hilbert 矩阵 ， 


豆 , 是 对 称 的 .由 于 


时 
x HX= Yh xx, 
n=1 


n 上 lf np 2 
= 》， 人 adt = | 公 wt | di >0, 
il 0 n i=l 
Yrx=(0,, xX) ER”,xz0, (5.12) 
因而 吾 。 偿 契 正 定 的 .而 及 , 吾 , 的 每 个 元 素 六 e (0,]1; 谱 半径 也 不 
大 , 当 严 一 名 时 ， 
p(H,)= Ax+ O(logn). (5.13) 
但 是 , 吾 , 项 是 非常 病态 的 . 依 2.5.3 的 (3), 
KK (H, ) 二 A (H, A, (H, ). 
可 以 证 明 , 随 着 产 的 增 大 ， 
x,(H,)~e”, a%3.5. {5.14) 
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例如 ， 
x,(H, )x 5x10’, 
x, (BH, )~1.5x10”, 
xK, (Hs )~1.5x10. 


还 可以 证 明 : 有 2+ = 凡 ,| 


pi. CI (nti-1)(n+ 1 
[Ee-D0-D Ee-Ad-At/-D) 
,j= lb,n. {5.15) 
2.5.6 定理 没 A84sC” ,4 是 可 对 角 化 的 , 即 存 在 非 奇 寞 矩阵 
5 eC"™" ,使 得 
A=SAS , A=diag(%4,.…,7 ). 
井 设 时 是 一 种 矩阵 范 数 ,满足 
j= maxld,|, VD = diag(d,,……,d, ), 


A eC 是 4+64 的 :个 特征 值 , 则 有 4 的 某 个 特征 值 4 ,成 立 
=x{(S)4|. 65.16) 


证 考虑 
S (AtEAIS=A+S (54)S 
的 特征 值 . 因 这 是 A+S-(54]3 的 特征 值 , 故 
AT—A—S (84)S 

是 奇异 的 . 

如 果 7-A 是 奇异 的 ,那么 对 莫 个 7, 克 = 所 , 委 然 满足 
(5.16)}. 

然而 ,假若 条 一 4 是 非 奇异 的 .此 时 ,矩阵 
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(5-4 (和 -4-8S73(541S)=7( 和 -4 S2(548 
是 奇异 的 . 依 1.8.27, 必 有 


| -人 S71(84)S|>1. 
因此 ,基于 矩阵 范 数 | 关于 对 角 和 矩阵 的 性 态 的 假设 .有 
| 全 -4 (sa0 引 sls (82slar-a) "| 


aas -al 
TS 斌 一 | min 
由 此 ,得 


min|A—4|<ls (a4)s| ss adlsl = <tsjadl， oO 


2.6 Vandermonde 矩阵 及 Cauchy 矩阵 


2.6.1 定义 设 x,…,X, ,矩阵 


1 1 1 
世 ] 2X} Se 
Vx, =| Xt Xi x | EC (6.1) 
Xx” x x 
其 中 第 了 列 是 比值 为 x, 的 等 比 序列 ,= 1…,n .V(x ,…,%, ) 称 
为 关于 数组 x ,…,x, 的 Vandermonde 短 阵 . 


Vandermonde 第 阵 的 最 通常 的 应 用 例子 是 它 出 现在 插值 多 项 
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式 的 存在 性 和 唯一 性 的 问题 中 ,多 项 式 插值 问题 的 最 基本 的 提 法 是 : 
设 有 nn 个 数 对 
(rf), i= hen, 
x,…,X, 是 不 同 的 数 ; 求 … 个 砍 数 小 于 等 于 nn 的 多 项 式 
p(x)=a, taxt...+a, x”, 
使 得 
plx)]=a tax tta x = f, i=l,,n. 
这 是 以 &,…-,d,. 为 林 知 数 的 线性 方程 组 ,其 系数 算 降 , 即 (6.1) 所 示 
的 六 (x,,…,x, ) 的 转 置 ， 
2.6.2 定 埋 ”Vandermonde 知 阵 的 行列 式 


det V(x )=TTG， -xy )= TITTTG 一 (6.2) 


ji i=] j=i+tl 

证 利用 1.5.6 的 行列 式 的 公式 ,得 知 det 六 (x 是 关于 
Xz,…,X, 的 次 数 小 于 等 于 n(n 一 1)/2 的 nn 元 多 项 式 .设想 无 论 哪 两 
个 数 x 和 Xx 相等 ,i 了 ,那么 V(X,…,X, ) 就 有 岗 列 相等 ,其 行列 式 
等 丁 零 . 所 以 ,根据 代数 学 因 式 分 解 定理 ,detV(x,、…,X,) 吕 被 
;一 整除 .由 此 推出 , det V(x ,"…,X, ) 可 被 积 


II 人 一 万 ， ) 


整除 .此 积 的 次 数 为 ee 2 


det V(x =c,TJke -x), (6.3) 


c, 是 一 个 常数 . 依 1.5.11, 对 det ~ .关于 最 后 -到 即 j= 
作 Laplace 展开 ,得 天 按 x, 的 每 的 展开 式 ,x 的 系数 是 
det V(x, xX, 1 ). 
一 方面 ,在 等 式 (6.3) 的 右 端 ,x”' 的 系数 是 
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ce, He, —X } 


站 > 


这 样 ,对 0c 应 用 (6.3) 得 


det V(x so,) ) 三 Cc, TI, 一 无 j= c, Te， 一 所 ) 


i>i Fi fl 
推出 
Cn 一 2 3 
显然 ,c; =1; 因 此 ,用 数学 归纳 法 得 外 对 所 有 有 有 Cc =], 恢 低 轨 成 
立 . . DO 


2.6.3 定 义 ” 没 矩阵 
到 三 Vl, ww, 0" ) 


1 1 1 1 
1 ww& OY 
=|1 ww +t ,, Do EC 和 (6.4) 


] ae wa) ., me 
其 中 
DD=e ”", (6.5) 
下 称 为 Fourier 失 阵 . 
让 出 现在 离散 Fourier 分 析 和 快速 Fourier 变换 中 . 
下 是 Vandermonde 符 阵 的 特殊 情形 , 吕 表示 为 


忆 =|[ 六 sc”， (6.6) 


其 中 


fs 一 wy), r,$ =1,.",n. 
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2.6.4 定理 设 刻 eC 是 Fourier 外 阵 ， 则 

(1) 五 是 对 称 矩 阵 . 

(2) 下 中 只 有 1 ,… ,9” 这 个 不 同 元 素 . 

(3) 天 是 西 外 阵 ， 

证 (1) 显然 . 

人 因为 @0”=1, 全 ,7,… 是 周期 序列 . 

(3) 利用 w=1,@7 = ?以 及 

1+@+0@ :++@m"" =0, (6.7) 

即 可 推 册 FF=FF "=I1. 口 
2.6.5 定义 设 训 ,…,x, EC; 所 …,k 是 下 整数 ,而 红 满 足 
kK 十 … 十 下 ,二 下 .本 阵 


P=[W 四 W]eC™, 


其 中 
Ww =|[x® XD 加 x ec™, i=1,.,5. 
市 且 


m=0l,,k, —1l, 1=l,,8, 
广 称 为 广义 Vandermonde 矩阵 ， 
不 难看 出 , 当 8 = 时 ,k=… 二 二 1, 玉 就 是 形 如 (6.1) 的 


Vandermonde 抵 阵 ， 
2.6.6 定义 设 ,…,q, EC 和 Db,…,b, E 引 , 算 阵 


Cla,b) 三 Ca pa 
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atb a+b, 办 a 十 已， 
l 1 1. 
=|a,+h a,+bh, a +b, | (6.8) 
1 1 1 
a,+b a,+b, a, +p, 


C(a, 刀 ) 称 为 关于 数组 4,,…,a, 和 数组 刀 ，…,b, 的 Cauechy 从 隆 . 
2.6.7 定理 ”Cauchy 和 矩阵 的 行列 式 为 


detC(a,b)= 一. (6.9) 


证 对 于 C(a,5b) 的 行列 式 ,利用 1.5.6 的 公式 ,并 且 对 其 各 项 采 
用 公分 世 , 可 以 写成 
det C{a,5)= Ple.b) ， (6.10) 


LTe +b,) 


j=1 
其 中 pp 是 关于,…,4, 和 ,…,b, 的 次 数 小 于 等 杆 nh* 一 天 的 多 项 
式 . 
设想 当 a, =4a, 时 ,Cla,5) 的 第 i 行 和 第 j 行 相等 ,另外 , 当 
5 =b; 时 ,C(a,b) 的 第 i 列 和 第 j 列 相等 .无 论 哪 种 情形 ,都 有 
det Cla,5)=0; 所 以 ,根据 代数 学 的 因 式 分 解 定理 ,多 项 式 p 订 被 
9; 一 4 和 ,一 ,整除 ,并 因此 可 被 积 


Ti(a,—4) (5, -6b) 


ji 
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整除 .此 积 的 次 数 正好 和 p 的 次 数 相同 ,为 n? 一 n; 于 是 
p{a,b)= “ll -a,) (6, -6), (6.11) 


其 中 ,是 常数 , 依 1.5.11, 对 Cla,5) 关 于 最 后 一 列 即 j= 作 
Laplace 展开 ,相应 于 ]/(a, +b, ) 的 项 是 


1 
det C(a ,…, “* a ib, bp) 


现 令 @, = = 4 ,从 (6.10) 和 (6.11) 得 
det C(@ ,ea dibs b, 4) 


oJ-oXa-b ) Tl -aa 和 他 -5,) 
-za Ta raXars,) TE) 


nf tn 


(6.12) 
一 方面 ,从 Laplace 展开 式 得 
det C(e ,Ga 1 db ,7,b, 1,d) 


bb 1)+…( 其 它 项 ) 
(6.13) 


利用 等 式 (6.12) 和 (6.13) 右 端 相等 并 乘 以 28 ,然后 令 d =0 ;再 对 和 
阵 Ca ,a Bb 应 用 (6.10) 和 (6.11, 推 出 =c,. 显 
然 ,c, =1 于 是 从 数学 归纳 法 推出 对 所 有 有 有 c=1; 这 样 ,从 (6.10) 
和 (6.11) 即 得 (6.9). 口 


Hl 


= det Cla,,:: 
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3 自 伴 和 矩阵 和 稳定 矩阵 
3.1 一 次 型 


3.1.1 引 言 设 乒 是 站 个 实 变量 xi ，……2, 的 二 次 连续 可 微 实 值 国 数 ， 
令 
x=(x. eh) f(x)= Ce) 
考虑 了 在 点 a =(a,…,a,】 使 用 Taylor 通 近 至 二 阶 ; 
1 
Flat y)= fa)+ 0)+ 3 a0) tb dD a 


其 中 p=(%.,),) :Ee 是 其 -函数 : 当 1 0 时 el(1) -> 0;1 是 一 
线性 函数 ,利用 Euclid 内 积 可 以 写成 


1(y)=(y,8), (1.2) 
8 =(g1,…,8。) 是 了 在 点 a 的 梯度 ,依照 Taylor 逼近 的 定理 ， 
= 2 i= ln. (1.3) 
4 是 二 次 函数 或 称 二 次 型 
9g(O)= > hy py,- (1.4) 
1.j=1 
矩阵 吾 =[] 称 为 了 的 Hesse 算 阵 ,依照 Taylor 通 近 的 定理 ， 
及 
一 ， 了 了 = 了 1.5 
| bj n (1.5) 
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利用 扎 阵 记号 和 Euclid 内 积 ,(1.4) 可 以 改写 成 


gq(y)=(», Hy). (1.6) 
由 假定 及 (1.5) 得 知 如 是 实数 , 且 
hi = hi, b=1,n. (1.7) 


这 样 ,五 的 伴随 仁 阵 就 是 它 自己 , 右 ” = 瑟 , 因 此 自然 采用 “和 白 伴 ”- 
词 , 称 召 为 自 伴 的 . 

进 - - 步 说 ,这 里 五 是 实 抵 阵 ,成 立 

Hr=H'=H" 
于 是 
H=H'. (1.8) 

- 般 地 说 ,五 是 实 或 复 答 阵 ,满足 (1.8), 称 其 为 对 称 答 阵 . 

现在 假设 a 是 让 的 临界 点 , 则 g = gradf 人 点 a 处 为 军 ; 此 时 
Taylor 公式 人 表明, 六 在 点 & 附近 的 性 访 是 由 二 次 项 g 来 控制 的 ， 
二 次 函数 在 临界 点 附近 的 性 态 对 于 动力 系统 以 及 在 几何 学 中 是 有 
基本 重要 性 的 性 态 ;这 就 是 数学 中 会 给 予 二 次 函数 (二 次 型 ] 以 年 要 
地 位 ,以 及 使 得 关于 对 称 算 阵 的 分 析 成 为 线性 代数 中 重要 谋 古 的 诛 
因 . 


为 了 研究 二 次 型 g , 常 采用 引进 新 的 变量 z =(z,…,z,): 
Ly=2, (1.9) 


工 是 某 个 非 奇 异 抢 阵 , 使 得 了 按照 z 有 -一 个 简单 的 形式 . 
3.1.2 定理 ”对 于 给 定 的 二 次 型 (1.47: 
(1) 存在 拒 如 (1.9) 的 变量 蔡 换 使 得 ? 对 角 化 , 即 形 如 


g(L7z)= Yad,z? . (1.10) 
i=1 
(2) 存在 许多 引进 新 变量 对 角 化 的 途径 ,并 莫不 癌 途 径 产 和 后 
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的 如 (1.10 中 也 那样 的 对 角 项 系数 一 般 是 不 同 的 ,但 是 它们 
之 中 出 现 的 正 数 、 负 数 和 零 的 个 数 全 都 相 问 ， 
证 (1 的 证 明 全 然 是 初等 的 和 构造 性 的 , 先 讨 论 三 种 情形 : 
第 一 种 情形 , 假设 (1 .4 的 对 角 项 之 一 不 为 零 , 比 如 说 
hz0, 
那么 将 包含 y 的 所 有 项 集合 在 -起 : 


hy + DA yy + Phy ， 
j= i=1 


利用 五 的 对 称 性 及 配 平 方 ,可 将 -E 式 写成 


2 2 
本 + Eb * 
j=2 j=2 


令 
P+ Ay = 2 (1.11) 
.之 
于 是 ,g 可 以 写成 如 下 形式 : 
q(y)= hz + 49,(»), (1.12) 


其 中 g, 仅 依赖 于 y,,……, 

第 -种 情形 ， 假设 (1 - 必 的 对 角 项 全 为 零 但 非 对 角 项 之 一 不 为 
零 ,比如 说 

入, 二 由 关 0， 
那么 将 y+ 和 yi 一 上 ,作为 新 变量 便 可 产生 非 零 对 角 项 ,从 而 归 
结 为 第 一 种 情形 . 

第 三 种 情形 . 假设 (1 的 所 有 对 角 项 和 非 对 角 项 全 为 零 , 那 么 
gq(y)=0, 也 就 没有 什么 可 证 的 了 . 

这 样 , 剩 下 的 证 明 就 很 简单 了 ,只 须 对 变量 个 数 半 应 用 数学 归纳 
法 . 然 击 (J.12) 已 经 表明 ,如 果 作 归纳 法 假设 “nn 一 1 个 变量 的 二 次 型 
写成 (1.10) 的 形式 ”那么 9 本 对 就 能 写成 (1.109 的 形式 ,而 且 , 从 
yyy; 通过 一 个 可 逆 算 阵 与 z,,…,2, 相 联 系 ,以 及 (1.11), 立 即 推 
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出 向 量 y 能 通过 一 个 可 道 矩阵 与 向 量 z 相 联 系 . 
现在 证 明 (2). 考 虑 9g 在 坐标 z,,…,z, 下 的 表示 式 (1.10), 引 进 记 
号 
Lil,io 
分 别 表示 系数 dd ,…,d, 中正 、 负 、 零 的 个 数 ,假设 z ,…,z 经 适当 
标号 使 得 di ,4 中 前 i =i 个 4 ,…,d, 是正 数 ,而 其 余 的 是 非 正 
数 . 
设 5 性 腿 ” 是 子 空 间 ,如 果 成 立 
qu)>0, vuesSsuz0, (1.13) 
则 称 g 在 子 室 间 $S 上 是 正 的 .下 面 证 明 
i, = max|dim S$: 5S CR” 是 子 空间 且 4 在 3 上 为 正 |. 
{1.14) 
定义 子 室 间 本 己 限 ”， 
S, 三 {z 一 (了 "2 二 二 3 =0), 
显然 ,dimS, = ,而 且 g 在 子 空间 人 S$, 上 是 正 的 .因此 i 小 于 等 于 
(1.]) 的 右边 . 另 一 方面 ,假设 有 子 空间 $C 民 ”使 9 在 S$ 上 是 正 的 
是 dimS >i ; 作 映射 已， 
Pz 三 ( 2200 Yz = (2 EES, 
PP 的 目标 空间 的 维 数 是 i 站, 它 小 于 域 室 间 的 维 数 . 依 1.3.4, 在 PP 的 零 
容 间 中 存在 非 零 向量 y. 依 局 的 定义 ,y 向 量 在 坐标 > ,…,z, 下 的 
前 个 分 量 为 零 .于 是 从 (1.10) 推 浊 g(y)<0; 这 与 9 在 5S 上 为 正 的 
慨 设 永 盾 ,所 以 {1.1 分成 立 . 
类 似 地 ,可 以 定义 所 谓 “g 在 子 空间 S$ 上 是 负 的 ”而且 相仿 可 以 
证 明 
i = max|qim S : $ccR" 是 子 空间 且 g 在 S 上 为 负 ] . 
(1.15) 
至 此 ,证 明了 和 并 可 以 通过 -次 型 9 本 身 来 定义 ,本 质 上 与 把 
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4 转变 成 (1.10) 形 式 的 变量 的 移 取 无 关 . 这 样 ,三 天 一 六 一 志 自然 也 
与 变量 的 选取 无 关 . 口 
该 定理 的 (2) 称 为 Sylvester 惯性 健 . 
利用 g 的 表达 形式 (1.6), 可 以 用 和 矩阵 术语 重新 解释 上 述 定 理 .用 
MM = 六 ! 左 乘 (1.9), 得 
y= Mz, (1.16) 
将 (1.16) 代 入 (1.6), 得 
gy)= (7, 55)= (Mz, HMz)= (2,M° HMz), (0.7) 


最 然 ,9 对 于 z 形 如 (1.10) 当 且 仅 当 用 "HM 为 对 角 和 矩阵 .因此 上 上 述 
定理 的 (]) 可 以 转述 成 下 面 的 定理 . 
3.13 定理 设 妨 是 实 自 伴 和 阵 , 则 存在 可 逆 甜 阵 M 使 得 
MHM=D (1.18) 
其 中 万 呈 对 角 算 阵 . 0O 
在 许多 应 用 中 ,对 十 形 如 (1.16) 的 变换 变量 来 说 ,极其 重要 的 是 
在 旧 的 和 新 的 变量 下 能 保持 Euclid 长 度 不 变 : 趾 = lz . 依 1.7.25 和 
1.7.26, 这 意味 着 M 是 正 交 矩阵 , 即 满足 
MM=1. (1.19) 


不 仅 属 十 线性 代数 而 且 还 属于 数学 总 体 的 基本 定理 之 -是 : 短 
个 实 值 二 次 型 g 可 以 通过 变量 的 等 中 变换 使 其 对 角 化 . 换 用 第 阵 庄 
冰 来 说 是 :等 个 实 对 称 和 矩阵 互 ,存在 实 可 道 矩阵 财 ,使 得 {1.18) 和 
(1.19 同 时 成 江 . 

后 塞 将 给 出 这 一 重要 结果 的 师 种 证 明 . 第 一 种 证 明基 于 在 1.6 
提供 的 一 般 和 证 阵 的 谱 论 ,将 其 应 用 于 复 Euclid 空间 的 自 伴 映射 ,第 
-种 证 明 凤 3.5.2， 
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3.2， 自 伴 撼 阵 的 基本 性 质 和 谐 定理 


3.2.1 定 义 设 蕊 是 复 Euclid 空间 ,五 E Si(X, 克 ), 即 召 是 大 到 所 
的 线性 映射 , 吾 " 是 吾 的 伴随 映射 .如 果 满 足 


H*=H, (2.1) 
则 称 玉 为 自 伴 映射 
平行 地 ,对 于 和 抢 阵 来 说 ,满足 形 如 (2.1) 关 系 式 的 互 e 亿 ” 称 为 
自 伴 矩阵 (selfadjoint matrig, 常 称 为 Hermite 矩阵 . 


以 下 集中 论述 自 伴 和 托 阵 ,它们 多 可 换 用 映射 语言 ， 
现 设 及 & CQ 是 白 伴 算 阵 , 则 依 .7,19 牙科 .1 成 下 


(Hx, y) = QH'y)= (x, Hy Vx,y eC". (2.2) 


关于 自 伴 矩阵 ,有 以 下 明显 的 性 质 ( 留 作 练习 ) 
(1) 对 于 任意 的 矩阵 4 EC ,4+ A",AA 和 A 4 者 十 自 伴 


(2) 车 如 eC” 是 自 伴 矩 阵 , 则 态 '(K=1,2,…') 是 自 伴 算 
阵 - 
(3) 阁 左 eC” 是 非 奇 异 自 伴 矩 阵 , 则 妇 也 是 自 伴 算 阵 . 
(4) 凌 恕 ,G eC 是 白 伴 矩阵 ,ex, Pe 民 , 则 gH + BG 是 魏 仔 
(5) 若 丹 =[h] eC 是 自 件 算 阵 , 则 
hh eR, i=1,,n. 
(人 若 五 是 自 伴 年 阵 , 由 五 是 正规 矩阵 ， 
3.2.2 定义 和 抢 阵 吾 Ef 人 2 称 为 对 称 矩 阵 , 如 果 满 足 
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五 = 五 ， {2.3) 
其 中 玉 ' 是 瑟 的 转 慎 矩阵 . 
显然 , 实 对 称 和 矩阵 一 定 是 自 伴 矩阵 , 复 对 称 矩 阵 则 不 然 , 
3.2.3 自 伴 阜 阵 / 自 伴 映射 谱 定 还 设 妃 =f”” 是 自 伴 矩阵 , 则 吾 的 
特征 值 是 实数 ;而 且 存 在 构成 上 "的 正 交 基 的 特征 向 量 组 ,或 者 说 瑟 
是 酉 可 对 角 化 的 , 即 存在 东 和 矩阵 U eC”", 使 得 
H=UDU', 


其 中 必 是 以 五 的 产 个 ( 按 重 数 计 ;特征 值 为 对 角 元 素 的 对 角 紫 阵 . 

换 一 种 说 法 : 设 五 是 复 Euclid 空间 于 到 站 的 自 伴 映射 则 殖 
的 特征 秆 是 实 数 , 而 且 存 在 构成 开 的 正 交 基 的 特征 向 量 组 . 

证 ” 依 谱 论 主要 结果 1.6.13, 五 的 特征 向 量 和 广义 特征 向 量 生 
成 空间 C" .为 了 从 1.6.43 推出 木 定理 , 喜 要 证 明 自 伴 和 矩阵 豆 必 有 如 
下 性 质 : 

(1) 五 只 有 实 特 征 值 . 

(2) 瑟 没 有 广义 特征 向 量 ,只 有 真 特征 疝 量 . 

G) 五 的 相应 不 同 特征 值 的 特征 向 其 是 正 变 的 . 

下 面 证 明 这 些 性 质 . 

(1) 如 果 复 数 放 = a+ 廊 是 贞 的 特征 值 ,那么 语 是 亦 为 白 伴 算 
阵 的 豆 ~- af 的 特征 值 .所 以 ,只 须 证 明 自 伴 答 阵 召 没有 纯 虚 数 的 特 
征 值 i .假定 褒 是 玉 的 特征 值 ,相应 的 特征 向 量 为 z: 

Hz = ibz, 


则 一 方面 依 (2.2), 有 
{Hz,z) = (z, Hz) = (Hz,z) y {2.4) 
得 知 (59z,z) 是 实数 ; 另 一 方面 ,(z,z) 也 是 实数 ,而 且 
(Hez,z)= (ibz,z)= ib(z,2z), 
因此 只 能 5 =0 .这 就 是 说 ,如 不 可 能 有 纯 虚 数 的 特征 值 . 


(2) 假定 五 的 特征 值 4 有 广义 特征 癌 基 三 ,那么 召 一 好 以 人 
为 特征 值 且 有 广义 特征 向 量 z ,因此 不 妨 假 定 豆 以 0 为 特征 值 旦 有 
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广义 特征 问 量 = ,并 满足 
H”z=0. 
下 面 证 明 必 有 豆 z = 0, 即 z 是 真 特 征 向 量 . 
先 考虑 mm = 2 的 情形 : 吾 2z =0. 此 时 ,由 于 
lial = (Hz, Hz)= 人 :zz)=0， 
推 山 Hz =0. 
现 对 加 作 归 纳 . 记 w= 右 ”"”“z, 于 是 从 
Hw= HH”z~ Hz=0, 
共 根 据 关 = 之 情形 的 结论 ,有 五 w =0, 即 五 ”zz=0. 这 殖 涵 着: 若 
成 立 
H"'z=0— Hz=0, 
则 成 立 
HBH"z=0= /f=0. 
这 样 就 完成 了 归纳 法 的 步骤 . 
(3) 假定 如 和 天 和 赴 五 的 特征 值 ,4 关上 ,相应 的 特征 向 量 分 别 
是 蔗 和 了 : 
Hx=Ax, Hy= Wy, 


于 是 
(Hx,y)= Ax,y) (x, Hy)= Ac 
内 而 根据 (2.2) 得 
Alx, y)= nlx, y), 

由 此 及 中 关 下 推出 (站 =0, 即 二 和 了 正 交 . 口 

下 一 -定理 是 如 上 定 埋 的 推论 , 它 使 用 3.1.3 中 的 矩阵 形式 声 达 实 
二 次 型 ,说 明 可 以 借助 实 等 路 变换 实现 对 角 化 . 
3.2.4 定理 说 瑟 E 限 “是 室 自 伴 和 矩阵 ( 即 实 对 称 御 阵 ) 则 存在 实 正 
交 和 矩阵 j , 即 满足 MLM = 了 ,使 得 

M'™HM =D, 
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其 中 已 是 以 理 的 天 个 ( 按 重 数 计 ) 和 将 征 信 为 对 角 元 素 的 对 角 竹 隆 . 
证 设 x 是 各 的 特征 癌 量 ,满足 
Hx = Ax, 

依 3.2.3 中 的 (1), 特 征 值 4 是 实数 .于 是 ,从 五 是 实 握 阵 推 出 二 的 实 
部 和 虚 部 也 是 玉 的 特征 向 量 .由 此 可 知 ,在 后 的 属于 特征 值 4 的 
所 有 真 特 征 向 量 和 广义 特征 岗 量 生成 的 特征 空间 of 中 ,可 以 选 
取 巾 实 特 征 向 量 组 成 的 正 变革 .因为 依 3.2.3 中 的 人 ), 属 于 不 同 特 
征 值 的 特征 向 量 是 正 交 的 ,所 以 Euclid 空间 CQ" 存在 由 实 特征 问 
量 组 成 的 正 变 基 YX 中 px, 它们 分 别 相应 于 瑟 的 全 为 实 煞 的 
特征 和 值 克 …… 妈 ”中 任 个 向 量 羡 可 表示 为 这 些 特征 向 量 的 线 
性 组 合 : 


y= > zx ， (2.5) 
i=} 


当 y 是 实 向 量 时 ,z = (二 ，…,z】 也 是 实 的 .显然 


bh =>* = (2.6) 
吨 新 向 量 z 和 原 向 量 y 山 者 的 发 度 相等 :而 且 
Hy = zx (2.7) 
enon ne se 
)=(y,55)= Da 
这 表明 所 引入 的 新 向 量 z 使 二 次 型 9 对 角 化 至 此 ,联合 3.1.3, 便 得 
所 要 证 明 的 结论 . 口 


3.2.5 定理 设 刁 =[h]eC”" .下列 各 条 件 等 价 : 
(1) 吾 是 自 伴 入 阵 ， 
(2 x Hx eR,vx eC”. 
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(3) 下 是 正规 算 阵 而 且 记 有 特征 值 是 实数 . 

(4) 对 于 任意 的 S eC ,SS 是 自 件 矩阵 . 

证 (0 会 人 项 如 = 五 , 则 对 于 任何 xeC”， 

CHr)= (Hx) =x Hx=x Hx, 

表明 x Hx ER. 

反之 , 苦 条 件 (人 成立 , 则 对 于 任何 区 了 e 人 PC ”， 

(x+y)y H(x+y)= (+ 了 + 人 "证 十 FEjeIR， 
由 此 ,及 依 假设 知 x' Hx + y' Eve 有 ,推出 


x Hryt+y Hx ER. 
特别 地 ,有 
hu +h =erHe, +e,He, eR 
利 
~—ihy +ih, =(ie) He, +e’Hlie,) eR. 
丁 起 


Imps = lmh,,, Rehs =Reh,, 
从 而 有 y = 瑚 。 . 因 克 天 是 任 营 的 , 故 4 = 4. 
(会 (G): 车 右 ' = 五 , 则 
H'H=H* = HH", 
即 她 大 正规 氟 阵 ;3.2.3 已 证 明石 的 特征 值 是 实数 ， 
反之 , 若 互 是 正规 些 阵 , 则 依 2.4.4, H 机 等 价 于 对 角 竺 阵 : 
H=UAU', A=diag(,,h,), 
其 中 区 EC? 是 西 矩阵 ,有 ,4 E 4 本 ) .如果 下 ,不 < 限 , 那 
么 
H'=(UAU') -=UAU =UAU" =H. 
(会 (4 车 瑟 " = 五 , 则 对 于 任意 的 SeC”™”， 
(5°HS) = S$°H'S = 8°HS, 
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砚 5S*HS 是 自 伴 矩阵 . 

反之 ,条 件 (4) 显 然 草 洱 五 是 自 件 抄 阵 ,只 须 取 $ = 了 口 
3.2.6 定 理 设 4EC” ,下 列 各 条 件 等 价 : 

(1) 轴 相 似 于 一 个 矩阵 B eR . 

(2) 4 相似 于 A4". 

(3) 4 通过 自 伴 相似 变换 相似 于 4". 

人] 4= HK ,其 中 右 , 太 eC” 是 自 伴 矩阵 而 且 至 少 有 一 个 
起 非 奇 异 的 . 

(5) 4= HK ,其 中 石 ,KK eC” 是 自 伴 和 矩阵 , 

证 “(1 他 2); 车 条 件 (1 成 立 , 则 依 1.5.17， 并 恢 1.6.20, 存 在 非 
奇异 矩阵 8$, 了 了 eC” ,使 得 

S"AS=B=T" PT=T"BT=7"S 4 (S") 了， 

从 而 


全 =(ST-S 4(ST2S 小 

即 4 和 才 相 似 . 

反之 , 阁 条 件 (2) 成 立 , 则 4 和 4 有 相同 的 Jordan 标 准 形 .了 . 另 一 
方面 ,入 1.6.20, 4 和 4" 是 相似 的 .这 意味 着 了 相似 于 .7 .因此 ,对 于 
J 中 的 每 个 Jordan 块 .1 (四 ,在 了 中 存在 相应 的 同样 大 小 的 Jordan 
块 J(4) 这样, 若 4 为 实数 ,是 木 成 问题 的 ;但 若 4 为 复数 , 则 4 的 分 
缠 相 应 于 特征 值 久 入 的 Jordan 块 必 匹 配 成 对 出 现 ,由 此 推出 .了 必 
相似 于 一 个 实 和 矩阵 ， 

(人 2) 一 人 设 3-49 = 4A", 则 

TIAT=A, vvT=aS a=re eC,rz0., 
于 是 
47 = TA4*， 或 等 价 地 47” =T"4'， 
两 式 相 加 ,得 
AT+7T°)=(r +7')4". 
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从 而 ,如 果 开 +7 "是非 奇异 的 4 通过 自 件 答 阵 四 + 刀 " 相 似 于 4 
注意 到 
了 和 了 + 了 非 奇 异 
全 T+7)=7+7T" 非 奇异 
-1l¢ tr7'), 
以 及 
FA 7 一 em2i8 9 ， 
故 只 须 选 取 妃 e [0,2r) ,使 得 
ez gA(S™s"). 


(9) 一 (用 : 设 
RAR= A", 
其 中 是 eC 非 奇 异 而 且 是 自 伴 的 , 则 
4= R(4°R-'). 
因为 


(CR = RA=AR’ 
所 以 过 是 非 奇 异 自 伴 矩阵 六 和 自 伴 和 矩阵 A"R” 之 积 ， 
(由 之 人): 设 条 件 (4 成 立 , 且 互 非 奇 异 , 则 
HAH = KH={HK) = 4’, 
故 (2) 成 立 .当下 非 奇 异 时 ,论证 是 类 似 的 . 
(中 二 (5): 星 然 . 
(之 (U: 设 条 件 (5) 成 立 ,如 果 吾 和 素 都 是 育 异 的 ,考虑 
UAU=(UHUNU'KU), 
其 中 eC" 是 本 矩阵 ,将 右 对 角 化 成 形 如 
, EE | _ 
UHU = =H, 
0 0 
DD eC 是 非 奇 异 对 角 算 阵 ,kk < .将 UKU 如 同 吾 进行 分 块 ,于 
是 
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45= 启 (KU)- 区 | "| -| 人 | 
o ol** |o o 
其 中 DR& eC** 是 两 个 自 伴 和 矩阵 之 积 ,一 个 是 非 奇 异 的 , 依 (4) 和 (1) 
等 价 ,DK 相似 于 一 个 实 和 矩阵 BeC™. 用 J eC 表示 8 的 
Jordan 标准 形 ,从 而 4 相似 于 一 个 矩阵 C eC””,C 形 如 


J 
C= 
od 

这 是 上 三 角 和 矩阵 ,其 特征 值 是 J 的 特征 什 , 连 同一 个 避 特 征 值 . 
由 此 可 见 ,C 的 Jordan 标 准 形 和 J 两 者 之 间 , 相 伴 任何 非 零 特征 值 
的 Jordan 块 的 结构 必 相 同 .特别 ,CC 的 与 复 特征 值 相 件 的 Jordan 
块 必 匹配 共 思 成 对 出 现 .由 此 推出 C 的 Jordan 标准 形 相似 于 一 个 
实 冰 阵 . 口 

自 伴 矩阵 她 是 以 满足 性 质 玉 = 五 " 而 定义 的 ,扩展 如 此 概念 的 
途径 之 一 是 考察 满足 4 相似 于 A4* 的 矩阵 4 和 ”上述 定理 按 几 
种 方式 勾画 了 此 类 和 矩阵 . 
3.2.7 定 理 设 4=[aj】eC” 是 严格 对 角 优势 的 自 伴 矩 阵 , 而 用 所 
有 对 角 元 案 是 正 的 . 则 4 的 所 有 特征 值 是 正 的 . 

证 从 3.2.3 和 2.2.3 直接 推出 . 口 


3.3 正 交 投影 和 单位 分 解 


3.3.1 引 寡 ”现在 进 -- 步 考察 谱 定 理 3.2.3, 它 可 以 另 用 这 样 -种 说 法 : 


对 于 闫 维 Buclid 空间 了 到 着 的 自信 映射 于 而 言 , 整 个 空间 六 可 以 
分 解 为 黄 两 正 交 的 特征 党 间 的 直 和 |: 
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X= B.D ™, (3.1) 
其 中 特征 空间 ef 入 由 吾 具 有 的 实 特征 值 避 的 特征 向 量 全 体 生成 ， 
而 且 
AzA(zj), msn. 
换言之 , 卫 中 每 一 向 量 x 可 唯 … 地 分 解 成 


X=X + XV ENO, j=,m,. {3.2) 


由 此 ,有 
Hx = AX + + A (3.3) 
最 然 ,出 现在 (3.2) 中 的 每 个 x 依赖 于 x , 记 其 关系 为 
x = P(x)=Px, i=1,.,m. (3.4) 
因为 of 中 是 于 的 线性 子 宁 间 ,推出 x 中 线性 屯 依 赖 于 x, 所 以 是 
线性 映射 . 
从 (3.2)(3,3) 和 (3,4), 得 
了 = ps (3.5) 
=1 
和 
五 = YP (3.6) 
i=] 
3.3.2 定理 算 子 P(i = 1,…,m) 有 如 下 性 质 : 
(1) PP, =0,viz). 
(2) 等 之 性 : 
{3) 自 伴 性 : 五 


证 (1) 和 (9) 是 PP 定义 (3 的 直接 推论 
(3) 对 x,y eX, 利 用 形 如 (3.2) 的 分 解 式 ,得 到 
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(Px,y)= (ce ， 人 y)= 区 2 - Gy ) 
类 似 地 有 
GPy)=(",") 
因此 
(Px,y)=(x,Py) vxye¥, 
依 3.2,1, 忆 是 自 伴 的 . 口 
至 此 ,从 1.7.16 和 1.7.17 得 知 ， 
P, i=1l,.,m 
是 正 交 投影 映射 . 
形 如 (3.5) 的 分 解 称 为 对 应 于 自 伴 映射 太 的 单位 分 解 . 吾 的 形 
如 (3. 合 的 分 解 称 为 瑟 的 谱 分 解 . 
现在 ,可 将 3.2,3 中 自 伴 瞎 射 的 说 法 改 述 成 以 下 定理 . 
3.3.3 定理 设 末 是 复 Euclid 空间 无 到 三 的 自 伴 映射 ， 则 存在 对 
应 于 五 的 单位 分 解 和 瑟 的 谱 分 解 . 口 
谱 定理 的 如 此 叙述 方式 对 于 定义 自 伴 算 子 的 函数 非常 有 用 .其 
最 大 价值 是 可 以 作为 代表 有 限 维 模式 的 一 种 样板 . 
平方 (3.6), 并 利用 3.3.2, 得 


H’ = >》 大 已 
i=l1 
应 用 归纳 法 容易 证 明 : 
H* =》 HNP, k=12, (3.7) 
i=l 


由 此 推出 ,对 于 任何 多 项 式 p， 
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Pp(H)= 2 p(4 PP. (3.8) 
对 于 任何 函数 了 ,仿照 G3.8) 定 义 了 (H): 
f(H)= 2 7(4), (3.9) 


据 此 来 定 头 下 的 函数 演算 . 
例如 


HH 
全 


e“P . 


咱 
A 


由 
出 


下 面 的 结论 是 3.3.3 的 外 延 . 
3.3.4 定理 设 太 和 KK 是 一 对 可 交换 的 自 伴 矩阵 : 
H'*=H, K’=K, HK= KH, 
则 它们 有 一 -个 共同 的 单位 分 解 


而 量 成 并 
H=Y4P, K=YnP, 
i=1 -1 


其 中 帮 …, 4 和 而 局, 分 别 是 石和 天 的 特征 值 . 

证 按照 从 1.6.13 推出 3.2.3 的 同样 方式 ,从 3.3.3 可 以 推出 
本 定理 .因为 二 入 可 交换 ,所 以 对 于 ?=1,…,m, 召 一 宙 1 和 天 
也 可 交换 ;由 此 推出 , 玉 将 互 一族 1 的 零 空间 efi 映射 到 ef . 另 … 
方面 ,天 在 of 上 的 限制 是 自 性 的 .这 样 ,KK 可 以 在 of 上 进行 谱 
分 解 ;合并 = 1 … 严 的 所 有 谱 分 解 , 便 得 到 豆 和 丽 的 联合 谱 分 
解 . 口 
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这 一 结果 可 以 推广 到 任何 两 两 可 交换 的 实 对 称 算 子 的 有 限 集 


A 
口 . 


3.4 斜 自 伴 矩 阵 及 其 它 斜 矩阵 


3.4.1 定义 ”4 E 克 ”” 称 为 斜 自 伴 矩 阵 (skew-selfadioint matrix) 或 斜 
Hermite 矩阵 ,也 称 为 反 自 伴 扎 阵 (anti-selfadjoint matrix) 或 反 
Hermite 徐 阵 ,如 虹 


A* =—A. (4.1) 


平行 地 ,满足 (4.1) 的 从 Euclid 宁 间 无 到 大 的 线 件 映射 4 称 为 
鲜 ( 或 反 ) 自 伴 算 子 或 斜 (或 反 )Hermite 算 子 . 

斜 自 伴 和 矩阵 有 以 下 明显 的 性 质 (证 明 留 作 练习 ): 

(1) 对 于 任意 的 4EC” 4- 起 是 斜 自 伴 和 矩阵 . 

人] 若 4 如 ef" 是 斜 朋 伴 矩 阵 ,wa 有 ER 7, 则 ad+ /了 是 插 
自 伴 矩 阵 . 

(3) 若 4eCo" 是 白 伴 拖 阵 , 则 这 是 斜 自 伴 矩 阵 . 

(4) 其 4efC ”是 斜 自 伴 给 阵 , 则 id 是 自 伴 和 矩阵 . 

(5) 若 4=[4a,]eC” 是 斜 自 伴 矩阵 , 则 a,(=1,…,n) 是 纯 虚 


+ 


数 ， 
(6) 插 自 伴 和 矩阵 是 正规 矩阵 ， 
3.4.2 定理 设 4e 人 CC 是 斜 自 伴 矩 阵 , 则 
(1) 芭 的 特 证 值 是 纯 虚 数 . 
(2) C" 中 可 以 选取 由 4 的 特征 向 量 组 成 的 正 交 基 . 
证 对 于 任何 好 eC” ,成 立 


(MY) =-iM". (4.2) 


由 此 ,车 4 斜 自 伴 , 则 友 是 自 伴 的 ,对 充 适用 3.2.3. 口 
3.4.3 定义 4EfC” 称 为 斜 (或 反 ) 对 称 和 矩阵 ,如 果 


4 一 一 全 (4.3) 
斜 对 称 和 矩阵 有 以 下 晤 显 的 性 质 ( 证 明 留 作 练习 ): 
(1) 车 4=[o]<e “是 斜 对 称 矩 阵 , 则 


| 0， i= 
a, = j= bn (4.4) 
: -an, i 
(2) 对 于 任意 的 4eC” ,4- 全 是 斜 对 称 矩阵 ; 4 可 以 表示 
成 一 个 对 称 和 矩阵 4 和 一 个 斜 对 称 和 矩阵 4, 之 和 : 
A=4+4: 4=44, 4=44， 03 
' 2 2 
4 称 为 4 的 对 称 部 分 ,4, 称 为 4 的 作对 称 部 分 . 
3.4.4 定理 设 4,B8eRR” ,A 是 正定 短 阵 ,B 是 斜 对 称 和 矩阵 , 则 
4+ 召 满足 


x (A+B)x>0, vxeR’,xz0. (4.6) 
证 因为 B” = 一 B, 所 以 对 于 任何 XeR" ,有 


Xx'Bx= (za =x'B'x=—x' Bx, 


推出 x Bx = 人 0. 于 是 ,从 4 是 正定 矩阵 ,对 于 x 云 0, 有 


x (A+B)xX=x Ax+x Bx=x Ax>0. 口 

3.4.5 推 论 设 4e 展 ”满足 
x Ax>0, vxeR’,xz0, (4.7) 
由 4 的 对 称 部 分 是 正定 的 . 口 
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注意 , Ae 只 ”满足 条 和 件 (4.7), 但 因 4 不 一 定 对 称 , 故 不 一 定 正 
定 { 昂 正定 矩阵 的 定义 3,.6.1). 


3.4.6 定理 设 S ER ”是 斜 对 称 矩 阵 , 则 了 + S 是 非 奇异 的 ,而 且 
Cayley 变换 
T=(T -SKI+S) (4.8) 
是 正 交 短 阵 , 
证 从 3.4.4 的 证 明 得 知 ,对 于 任何 yeR”" 有 y'Sy =0. 因 此 ， 
如 果 xxe 耻 "满足 
(I+S)x=0, (4.9) 
那么 
XX=XX+X SX=x (T+S)x=0, 
推出 x =0. 这 就 是 说 , 齐 次 方程 组 (4.9) 只 有 零 解 , 于 是 了 + 仿 是 非 奇 
异 的 .类 似 地 ,了 一 人 S 也 是 非 闸 异 的 ， 
其 次 ,由 5S" = 一 S$, 有 
7m=(-SI CO+ST) =(7+S}Y7-8), 
推出 TIT= 了 ,从 而 T 是 正 交 算 涟 ， 口 
3.4.7 定理 设 4ERR ”是 正 交 所 阵 ,而 且 7 了 + 是 非 奇 异 的 .由 4 
可 表示 成 


A={I -SXI+SY,, (4.10) 
其 中 5S e 民 ”是 射 对 称 和 矩阵 . 
证 令 
S=(7 -AXI+A), (4.11) 
则 


ST -0-AN+4) (4AM) 


=(4-74 "A(4+1) =-(1- AMI+A) =-5, 
故 访 是 斜 对 称 矩 阵 . 
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另 一 方面 ,容易 验证 (4.11) 等 价 于 (4.10). 日 

3.4.8 定义 ”A EC 称 为 斜 ( 或 反 ) 正 交 矩 阵 ,如 果 
A'=—A'. (4.12) 

3.49 定理 4 eC” 为 斜 正 交 和 矩阵 的 充分 必要 条 人 忻 是 土 i4 为 正 交 
矩阵 .更 -一般 地 ,对 于 哩 < 月 ,4 =eA' 的 充分 必要 条 件 是 
+e 4 为 正 交 矩阵 . 

证 若 4 =e*A , 则 

[te224 (te ?4] 一 eoATA 一 egiaer-i 4 人 4 一 二 
反之 ,车 
(+e224 (te224) =- 


则 
A”! =(+e ?4) (tee24) 4 = eig 4T 
特别 , 当 如 = 工时 ,得 
A'=e"Ad' =-A4' < te" 4=+id 为 正 交 和 抵 阵 ， 
亦 即 4 为 斜 正 交 矩阵 情形 的 充分 必要 条 件 . 局 


3.5 ”特征 值 的 变 分 特性 


3.5.1 引言 ” 自 伴 和 矩阵 的 谱 分解 定 理 3.2.3 的 第 一 种 证 明 ( 即 指 在 
3.2.3 中 给 出 的 证 明 ) 基 于 一 般 矩 阵 的 谱 分 解 定理 ,必须 应 用 关于 复 
根 存在 性 的 代数 学 基本 定理 ,然后 证 明 所 有 根 是 实 的 .难免 会 问 :证 
明 自 伴 矩 阵 的 谱 分 解 能 否 不 借助 代数 学 基本 定理 昵 ?回答 是 租 定 的 . 
下 面 给 出 的 证 明 在 各 个 方面 都 优 于 第 一 种 证 明 . 不 仅 避 免 了 代数 学 
基本 定理 ,而 且 在 实 对 称 和 矩阵 情形 还 避免 了 使 用 复数 . 它 给 出 的 特征 
值 的 变 分 特性 对 特征 值 布局 的 估计 非常 有 用 .最 重要 的 是 该 证 明 可 
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以 沿用 于 无 限 维 空间 . 
3.5.2 定理 3.2.3 的 第 二 种 证 明 ” 先 作 点 分 析 , 以 使 比较 自然 地 引出 
正式 的 证 明 . 假 定 已 知 C* 有 由 吾 eC”™ 的 特征 向 量 组 成 的 正 交 革 ， 
并 且 厂 的 特征 值 全体 是 如 下 从 小 到 大 排列 的 实数 : 

sl Eh 


使 用 形 如 (2.5 和 QQ. 力 的 表达 式 ,可 以 建立 关系 式 


= YreC", 1 (5.1) 
人 可 3 
于 是 ,显然 有 ~ 
1 = min Ce 二 = max Es ) (5.2) 


0 xx)” "0 (x,x) 
而 且 当 x 分 别 取 右 的 相应 于 妙 和 九 , 的 特征 向 量 时 达到 最 小 值 和 
最 大 值 . 
现在 给 出 正式 的 证 明 . 考 下 定义 在 C" 上 的 函数 R= RR,: 

{x, Hx) 
(x,x) 
卫 称 为 日 的 Rayleigh 商 ,注意 ,5.0 用 到 要 证 明 的 结论 ,在 这 里 不 能 
利用 它 . 下 面 直 接 推 证 min R(x) 问 题 有 解 ,而 且 这 个 解 是 互 的 特征 
问 量 ;在 此 基础 卡 ,用 归纳 法 推出 太 有 正 交 特 征 向 量 完全 集 ( 即 由 五 

的 特征 向 量 组 成 的 C” 的 正 交 基 )， 
因为 再 自 伴 ,根据 (2.4), RR 是 实 值 水 数 :而 且 ,R 是 x 的 零 次 齐 次 
消 数 , 即 对 和 任 一 数 c， 


R(x)= ， Vx eC”,xz0. (5.3) 


Rlex)= cR(x), 
因此 为 了 寻求 其 最 大 值 和 最 小 值 ,只 须 限制 在 单位 球面 | 加 =1 上 
搜索 .单位 球面 是 Euclid 空间 C" 中 的 紧 集 ,而 且 灵 在 它 之 上 是 实 值 
连续 函数 .所 以 根据 分 析 基 本 原理 , 灵 在 单位 球面 某 点 一 一 记 作 
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xX" 一 一 取 最 小 值 . 
设 y 是 任 一 向 量 ,是 实 变量 , 则 R(x + 轨 ) 是 两 个 1 的 二 次 函 
数 之 商 . 利 用 五 的 自 伴 性 和 内 积 的 斜 对 称 性 , 则 
Dm Fx )+2tRely, Hx )+e*(y, Dy) 
RE - 
ke + 人 Xx, x + 2tRely, x +e (y, y) 


因为 Rx + 示 ) 在 t =0 达 到 最 小 值 ,依照 微分 学 ,满足 
R(x 4 =2 Re{y,Hx® ) — 才 .2 Re{y,x® ) =0, 


其 中 
1 = min R(x) = R(x®)= (x°, Ho). 
注意 |zo"| = 1 ,于 是 ,有 
2Re( Er -x)= 0. 
用 iy 替代 又 可 得 
2Imly, Hx® 一 Lx )= 
推出 
2(y, Hx 一 人 ,x )= 0, vyeC". 
这 就 是 说 ,向 量 Hx 一 入 x 中 与 CC” 中 所 有 向 量 (包括 它 它 自己 ) 正 交 ， 
的 站 于 上 生生 站， 亦 即 
xD xn =0, 
内 此 , 刀 是 豆 和 是 相应 的 特征 向 量 . 
继而 考虑 x 中 的 廿 交 补 下 ,， 
| =[xec”: ,x0)=0} 
显然 ,dim ,= dim 六 -1. 虫 于 
(Hx,x®)= (x, Hx ) 
=(x, x 小 = 1 ,(x, x )=0, Vx e XY,， 
表明 瑟 限 制 在 了 ,上 时 是 洲 | 到 二 的 映射 ,自然 仍 是 自 伴 的 .于 是 ， 
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如 同 在 整个 空间 天 中 那样 ,在 下 | 上 也 可 以 提 min R(X) 问题 ,这 个 
问题 仍然 有 解 ,也 就 是 说 ,存在 某 点 xf < 了 使 得 玉 在 万 中 取 最 
小 值 太 = Re ); 而 且 , 克 (2 < 元) 是 吾 的 特征 值 ,ze2)? 是 相应 的 
特征 向 量 . 至 此 ,已 完成 按照 基础 空间 的 维 数 作 归纳 的 步 又 ,因而 完 
成 了 万 有 正 交 特征 向 量 完全 集 的 证 明 . 口 
上 述 论证 中 ,逐次 计算 按 递增 顺序 排列 的 特征 值 ,归结 为 一 个 极 
小 值 问题 的 序列 .下 一 定理 给 出 任 一 指定 特征 值 的 特性 ,而 无 须 涉及 
属于 排列 在 其 之 前 的 特征 值 的 特征 向 量 . 
3.5.3 Courant-Fischer 定理 ( 极 小 极 大 原理 ) 设 瑟 eC” 是 自 伴 矩 
阵 ,特征 值 为 4 <… < 4 , 则 


4 = min max 人 2 ， 
dim $=i xeF, x 人 0 (x,x) 
其 中 瀛 是 已 ”线性 子 空间 ,最 小 值 是 对 这 取代 "的 7 维 线性 子 空间 而 
言 的 . 
证 设 x,…,x 人 是 十 的 分 别 属于 特征 值 夭 …, 和 1, 的 正 交 
特征 向 量 . 
根据 1.3.4 的 (1), 线 性 方程 组 
Gx )=0, j=L..,i-l, (5.5) 


在 C" 的 繁 个 i 维 线性 子 空间 中 有 非 零 解 .因而 ,对 于 任 一 指定 的 i 维 
线性 子 空间 3 ,其 中 必 存 在 向 量 


(5.4) 


z =Y zx #0, 
， 1 
满足 ($.5), 于 是 有 
2 2 
max CE > KH) 4 >. 
ES ,XD (x,x) 元 元 ) |z 十 … 十 |z| 
由 号 的 任意 性 推出 
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i < min max (Hx) Hx) 
dim S=i xeS, ct#O Cox) x) 


(5.6) 


另 一 方面 , 著 取 仿 为 Xx,…,x 中 生成 的 空间 , 则 其 中 每 个 向 量 


形 如 
区 一 和 zx ， 
j= 
于 是 有 
min max (x, Hx) < max CH) 


dim 本 一 | xES .Xz0 (x,x) XE ,KO {x,x) 


WE 


二 max C—O 


ted 0 a + 
联合 (5.6) 和 (5.7) 即 得 (5.4). 
3.5.4 Weyl 定理 设 态 ,KK eC” 是 自 伴 矩 阵 ,特征 值 
4H) A{KY LH+K) i=L,n 
分 别 按 递 增 顾 序 排列 . 则 


AH)+A(K)SAH+K)SAH)+ A (K) 


i=L:*',n. 
证 对 于 任何 XeC",x 关 0, 有 
(Kz (Kk). 
了 革 
因此 , 依 3.$.3, 对 于 下 一】 …… 于 ,有 
“五 十 天 
4.(H+K)= min max (H+KY 
dim 久 =7 XE 著 区 
. | 尝 < 
= min max| 一 :一 二 一 
dim =i xes,x¥0 让 于 并 


(5.7 


(5.8) 
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> min max ES 十 禾 3) 


出 ms=i reS,xr0| x 
一 4,(H)+ 4(K). 
类 似 地 可 证 区 (H+K)<4(H)+ 4 (K). 口 
3.5.5 推论 设 吾 EC ”是 自 伴 抢 阵 ,天 eC” 是 半 正 定 矩 阵 , 吾 
和 克 + 厂 的 特征 值 分 别 按 递 增 顺 序 排列 , 则 
LFSAH+KR), i=h-,n. (5.9) 
证 利用 (5.8) 中 的 下 界 及 I(K)>0. 口 


3.6 正 自 伴 映射 和 正定 矩阵 


3.6.1 定 义 设 瑟 是 复 Euclid 空 间 ,五 < 8(X, 革 ) 是 自 伴 映射 ,如 果 
满足 


(x, Hx) > 0, VX ERX,XKO, (6.1) 
则 称 瑟 为 正 映射 , 记 作 玉 > 0 ;如果 满足 
(x,Hr)>0, VxeX,xz0, (6.2) 


则 称 五 为 非 负 映射 , 记 作 万 之 0. 

平行 地 ,对 于 矩阵 吾 eC 年 =CQ" 来 说 ,如 果 满 足 形 如 (6.1) 
的 关系 式 , 则 称 五 为 正定 矩阵 (positive definite matrix); 如 果 满 足 形 
如 (06) 的 关系 式 , 则 称 玉 为 半 正 定 矩 阵 (positive semi-definite 
matrix). 

当 一 五 为 正 上 映射 、 非 负 上 映射 、 正 定 和 矩阵 、 半 正定 和 矩阵 时 ,分 别 
称 殖 为 负 映 射 、 非 正 上 映射、 负 定 和 矩阵 、 半 负 定 矩 阵 , 
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正定 技 阵 和 人 灸 定 给 阵 统称 为 有 定 和 矩阵 . 半 正 定 和 矩阵 和 半 负 定 算 
阵 统称 为 半 定 矩阵 .所 有 非 有 定 晶 非 半 定 算 阵 统 称 为 不 定 矩 阵 . 

下 面 关 于 甜 阵 的 结论 ,容易 换 用 映射 的 说 法 . 
3.6.2 定理 (1) 单位 矩阵 了 E”” 是 正定 矩阵 . 

(2) 若 石 ,KK EC 是 正定 和 托 阵 , 则 豆 + 天 和 cfc 是 任意 正 
数 ) 是 止 定 矩 阵 . 

(3)] 车 五 eC 是 正定 知 阵 ,QO eC 是 可 首 和 矩阵 , 则 OQ*HO 
是 正定 矩阵 ， 

(4) 当 吾 eC 是 白 伴 第 阵 时 成 立 ; 太 为 正定 矩阵 当 有 利 仅 当 
如 的 特征 值 全 是 正 的 . 

(5)C”” 中 每 个 小 定 和 矩阵 是 可 道 的 . 

(6) C” 中 每 个 正定 矩阵 有 唯一 的 正平 方 根 ,而 且 仍 为 正定 算 


(7)C™" 中 所 有 奈 定 矩阵 构成 的 集合 是 所 有 自 伴 和 矩阵 构成 的 空 
间 中 的 一 个 开 子 集 . 

(8) C” 中 所 有 正定 矩阵 构成 的 集合 的 边界 点 是 半 正 定 矩 阵 ， 
但 不 是 正定 短 阵 . 

证 () 是 内 积 具 有 正定 性 的 推论 ,(2) 是 显然 的 . 

(3) 因 避 可 道 , 故 x EQ",x 关 0 时 y=Qxz0. 于 是 ,从 于 的 正 
定性 有 


(0°HQO*)=(Qx, HQx)=(y, Fy) >0, 
Vx eC”,x0, 
因此 QAO 是 正定 矩阵 . 
(4) 设 豆 为 正定 矩阵 ,4 是 五 的 任 一 特征 值 ,z 是 相应 的 特征 
向 量 , Hz = 条 , 则 
{z, Hz)= A(z,z). (6.3) 
注意 到 (z, Hz) > 0 和 (z,z) > 0, 从 (6.3) 推 出 4>0. 
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反 过 来 , 设 吾 的 特征 值 凡 ,4 全 是 正 的 ,z ,zc 分 别 是 
相应 的 特征 向 量 并 构成 C” 的 正 交 基 , 那 么 任 一 x eC” 可 以 表示 成 


x*= yz ， (6.4) 
于 是 和 
He)= Ya0 ,020) Yh 
注意 到 和 者 
C= = 
即 得 不 等 式 


(x,Hx)>= (min 4) lx . (6.5) 
由 此 推出 , 当 x 关 0 时 (x, Hx) > 0 .因此 ,五 是 正定 的 . 


(5) 零 是 每 个 不 可 逆 和 矩阵 的 特征 值 ;而 根据 (4), 正 定 矩 阵 的 特征 
值 全 是 正 的 ,因此 正定 秘 阵 是 可 道 的 . 


(6) 设 站 是 正定 矩阵 ,利用 瑟 的 特征 向 量 梅 成 的 如 ”的 正 交 基 ， 
将 任 一 大 EfR ”表示 成 (6.4) 的 形式 . 
定义 V 万 为 


VEz=y rz0， (6.6) 
其 中 所 ，…, 入 ,是 玉 的 特征 值 ,20…,z" 分 别 是 相应 的 特征 向 量 . 
显然 ， 
(HY =H, 
而 且 MH 的 特征 值 为 Y4,…,Y4, ,相应 的 特征 向 量 仍 为 
Zz.…,Z 中 ,YH 称 为 吾 的 正平 方 根 . 
由 于 EH 的 所 有 特征 值 是 正 的 ,根据 (4), 它 是 正定 矩阵 .正平 方 
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根 的 唯一 性 很 容易 证 明 , 留 作 练 习 . 
(7) 设 瑟 是 正定 矩阵 ,4 = min 4, 是 百 的 最 小 特征 值 ; 又 设 N 


是 性 一 与 旦 距离 小 于 儿 的 自 伴 矩 阵 即 
IN-H|<4, 


lax < 4 

再 根据 Schwarz 不 等 式 1.7.5, 对 于 xX 冯 0， 
caejs 罗 ed < 4 
由 此 及 (6.5), 对 于 x 关 0， 
(x,Nx)=(x,(H + MY}) 
-Cr+(ca> 让 -i =0， 

因此 NW 是 正定 矩阵 .这 样 ,证 明了 瑟 以 其 自己 为 中 心 拟 刀 为 半径 的 
由 自 伴 和 矩阵 组 成 的 开 球 ( 邻 域 ), 属 于 C” 中 正定 矩阵 全 体 所 构成 的 集 
合 , 从 而 如 此 集合 是 所 有 自 伴 和 矩阵 构成 的 空间 中 的 一 个 开 子 集 . 


(8) 设 玉 是 Ce 中 正定 矩阵 全 体 所 成 之 集 的 一 个 边界 点 , 则 存 
在 正定 矩阵 序列 全 小 


记 aM = 丰 ~ 将 ,于 是 


1im 互 ,= 五 ， 


iym 


于 是 由 Schwarz 不 等 式 推出 
lim(x, Hx)= (x, Kx) vxeC”. 


由 于 每 个 瑟 是 正定 矩阵 , 正 数 序列 的 极限 是 非 负 的 ,因此 下 必 是 
半 正 定 矩 阵 .另外 ,天 不 可 能 是 正定 矩阵 ,次 则 从 (7 了) 得 知 下 个 是 加 
界 点 . 
3.6.3 定理 【1) 单位 矩阵 7 了 ET” 是 半 正 定 和 矩阵 . 

他) 若 五 ,六 CC” 是 半 正 定 和 矩阵 , 则 互 + 天 和 cc 瑟 (c 是 任意 
正 数 ) 是 半 正 定 矩阵 ， 


"1S = 


(3) 车 各 eC” 是 半 正 定 和 矩阵 ,QO eC 是 可 道 矩 阵 , 则 
QHO 是 半 正定 矩阵 . 

(4) 当 五 EC 是 自 伴 矩 阵 时 成 立 : 互 为 半 正 定 和 矩阵 当 且 私 
当 五 的 特征 值 全 是 非 负 的 . 

(5) CC” 中 每 个 半 正 定 矩 阵 有 唯一 的 正平 方 根 , 而 且 仍 为 半 正 


定 矩 阵 . 

证 仿照 3.6.2 的 相应 结论 的 证 明 , 留 作 练 习 . 口 
3.6.4 定义 设 邮 和 浆 是 复 Euclid 空间 五 到 三 的 两 个 自 伴 映射 ， 
如 果 


N-_-M>0, 


即 N 一 M 是 正 映射 , 则 称 AM 小 于 入 或 NN 大 于 MM . 记 作 村 <N 或 
N>M .如 果 


N— M20, 
即 N 一 MM 是 非 负 映射 旭 称 条 个 于 等 于 人 或 大 于 等 于 M . 记 作 
M<N 或 N>M. 

. 换 用 矩阵 语言 :M,N eC”” 是 两 个 自 伴 矩阵 .如 果 和 NN 一 MM 是 
正定 矩阵 , 则 称 胡 小 于 入 或 N 大 于 MM .如 果 NN 一 MM 是 羊 正定 矩 
阵 , 则 称 4 小 于 等 于 N 或 N 大 于 等 于 MM . 

如 此 定义 的 自 伴 届 射 的 偏 序 具 有 实数 的 自然 顺序 关系 的 某 些 


0 可 加 性 ey <N, ,M4 <N,. 网 


MM +M, < 入 +. (6.7) 


(2) 传递 性 . 车 L< MM <N 则 L<N. 
G) 乘法 性质 若 M < N,Q 是 可 首 的 , 则 


O°MO < O° NO. (6.8) 
此 外 ,还 成 立 实数 的 自然 顺序 关系 的 另外 某 些 性 质 .例如 ,下 面 
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的 倒数 性 质 ， . 
3.6.5 定理 设 好 和 六 是 正 映 射 ,满足 
D<a < N， (6.9) 
则 
MTi>N. {6.10) 
换 用 引 阵 语言 : 设 M,N eC” 是 两 个 正定 矩阵 ,而 且 N- MM 是 正 
定 失 隆 . 则 让 一 入 是 正定 什 阵 . 
证 首先 考 虚 N= 了 的 情形 .根据 定义 ,MM < 了 即 指 了 ~- 邮 是 
正 映射 . 依 3.6.2 的 (4), 7 一 MM 的 特征 值 是 正 的 , 亦 即 MM 的 特征 值 小 
于 1. 叉 因 AM 是 正 映射 , 故 邮 的 特征 值 在 0 和 1 之 间 . 注 意 到 M7 的 
特征 值 是 MM 的 特征 值 的 倒数 ,所 以 MM” 的 特征 值 大 于 1, 亦 即 
MM "了 的 特征 信和 是 正 的 .于 是 M7…-J 了 是 正 映 射 ,也 就 是 
M1'>1. 
现在 转向 满足 (6.9) 的 任 一 N. 依 3.6.2 的 人 6, 可 作 因 式 分 解 
六 = 玉民 >0. 再 依 3.62 的 (5), 知 RR 可逆 ， 济 用 6) 到 = R.A 
(6.9) 推 出 
O<R MR <RINR = 了 
由 此 ,应 用 其 于 NN = 了 的 情形 的 已 证 结果 ,得 
(RMR- = RM-R>1. 
再 次 利用 (6.8), 取 名 二 R-1, 推 出 
M >RIIR1I=R* = 口 
关于 自 伴 答 阵 偏 序 的 进一步 讨论 见 10.13，， 
3.6.6 定理 阁 A eC”” 是 对 角 元 素 为 正 实数 的 自 伴 算 阵 ,而 生 是 闫 
格 对 角 优 势 或 不 可 约 弱 严格 对 角 优 势 的 , 则 有 4 是 正定 窍 阵 ， 
证 这 是 3.2.3 的 直接 推论 ， 口 
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3.6.7 定理 设 4eC” 是 半 正 定 拖 阵 ,4=0 的 充分 必要 条 件 是 
tr4d =0. 

证 依 3.2.3,4 丁 等 价 于 对 角 扰 阵 ， 

A=UAU', 
其 中 A4=diag(…, 鸭 ),V = 区 wu"] 是 西 和 矩阵 ,wu 中 是 
4 的 属于 特征 值 如 的 特征 向 量 . 依 3.6.3, 称 之 0,i=1…f, 再 依 
1.6.6， 
trA=A4+…+A, =0. 
如 果 4=0, 显 然 td =0. 


反之 ,如 果 trd=0, 则 
4 =.…=4 =0， 
于 是 4=LAU”=TOU” =0. 口 


3.6.8 定 理 设 4eC”, 则 
[4 =(p(4°4)”. (6.11) 
证 4"4 是 自 伴 矩阵 , 且 因 
x (4 4k=|4d 20, vreC", 
故 4A" 4 还 是 半 正 定 的 . 依 3.2.3 和 3.6.3, 存 在 由 4 4 的 特征 向 量 组 
成 的 C” 的 正 交 基 x 中,…, x 中 ; 


A Ax = Vx, i=1,- 
其 中 Ov <…<v, 是 对 应 x 的 竺 公信 1 1. 和 由 于 
Ca xm)= | i=j, 1<ij<n, 
0， 工 关 
以 及 对 于 任意 的 x eCQ",x#¥0 ,有 表示 式 
x= cx", 
i=1 


因而 
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2 
ov 给 vy, 
BE 


注意 到 当 x = Xx” 时 ,右边 成 立 等 号 ,最 后 有 


让 = tl ] -， wp 和 


3.6.9 推 褒 设 4eC” 是 自 伴 矩 阵 . 则 
[ll, = old (6.12) 
而 且 , 若 p(t) 是 实 多 项 式 , 则 
|p(aN, = et (6.13) 


由 此 推出 


证 因 4 = 4 有 
14 = el4)= el)j=(e(4 
故 (6.12) 成 立 . 


当 p(f) 是 实 多 项 式 时 ,显然 太 才 也 是 自 伴 和 矩阵 ,从 而 (6.13) 成 
立 . 口 


3.7 自 伴 矩阵 的 对 称 积 
3.7.1 定义 设 4BeC”.AB+B4 称 为 4 和 8B 的 对 称 积 . 
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两 个 自 伴 矩阵 4 各 之 积 ( 复 合 ) 4B 或 B4 一 般 不 是 自 伴 的 ， 
但 是 它们 的 对 称 积 8 = 4B+ BA4 必 是 自 伴 的 .此 时 ,与 对 称 积 相应 
的 二 次 型 有 


(>， Sx) = (x, ABx)+ (x, BAx) = {Ax, Bx)+ (Bx, Ax). 
进而 ,在 实 的 情形 下 ， 


(x, Sx}= 2(4x, Bx). 
此 式 表明 ,两 个 正定 矩阵 4 和 忌 的 对 称 积 不 一 定 是 正定 的 ;条 件 
(x,Ax)>0 和 (x, Bx)>0 
分 别 意味 着 “向 量 对 ”x 与 Ax 的 夹 角 和 “向 量 对 ”x 与 Bx 的 夹 角 均 

小 于 XT/2, 然 而 这 些 限制 不 能 避免 出 现 Ax 与 Bx 的 夹 角 大 于 
rn/2— (x, Sx) < 0 一 一 的 情形 . 
3.72 定理 设 4,8eC™ 是 自 伴 甜 阵 , 并 具有 如 下 性 质 : 

(1) 4 是 正定 矩阵 ， 

(2) 对 称 积 $= 4B + BA 是 正定 和 矩阵， 
则 如 是 正定 矩阵 . 

证 定义 


B(t) 三 加 十 到 ， 
考虑 4 和 有 如 (站 的 对 称 积 
S 的 = 4BfJ+BGJ4= 4B+B4+2842 = 8 +214’, 
显然 , 当 1> 0 时 ,5S(f) 是 正定 的 .因为 
(x, B()x) = (x, Bx)+ t(x, Ax), 
4 是 正定 的 ,根据 (6.5), 


4x)> qe， 


其 中 a >0 是 4 的 最 小 特征 值 ; 男 一 方面 ,根据 Schwarz 不 等 式 1.7.5， 


x Bx) < lax < Hell, 


(x,8(0)x) > (a -la , 

这 表明 当 t > | 如 le 时 B(7) 是 正定 的 ， 

由 于 B(!) 连续 依赖 于 t, 假 车 B= B(0) 是 非 正定 的 , 则 必 存 在 
某 个 起 ， 

0<4, <lala, 

使 得 B(L, ) 处 在 正定 矩阵 全 体 构成 的 集合 的 边界 上 . 依 3.6.2 的 (8) 和 
(4) 以 及 3.6.3 的 (4), B(t,) 是 半 正 定 的 但 不 是 正定 的 ,其 特征 值 是 间 
负 的 而 且 至 少 有 -个 为 零 .因此 存在 非 零 向 量 ( 对 应 零 特 征 值 的 特征 


辣 量 }y ,使 得 
B(t, )y =0 
从 而 得 出 


Cy.S()y)= (4y, Bl )y)+ (Bl )y, 4p)=0. 

这 与 S(t, ) 的 十 定性 矛盾 ,所 以 B 是 正定 挫 阵 . 口 

下 面 将 给 出 上 述 定 理 的 一 个 推论 , 它 要 用 到 如 下 有 广泛 用 处 的 
微 积 分 引 理 . 
3.7.3 引 理 ” 设 A(1) 是 实 变量 1 的 可 微 冰 数 ,其 值 是 自作 映射 ;于 是 其 
导数 (df/dt) 4(j 也 是 自 人 的 .假定 (df/dt) 4{t) 是 止 的 ,那么 4(1) 
是 增 函数 ; 

dsj< Alt) vs<t. (7.1) 

当 视 4A(7) 为 矩阵 时 , 引 理 是 说 :车 (df df) 4(?) 是 正定 矩阵 , 则 对 于 任 
何 s <t,A() Als) 是 正定 矩阵 . 

证 设 x 是 与 无关 的 任 一 非 零 向 量 ,由 于 (d/dt) 4(f) 是 正 喘 
射 ,有 


d d 
(ec 4(0)z] = (54 400z] >0. 
因此 ,根据 普通 微 积分 ,(x, 4(f]x) 是 :的 增 函数 : 
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(x, Als)jx)< (x, AC)xr) Vs < 


这 蕴涵 4(1)- A{s) > 0, Yt > 5, 即 .DD 成立 . 口 
3.7.4 定理 设 M 和 六 是 正 映射 ,满足 

O<M<N, (7.2) 
则 

VM <VN (7.3) 
换 一 种 说 法 : 若 好 和 交 是 正定 算 阵 ,而 且 入 一 AM 是 正定 的 , 则 
VN -VM 是 正定 的 . 

证 定义 


A()= M +i1(N — M), 
因为 
A(0)=M 和 AQ1)=N 
都 是 正 的 ;又 由 (7.2), 当 0 <t<1 时， 
(d/di) A(t)=N-M 


Alt) = -1M +N 
是 两 个 正 映 射 之 和 , A() 本 身 也 是 下 的 .所 以 ,可 以 定义 

R(O)= AA), 0O<t<1. (7.4) 
不 难 证 明 , 作 为 可 微 正 函数 .4(f) 的 平方 祖 的 R(f) 是 可 微 的 .平方 (7.4) 


中 的 等 式 得 
4 的 = [ER 


是 正 的 ,而 且 


再 对 {微分 得 
EA)=| ER) a()+ Rl)| Salo), (07.5) 

这 样 ,R(1) 和 (d/dt)R(t) 的 对 称 积 是 {d/d?) 4(?). 
由 于 (d/df) 4(t)= NM 是 正 的 ;同样 ,R() 是 正 的 .所 以 , 依 
3.7.2,(d/df) R(!) 在 区 间 [0,1 上 是 正 的 .由 此 并 依 3.7.3，R() 是 t 
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的 增 函 数 :特别 ， 
VM = AO)=R(O)<RI)=YAL)=YN. OO 


3.8 ”Gram 祭 阵 
3.8.1 定义 ” 设 玉 …, /是 Euclid 字 间 中 的 一 组 有 序 向 量 ,矩阵 C 


具有 元 素 
G), = 人 (让 7=1 (8.1) 


G 称 为 向 量 组 让,…, 了 的 Gram 和 矩阵. 
3.8.2 定理 (1) 每 个 Gram 矩阵 是 半 正 定 的 . 

(2) 线性 无 关 向 量 组 的 Gram 和 矩阵 是 正定 的 . 

(3) 每 个 正定 矩阵 可 以 表示 成 Gram 矩阵 . 

证 与 元 素 形 如 (8.1) 的 Gram 匈 阵 如 相对 应 的 二 次 型 可 以 表 
示 成 

(x,Gx)= > Dx,G,x, = = > kx Xx， 
i,j= 


于 了 =】 


-位 sq 


由 此 直接 推出 结论 (1) 和 (2). 
为 了 证 明 (3), 设 矩阵 五 是 正定 矩阵 ,在 C* 中 定义 非 标准 内 积 
(Jp 如 下 : 


: (8.2) 


(x,p)a =( 人 两) Vx peC”, (8.3) 
其 中 (。,*) 是 标准 内 积 .单位 向 量 组 
f =e,, i= Ln 
的 Gram 和 矩阵 的 元 素 是 
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(ee 小 = e,, He,}=(H),, i 二 二 口 


3.8.3 例 (1) 考虑 在 区 间 上 ,1] 上 的 实 值 连续 函数 组 成 的 Euclid 空 
间 , 取 内 积 


(f.8)=| fe (i) dr, 


了 向量 组 
f=1, i=1,...,H 
的 Gram 矩阵 的 元 素 是 
1 
(0), = j= bn (8.4) 
(2) 取 内 积 
(f,8)=" f(0)g{0)w(0)q0, (8.5) 


其 中 w 是 某 个 给 定 的 正 实 函 数 .向 量 组 
f.(0)=e, j=-—n,,H 
的 (2n+ 耻 x{2n +1Gram 矩阵 的 元 素 是 
(G)y = ct ， kj=L,2nt+l, 


cn={ w(O)e ™a0, m=-2n,,2n. 


3.9 广义 Rayleigh 商 


3.1 定义 设 态 ,M eC”"", 形 如 
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x 国 
Ri (x)= Ee vx eC (9.1) 
的 函数 六 wy 称 为 抠 阵 吾 和 AM 的 广义 Rayleigh 商 . 

取 M4 = 了 , 便 回 到 原先 (5.3) 定 义 的 Rayleigh 商 民 , .现在 对 广 文 
Rayieigh 击 提 出 前 面 对 原 先 Rayleigh 商讨 论 过 的 同样 问题 : 枢 小 化 
及 ru : 亦 即 

求 无 关 D ,xX EC” ,使 得 
Ri uy (5 二 ein 


下 面 关 于 广义 Rayleigh 商 的 若 十 定理 不 难 应 用 此 前 的 结果 给 
以 证 明 , 可 以 作为 练习 . 
3.9.2 定理 设 五 ,M eC 是 自 伴 短 阵 ,而 且 M 是 正定 的 , 则 

(1D) 极 小 值 河 题 (9.2) 有 解 鞠 . 


R, u(x). {9.2) 


(2) 让 满足 方程 
HY = aMt, {9.3) 
其 中 a = Ry a (¥). 
(3) 带 约 束 极 小 值 问 题 
in, Rj ye (x), {9.4) 
有 有 和解 允 关 0,xX ei". 
(4) 广 满 足 方程 
Hx = PMX, (9.5) 
其 中 b = RR, yo 位 )， 口 


3.9.3 定理 设 万 ,1M eC 是 自 伴 矩阵 ,而 且 AM 是 正定 的 , 则 存 杰 
C "的 基 xzo，cxtn 满足 
0 = 4M , i=L.,n (9.6) 
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利 
Ce ,MDJ=0， Vizj, (9.7) 
其 中 几 ，……4 是 实数 . 口 
对 于 刀 …… 丸 有 类 似 于 3.5.3 的 结果 ， 
3.9.4 定 还 设 五 ,AM eC” 是 自 伴 矩阵 ,而 且 对 是 正定 的 . 则 
”MH 的 所 有 特征 值 是 实 的 . 若 吾 也 是 正定 的 , 则 邮 一 豆 的 所 有 
特征 值 是 正 的 . 口 
这 -~ 有 用 结果 是 3.9.3 的 直接 推论 ， 


3.10 ”正定 斥 阵 的 行列 式 


3.10.1 定理 ”每 个 正定 矩阵 的 行列 式 是 正 的 . 

证 依 1.6.6, 和 矩阵 的 行列 式 等 于 其 所 有 特征 值 之 积 . 再 依 3.6.2， 
正定 矩阵 的 特征 值 全 为 正 的 , 故 它 们 之 积 是 正 的 . 口 
3.10.2 定理 设 4 有 ee 了 是 对 称 正定 的 , 则 


det(t4 + (1—1)B8)> (det A)' (det B}™, 
vt e [0)|. (10.1) 


证 令 C=B-4; 依 3.9.4,C 有 正 特征 值 秘 ,…, 斤 .将 不 等 式 
(10.1) 的 左边 改写 成 


det[B(18™" 4+ (1 -r= det BdetliC + (1 -2)7). 
于 是 ,不 等 式 (10.D) 等 价 于 

det(1C + (1—i#)1)> (det A) (det B)” ={det CY}. 
将 行列 式 表示 成 特征 值 的 乘积 ,进一步 得 等 价 形式 : 
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TI +1 一 全 > T[z ， 
i=]1 


i=1 
为 此 ,只 人 须 证 明 
M+ -t=2, vieloll. 
此 不 等 式 基 成 立 的 ,因为 它 可 以 写成 
D+ -D0)z 7 velod), 
而 (1)= 人 是 由 函数 ; 当 t =0 或 1=1 时 取 等 号 ， 口 
3.10.3 Hadamard 不等式 ”i 上 定 逢 阵 4=[aj]e 忆 ”的 行列 式 不 超 
过 其 对 角 元 素 之 积 : 
det A< Ta; ， (10.2) 
i=] 
等 写成 立 当 且 仅 当 有 4 是 对 骨 和 矩阵 . 
证 ”4 正定 ,有 
人 =a, ={e,dej> 0,， 7=1,*…,n， 


即 4 的 对 角 元 素 全 为 正 的 .定义 对 角 和 矩阵 DD = diag(d,,…,d,)， 


定义 矩阵 为 
B= DAD. 
显然 ,BB 是 正定 的 , 且 其 对 角 元 素 全 为 .根据 行列 式 乘 法 性 质 ， 


det B = det Adet D’ -Gd (10.3) 


A, 


车 
=] 


所 氛 (10.2) 等 价 于 
detB<1. 
为 了 证 明 这 一 点 ,用 jw ,…, J 表示 8B 的 特征 值 , 因 8B8 正定 ,它们 全 是 


正 的 .利用 算术 -几何 平均 不 等 式 
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此 不 等 式 可 改写 成 
detB< EE 
n 
注意 到 8B 的 对 角 元 素 全 为 1 ,trB = ,因此 det B <<1. 
算术 -几何 平均 不 等 式 成 立 等 号 一 … 二 J 二 1: 因 
依 3.2.3,B8 是 西 可 对 骨 化 的 , 破 其 特征 值 # =… = jx, = 二 1 等 价 于 存 


在 西 涉 阵 U 使 得 UBU=1; 然 而 UBU=I 叉 等 价 于 

8 = LU = 了 .所 以 不 等 式 (10.2) 成 立 等 革 当 且 仪 当 
A=D"'BD" = DD = DY? = 由 age ah， 

这 就 是 说 , 4 是 对 角 算 阵 , 口 

3.10.4 Hadamard 不 等 式 设 4=[qilsC”, 则 4 的 行列 式 按 模 


不 超过 其 各 行 6 ,4 所 的 长 度 之 积 : 
‘2 
] ， (10.4) 
人 


se sD- TE 
调 甩 按 模 不 超过 其 各 列 a ,…,at” 的 长 度 之 积 

ex4< 垢 a9|= 立 ( 实 of ] ， ao3 
(10.4) 的 等 号 成 立 当 是 仅 当 4 的 各 行 正 交 ;10 5) 的 和 号 成 立 当 旦 公 
当 4 的 各 行 正 交 . 


证 ”det 用 =0 时 ,(10. 们 显然 成 立 . 
现 设 det 40, 令 


则 的 正定 ,而 且 
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人 


局 = dja = a = > 一 
1 j=] 


应 用 3.10,3， 
detH < ,fe . 
另 一 方面 ， 


det H =det Adet A* = det Adet A =|det 4| . 
综合 以 上 岗 个 关系 式 即 得 (10.4). 注 意 , 及 为 对 角 答 星 当 且 仅 $4 的 
各 行 正 记 ;此 时 (10.4) 的 等 号 成 立 . 
类 似 地 ,将 3.10.3 应 用 于 五 ”= A4* 4 可 推 证 (10.5). 口 
此 定理 当 4 是 实 柜 阵 时 有 骨 显 的 几何 意义 :在 边 长 为 4 的 各 行 
或 各 列 的 长 度 |ee| …, 人 ?| 的 所 有 平行 体 中 ,体积 最 大 的 大 策 拒 
体 . 
3.10.5 引 理 设 4eC” 是 自 伴 拭 阵 ,用 i (A) 表示 4 的 正 特征 值 
的 个 数 , 4 表示 4 的 比 4 小 一 阶 的 主子 算 阵 , 则 
i, (4A)-1<i.(4)<i,(4). 
证 从 3.1.2 的 证 明 中 得 知 庆 (用 是 C" 中 满足 如 下 条 件 的 最 大 
维 数 子 空间 5 的 维 数 dim 5 : 
(uAu)>0, VueSuszd. (10.6) 
i (4) 可 类 似 地 加 以 刻画 .考虑 C”! 中 维 数 为 上 ( 丰 且 满 是 如 上 条件 
的 子 空间 5: 


(a, AN)>0, VieSiz0. (10.7) 
注意 ,作用 于 主子 式 4 的 向 县 在 比 作 用 于 4 的 向 量 # 少 - -个 分 量 ， 
定义 CC" 的 子 空间 5, 其 向 量 w 的 第 一 个 分 量 皆 为 零 ,余下 的 n 一 1 个 
分 量 组 成 的 向 量 下 属于 访 ; 
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(4, Au)= 人 4a) (10.8) 
于 是 ,根据 i 的 特性 有 
i (A)=dimS =dim$ =i, (G4). 
另 一 方面 , 反 过 来 从 满足 (10.9) 的 最 大 维 数 子 字 间 5 着手 ,考虑 
5 小 第 -个 分 量 为 零 的 那些 着 量 组 成 的 子 空间 总 .显然 ， 
dimS$ > dimS—1. 
现任 用 表示 C”' 的 子 空间 , 它 是 由 5 中 的 & 删除 第 一 个 分 量 而 得 
到 的 向 量 交 组 成 的 .因为 删除 的 分 量 是 零 (10.8) 对 所 有 zt ES 成 立 ， 
所 以 从 (10.6) 推 出 (10.7), 并 因此 
i (2 dim§S =dim§ > dimS—1=i,(4)-1. 口 
3.10.6 定理 设 AeC” ”是 自 件 矩阵 .4 正定 的 充分 此 上 鉴 条 件 是 
det A >0, i=0,1,-..…,n—1, 
其 中 4 四 = A( 和 +1…, 肛 ), 妈 4 删除 前 i 行 和 列 而 得 到 的 (后 ) 卡 子 
矩阵 
等 价 地 ,应 用 中 常 把 充分 必要 条 件 中 的 42 改换 为 前 主子 和 矩阵， 
即 42 = A( 人 …, 由 ). 
证 正定 知 阵 的 所 有 主子 算 阵 必 是 正定 的 ,所 以 依 3.10.1, 它 们 
的 行列 式 全 是 正 的 .必要 性 得 证 . 
为 了 证 明 充分 性 ,在 3.10.5 中 用 - 4 替换 4, 得 
i (4A)-1<1 (< 人 (dh， 
其 中 i (A) 表示 4 的 负 特 征 值 的 个 数 ,因为 43 是 46 的 比 42 小 
- 阶 的 主子 第 阵 , 在 上 述 不 等 式 中 置 4 = 4A ,得 知 妈 和 的 负 特 征 
值 不 会 多 十 4”, 并 晶 最 多 少 … 个 . 
万 中 的 行列 式 是 其 特 入 值 之 积 ; 因 此 ,如 果 成 立 
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To 


det 4 >0, i=0,L,..,n—1, 


那么 所 有 4 有 偶数 个 负 特 征 值 .因为 4 与 4" 的 负 特 征 值 的 
个 数 最 多 差 一 个 ,推出 4” 与 4“*" 的 负 特 征 值 的 个 数 一 样 多 . 

注意 到 4” 是 1x1 主子 村 阵 ,没有 负 特征 值 .于 总 ,基于 上 述 
理由 ， 


A A ... A = 4, 
都 没有 负 特 征 值 . 口 
3.10.7 定理 ” 设 4eC™" 是 白 件 站 阵 ,4 是 有 4 的 n-1 阶 主子 全 阵 . 
则 4 的 特征 值 隔离 4 的 特征 值 : 


A EH Eh EL, sh,, (10.9) 
其 中 
和 < 
是 4 的 特征 值 ， 
A 全 全 
4 的 特征 值 . 


证 应 用 3.10.5 十 第 阵 4-c7,c 是 实数 ,推出 超过 的 志 
的 个 数 不 多 于 超过 cc 的 4 的 个 数 ,而 二 至 多 少 一 个 ,这 斑 润 了 
(10.9). 口 

为 了 好 用 ,有 了 时 把 这 个 定理 叙述 为 : 

设 4eCz 是 自 件 矩阵 , 4ECerte) 是 自 伴 矩阵 而 及 是 才 


的 加 边 和 矩阵: 
< A yy 
4=| 4 | a eR, yeC”, 

y a 


则 4 的 特征 什 隐 高 4 的 特征 什 
3.10.8 定理 说 4E 归 交 " 是 ?和 称 正定 矩阵 , 则 
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2 


区 _ —[xdAx) 
= | ,edx (10.10) 
tA 人 


vde 
证 不 等 式 (6.5) 保 证 了 (Q0.1 人 0 右边 的 积分 收 襄 : 


[ens | ear<a， 
其 中 和 是 4 的 最 小 特征 值 .为 了 计算 此 积分 ,应 用 3.2.4, 引 进 新 华 标 
X= My, 
M 是 正 交 和 祭 阵 ,其 选取 使 得 对 角 化 二 深 型 
(x, Ax)= (My, AMy)= (OA AMy)= Dy ， (10.11) 
nh 


这 里 乞 …, 如 ,是 4 的 特征 值 . 因 和 矩阵 MM 是 等 下 的 , 故 它 既 保 体积 ， 
又 有 [det M|=1. 


现在 ,将 (010.11) 代 入 (10.100) 右 端的 积分 ,新 变量 使 被 积 函 数 成 为 
单 变量 函数 的 乘积 ,因此 闫 元 积分 可 以 写成 器 个 一 元 积分 的 乘积 : 


ay Ld 了 
(x.Ax) 一 加 一 一 机 
|,e dr=[,e w=llle ” dy, . (10.12) 
进而 ,对 = 1 …-,7. 作 变量 替换 


3 = V4y,, 
得 
4 2 dz yn 
i 
于 是 
Vr m2 
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注意 到 Ta = det 4. 即 得 f10.10)， 口 
=] 
应 用 此 定理 可 以 给 出 3.108.2 的 另 一 种 证 明和 3.10.3 的 另 一 种 证 
明 . 
3.11 关于 自 伴 矩阵 特征 值 的 几 个 不 等 式 


3.14.1 定理 设 4,B eK” 是 自 储 矩阵 (也 就 是 说 ,A 和 上 B 是 实 对 
称 短 阵 而 且 ,B -4 是 正定 的 , 亦 即 满足 


(x,Ax)<{x,Br), vxeR”, x*0. (I1.1) 


设 按 递 增 的 顺序 排列 , 4 的 特征 值 为 
A 所 -… 菇 包 
B 的 特征 值 为 
A SE ph, 
册 
A < i=L,..,n. (11.2) 
证 应 用 极 小 极 大 原理 3.5.3, 对 和 任 一 确定 的 i, 有 
下 = min max 人 Ax) A = max (x. Bx) 


dns xES x0 (x, x) 

(11.3) 
用 5 表示 达到 极 小 极 大 值 ji 的 dim 全 =i 的 子 空间 ;用 计 表 示 在 访 
中 使 (x,Ax)/(x,x) 达到 最 大 值 的 向 量 ,并 且 取 对 是 规范 化 
的 ,全 | = 1, 即 有 


dim $=i xES ,x#{ (x, x) 


G4) _ Cd 
KD) A 0 
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那么 ,根据 {11.3》， 

i < (x,A7), 
而 且 

会 BX) < py,, 
于 是 ,由 (11.1) 即 得 4 < J,. 口 

这 一 定理 及 下 面 结论 在 数学 物理 中 非常 有 用 . 

3.11.2 定理 设 A4BeRR” 是 白 件 算 阵 (也 就 是 说 ,4 和 B 是 实 对 
称 和 矩阵 ), 而 县 4 的 特征 值 为 机 和 <4 ;下 的 特征 午 为 
A < 


as|4-B i=1,n. (11.4) 
证 记 
4=|4- 中 
容易 看 出 
(x,(B- de)< x, Ax)< {x(B+adl)xr) vxeR”. 
由 此 ,并 从 3.1.1 推出 (11.4). 口 


3.11.3 定理 (Wielandt 多 Hoffman) 设 A,B e 民 ” 臣 自 件 算 阵 , 而 匡 
本 的 特征 值 为 如 万 … < 1,B 的 特征 值 为 4 三 … < 4,. 则 


Hr 


> (4 -Ap <)4- Bl,, (11.5) 


7=1 


二 。 是 矩阵 的 Frobenius 范 数 ( 见 1.8.29). 
证 Frobenius 范 数 可 以 表示 成 


lel =uC'C, vCeC”™. (11.6) 


妆 它 白 作 时 ， 
Ich -ac 
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于是 不 等 式 (11.5) 可 以 改写 成 


是 


Dp) sm(4- 8}. 


将 其 岗 边 展开 ,并 利用 迹 的 线性 和 可 交换 性 ， 
bp -2y 14 + <trd’ -20r(AB)+ 0B:. 


(11.7) 
十 算 阵 的 迹 是 其 特征 信之 和 ,而 且 和 的 特征 值 是 五 ,起 ,有 


天 =tr42， Se trB’. 
?=] i 一 1 
因此 不 等 式 (11.7) 缩 简 为 
> Atr(4B)， (11.8) 


这 样 ,问题 归结 为 证 明 不 等 式 (11.8). 

固定 如 .考虑 特征 值 为 4 ,4 的 所 有 自 伴 矩阵 ,它们 构成 整 
个 自 伴 年 阵 空 间 中 的 紧 光 集 ;在 这 个 紧 支 集中 娃 求 矩阵 4 使 (11.8) 
的 右边 达 最 大 值 . 依 微分 学 , 4 ，. 有 如 下 性 质 :车 A( 站 是 值 为 对 称 朱 
阵 具 有 特征 值 乞 ,……,4 的 可 微 阔 数 ,县 4(0)= 4 , 则 


Str(4(0B) =0. (11.9) 
df {= 


设 己 是 任 一 斜 自 件 矩阵, 依 9.5.12 的 (5), 对 于 任意 实 仁 1,e"' 是 西 短 
阵 . 现 定义 


Alt)=e Ae , 
显然 ,AQ 是 白 伴 的 , 旦 与 4, 有 相同 的 特征 值 .和 依 9.5.12 的 (4), 


de 一 Cet -一 eo . 
di 


十 是 
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二 4 人 (0 -ec(C4 -4 Cjerc， 
将 此 式 代入 (11.9)， 


4 ua) 引 = «| $4))s _ 


=tr(C4,,.8— A,.C8}=0, 
利用 迹 的 可 交换 性 ,上 式 可 改写 成 
tr[C(4,..B8—84,.)|=0. (11.10) 
从 4 和 B 是 自 伴 的 ,推出 4,.B -8B4， 是 斜 自 们 的 , 故 可 选取 
C=4 8B-B4 ， 


将 其 代入 (11.10) 得 
trC” =0. 
另 方面 ,根据 (11.9), 对 于 斜 白 伴 的 妇 ， 


uC’ = 下 ， 


i,f=1 
因此 C=0, 从 而 4 和 2B 可 交换 ;这 样 , 4, 和 8B 可 同时 对 角 化 ， 
对 名 元 素 分 别 是 按 某 种 顺序 排列 的 种 和 总 .在 这 种 情形 下 ， 


cr( 4 了) )- 六 和 pH,, (11.1D) 


其 中 p,,…,p, 是 1,…,n 的 某 个 置换 . 
不 难 证 明 ,(11.11) 的 石 端 当 元 和 同样 以 递增 顺序 排列 时 达 
最 大 .至 此 ,证 明了 不 等 式 (11.8) 对 4 ,成 立 , 因 此 它 对 所 有 以 
和 4,…, 入 ,为 特征 值 的 矩阵 4 成 立 . 口 
3.11.4 定理 用 euu(C) 和 ev(C) 分 别 表示 白 伴 矩阵 C eC 的 
最 小 特征 信和 最 大 特征 值 . 
那么 ,ew 是 四 函数 ,也 就 是 说 ,对 任何 一 对 自 伴 和 矩阵 
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BEC ,成 卫 
enm{tA+ (1 -0)B)2 ite, (A)+ (1 ne, (8), 
O<1t<1, (fl. 12) 
es 是 是 函数 ,也 就 是 说 ,对 任何 对 自 伴 逢 阵 刀 .BeC”" ,成 六 
Ena (A+ (1 1)B) < te (A)+ (1 ~t)e.,, (8B), 


O<t<1. (1.13) 
证 (5.2) 表 明 ， 
enn(C)= pin(x, Cx). 


取 
C=14+(1 -1)8, 
令 式 是 单位 向 量 ,R=1 它 使 (x,Cx) 达 极 小 , 则 
elitA + 1)B)= tr, AT)+ Q -ii, BL) 


之 im 人 Ax)+Q1— Din Bx) 


= 花 min (4) 十 Q 和 je (8 ) 
(11.12) 得 证 . 
现在 利用 
Cinax (C)=e Ein (- C)， 
以 及 (11.12), 即 可 推出 {11.13). 口 


3.12 ”任意 牛 阵 的 表示 法 
3.12.1 定义 ”每 个 矩阵 C EC 可 以 唯一 地 分 解 成 一 个 自 伴 盾 阵 
个 斜 自 伴 矩 阵 之 和 ; 
C=A+B, (2.D) 
其 中 
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A*=A, B=-8. (12.2) 

显然 ,者 (12. 了 ) 和 (12.2) 成 立 , 则 

C=A4+8 =A-8, 
因此 

4= + 38-S-C | 
妇 称 为 已 的 自 伴 部 分 ,B 称 为 CC 的 斜 自 伴 部 分 . 
3.12.2 定理 设 CeC”” 的 自 伴 部 分 是 正定 矩阵 , 则 CC 的 特征 值 有 
正 实 部 . 
证 ”利用 内 各 的 斜 对 称 性 和 伴随 的 定义 ,并 根 括 假设 各 +C” 
的 ， 


是 正 


2Re(Cx,x}= (Cx,x)+ (Cx x) = (Cx,x}+ {x,Cx) 


= (Cx,x)+ (C*x,x)= (C+ CJx,x) vxeC” 
即 (Cx,x) 有 于 实 部 . 
现在 设 x 是 CC 的 特征 向 景 ,而 且 |x| = 1, 是 相应 的 特征 值 , 即 
Cx = Ax , 则 


41.=(Cx,x). 
因此 4 有 让 实 部 . 口 
3.12.3 定 理 设 CeC™",C 的 自 伴 部 分 C+ 为 正定 和 矩阵 的 充分 
必要 条 件 是 


上-ecX+sc)| <1， (12.3) 


其 中 c eC,Rec>0. 
证 CC 的 自 件 部 分 是 正定 矩阵 时 ,从 3.12.2 推 出 T+5C 是 可 道 
的 .因此 ,无 论 讨 论 充分 性 还 起 讨 论 必要 性 , 算 阵 


W=(I-cCNMI+ec) (12.4) 
都 是 有 意义 的 .条 件 (12.3) 可 以 简写 成 | 号 | <1. 
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对 于 任意 的 向 量 xX eC", 令 


y=(I+eC) x， 
从 (12.4 有 

(IT-cC)y = Wx, 
又 从 yy 的 定义 

(7+EChj = 并 


由 于 条 件 | 了 | <1 蕴涵 
[rx < x, vxeC’”,xrAO, 
借助 y 可 将 其 宕 示 为 
心 -ec < 必 +zcy ， vyeC’”, yz*0. 
将 不 等 号 两 边 展开 ， 
加 + 加 Gy ~ c(Cy,»)-aly,0y) 
< 人 + 四 Gy + a(Cy,»)+ cly, Cy), 
VyeC’,yzz 0. 
整理 后 得 条 和 件 捷 趾 <I 等 价 于 
2(RecXKC+C' yp)> 0 vy eC",y#0. (12.5) 
由 于 假设 Rec >0, 天 此 条 件 (12. 引 成 立 一 一 | 了 WD <1 即 (12.3) 成 立 
一 - 当 且 仅 当 CC 为 正定 和 矩阵. 口 
换 用 线性 映射 说 法 , 复 Euclid 空间 于 到 五 的 每 个 线性 映射 可 
以 唯一 地 分 解 成 一 个 自 件 映 射 与 一 个 斜 自 伴 映 射 之 和 和 . 
拖 阵 和 线性 映射 的 如 此 表示 法 类 似 于 复数 写成 实 部 与 虑 部 之 
和 , 范 数 相 当 于 绝对 值 . 
作为 例子 , 设 c 是 具有 正 实 部 的 复数 , 则 
1l—cz 
1 上 ez 


2 


| 号 


将 复 平 面 的 右 半 平面 Rez > 0 映射 成 单位 圆 盘 


| 岂 < 


3.12.3 就 是 与 此 类 羽 的 结果 


3.13 ” 自 伴 矩阵 多 重 特征 值 分 术 


3.13.1 引言 ”一 般 矩 阵 单 重 特征 值 令 赖 矩 阵 的 基本 结论 在 9.5 中 讨 
论 .然而 对 于 多 重 特征 值 ,问题 就 要 复杂 得 多 ， 

如 果 限 于 考察 自 伴 矩阵 , 因 没 有 广义 特征 向 量 ,可 以 避免 广义 特 
征 向 量 增 洪 的 困难 .但 是 ,即使 如 此 ,对 十 自 伴 算 阵 情形 , 仍 须 附加 假 
设 李 能 作出 特征 值 连续 依赖 矩阵 的 结果 . 

看 - -个 简单 的 2x2 自 伴 短 阵 值 沙 数 的 例子 . 


设 
plt) ec{f) 
4-| 2 2 


b(0)= a(0)=1, c(0)=0, 
FAO 7, 它 以 1 为 重 特征 值 . 
而 A(t) 的 特征 值 为 


人 


设 特征 向 量 为 


并 且 


)= (2 (9 ),x( (2)) 
be)x, (D+ cl 的 = A (0). 


则 满足 


因此 ,可 得 


= P20 


x {ft) cf 2 ; 


其 中 
£(D)=(d(0) -bYe(). 
现在 ,选取 
k{t)= sin, ef 人 = 
日 今 


b(t)=1, dl)=1+ cf). 

显然 ,A(f) 的 每 个 元 素 是 无 穷 可 微 丽 数 ,然而 当 1 一 0 时 
Xx, (7)/x (站 是 不 连续 的 . 

下 面 分 析 :下 为 了 特征 疝 量 连续 变化 需要 附加 些 什么 条 件 ， 

设 4 的 = [at 是 自 伴 矩 阵 ,其 每 个 元 素 @, 是 实 变量 t 的 可 
微 函 数 .假定 在 1 = 0, 4{0) 有 无 >1 重 特征 值 和 . 因 没 有 广义 特征 向 
量 , 故 4(0) 属 于 各 的 特征 问 量 生成 大 维 空间 , 记 作 ey 

现在 考虑 A(1) 的 特征 值 X(t) 和 相应 的 特征 浊 量 x( 人 .假定 
x[t)( 的 每 个 分 晶 ) 可 微 地 依赖 于 坊 划 可 对 

Alt)x(t) = A )x(?) 

求 导 , 且 在 1 = 0 成 立 


4f(0jx(0)+ 4A(oji(0) = A(ox(0)+ A(0R(0), (3.0 
这 里 用 点 表示 导数 ， 


， d 
)=[a (0 Ea) | 
记号 (1) 的 含义 相仿 .用 了 表示 映射 至 ef 上 的 正 交 投影 , 依 (3.5) 和 
(3.0) 太 3.3.2, 推 出 


PA(0) = 4(0)P. (13.2) 
而 且 ,ef- 中 的 特征 向 量 x(0) 满 足 
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Px(0) = x(0). (13.3) 
于 是 ,将 忆 作 用 于 (13.1), 然 后 利用 (13.2) 和 (13.3), 可 得 
PA(O)Px(0)+ A(0)PX(0) = A(O jx(0)+ 4(0)Pz(0), 

亦 即 

PA(O)Px(0)= A(O)x(0). (13.4) 
A(t) 自 伴 , 故 A(0) 自 伴 ; 又 因 忆 自 伴 , 故 PA4(0)P 自 伴 .显然 
PA{0)P 映射 of 到 ef ;关系 式 (13. 和 是 说 ,A(0} 必 须 是 PA4(0)P 在 
of 上 的 - -个 特征 值 , x(0) 是 一 个 相应 的 特征 向 量 
3.13.2 定理 ” 设 A(1)=[ay( 外 j 是 自 伴 拭 阵 ,其 每 个 元 素 a 是 实 变 
量 1 的 可 微 函数 .假定 在 1=0, A(0) 有 >1 重 特征 值 入 .用 of 表 
示 A(0) 属 于 如 的 特征 向 量 生 成 的 大 维 空间 ,了 表示 映射 至 4 上 
的 正 交 投影 .假定 of 到 of 的 自 伴 映射 P4(0jP 有 个 不 同 的 特 
征 值 


Hi Hy > 
并 用 
py, , ,pe 
表示 相应 的 规范 化 的 特征 向 量 , 则 对 足够 小 的 z, 4() 有 大 个 特征 


值 
入 () 

近乎 于 4 ,具有 如 下 性 质 : 

(1) 每 个 罗 { 四 可 微 地 依 操 于 1, 而 且 随 1 一 0 而 趋 于 刀 . 

(2) 当 冯 时， 二 人 …, 妨 外 是 不 同 的 . 

(3) 4( 呈 属于 邦人 的 特征 向 量 xo 人)， 

A (= 4 0), (13.5) 

可 以 如 此 规范 化 ,使 得 x 中 (四 随 t -> 0 而 趋 于 7 . 

证 对 于 足够 小 的 +, A(1) 的 特征 多 项 式 和 4(0) 的 特征 多项式 
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相差 无 几 . 根 据 假 设 , 后 者 有 天 重 根 心 ; 推 出 前 者 必 有 天 个 根 随 
1 一 0 而 趋 于 多 .这些 根 是 4 乓 的 特征 值 包 人 As 的 , 依 3.2.3， 


相应 的 特征 向 量 
x (7) ss 人 
可 经 选取 形成 正 变 组. 


下 面 先 证 明 : 随 f! -> 0, 每 个 规范 化 的 特征 向 量 x 中 (tf) 5 特征 向 
量 裤 间 ef 的 距离 趋 于 和 零 ;利用 正 交 投影 了 ,可 以 表述 为 
liml(’ - -Pe (=0, i= Lk. (13.6) 
利 肌 t 一 0 时 
Att) = A(0),， 4.() = 
又 内 | 中 (时 = 1 从 G13.5) 推 出 
AO} )= x (+ elt). (13.7) 
注意 ,这 里 及 以 R,e 人 ft 是 - -个 因 不 同 场合 而 不 同 的 复 统 的 记号 , 仅 
表示 随 1 一 0 而 趋 于 零 的 向 最 或 级 基 因 e# 由 A(0) 的 特征 向 量 组 
成 ,而 且 己 投影 什 何 同 世 至 ef 上 ， 
AlO)Px {1) = A Px (t). (13.8) 
从 (13. 刃 减 去 (13.8) 得 
AONT — PoC)= 4 Ph (t)+re(t), (13.9) 
至 此 ,可 以 采用 反 证 法 . 
假定 (13.6) 不 成 立 , 则 存在 正 数 d 和 1 一 0 的 一 个 序列 ,使 得 
(= Pe* (> a, 
由 于 有 限 维 空间 中 图 单位 款 是 紧 的 ; 押 以 在 廊 说 的 ! 一 0 的 许 列 中 
存在 子 序列 ,使 等 {1 一 Px 中 (人 科 趋 于 一 个 让 零 极限 x .从 (13.9) 推 
由 区 i 满足 


4(0jzrm = hx™, (13.10) 
于 是 xm Ee of 然而 另 方面 ,每 个 向 量 (1 -Pjx"(f) 正 交 于 04， 


" 223。 


其 极限 x 必 正 交 于 eg ;这 与 xX" E04 矛盾 . 故 (13.6) 成 立 ， 


现在 进行 x@ff) 的 连续 性 和 元 (人 ) 的 可 微 性 的 证 明 .从 (13.5) 减 


去 (13. 吕 并 昌 除 以 1; 然 后 利用 通常 的 Leibniz 重 排 法 ,得 
Df pl) 
4 的 -40) x°(0)+ A G = Px"{) 


- 20-40) 4.{0) Dea) 的 一 


将 PP 作用 于 等 式 ;利用 关 系 式 (13.2), 两 边 第 二 -项 相等 天 去 后 得 


PAO=AO) yo0) = SO-40) prt), 
f ft 
国 4 已 假定 可 微 ， 
Ali)}- A(0) = AO)+ elt), 


而 且 根 据 (13.6), 


*°()= Px"()+ sol), 
将 它们 代入 (13.11D, 并 利用 P* = PP, 有 


Piojppxot)- hl) pe +eln). 


按照 假设 ,of 上 自 伴 映射 PA(0)P 有 天 个 不 同 特征 值 如 ，…， 


应 的 规范 化 的 特征 向 量 旦 py， ep 
PA(O)Py' = Hp, j= Lk. 
将 Px 表示 成 这 些 特 征 向 量 的 线性 组 合 


£ 
Px 四 二 pa, (Ny ， 


代入 (13.12), 得 


Ya -40 人) 
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(13.11) 


(13.12) 


A ;四 


(13.13) 


(13.14) 


因为 yy 构成 ey 的 正 交 基 ,4 提 (13.13) 有 


je = 


再 利 几 (13.6), 以 及 规范 化 x = 
上 
Ves lt =1-al). (13.15) 
j=! 
类 亿 地 ,从 (13.14) 可 得 
一 2400 
yp — -20) AO lw 人 =e), (0340 
j=1 
联合 (13.15) 和 (13.16), 推 对 条 个 足够 本 的 1 在 
Q(t) Gn 人 
市 有 -个 绝对 值 为 1 - ef, 不 妨 疫 其 为 cu(D), 因 为 如 果 不 然 ,只 
重 排 一 下 yw 及 相应 的 总，……,A .于 是 有 
la, (可 =1-2(0: 
y 
le, tt js s(D), v6 (13.17) 
,4-4(0) )-4(0) <e(lt). 


因为 {4G 一 (0)Jr 当 tz0 时 是 的 连续 了 区 数 ,因此 当 t 足 够 小 时 
(13.17) 中 j 的 指标 1 与 无关. 

特征 向量 的 规范 化 |x 中 {8 细 =1 仍 保留 一 个 绝对 值 为 1 的 末 定 
因 了 ;选取 此 因 了 使 得 不 仅 |& 人 tj 而且 as 人 本身 近乎 1: 


a, (f=1- elt). (13.18) 
这 样 ,联合 (13.6),(13.13) 和 (13.17), 推 出 
-ys se (13.19) 
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于 xGI( 引 ,9 人 本身 是 正 交 组 ,显然 两 个 正 交 单位 向 量 不 能 
同时 与 同一 个 向 量 y"” 之 差 的 范 数 足够 小 ,这 就 是 说 ,不 同 的 特征 向 
量 x 中 人 人) 近乎 于 不 同 的 向 量 y， 

(13.19) 表 明 , 随 1 一 0, 经 适当 规范 化 的 x 中 四 趋向 .而 
(13.17) 表 明 存 的 在 ! = 0 订 微 ,而 且 殉 (0)= pj; 由 此 可 知 , 当 t 是 够 
小 但 不 为 零 时 , 4(f) 的 近乎 4 的 特征 值 都 是 单 根 . 口 


全 


3.14 ”稳定 咎 阵 
3.14.1 引言 考虑 一 阶 线性 常 系数 党 微分 方程 组 
dx 、 
元 =4(x(9- 刘 ， (4.0 


其 中 4eR”;x(t) ,XeR”. 

显然 , 若 在 某 时 间 上 有 

x 人 (人 B)= 守 ， 

则 x 人 的 在 # = 计时 停止 变化 .因此 , 诗 称 为 方程 组 (14.0) 的 平衡 .如 果 4 
是 非 奇异 的 ,那么 x() 仅 当 其 达到 平衡 部 时 才 停 下 变化 . 

关于 这 种 方程 组 主要 的 问题 是 : 

(1) 怎样 给 定 初始 值 x(0) 能 使 1 -> op 时 区 二 -这 

(2) 更 重要 地 ,在 什么 条 件 下 ,对 于 任意 选取 的 x(0), 都 能 僻 
E >》 oo 时 区 人 一 部 

如 果 对 任意 选取 的 初始 值 x(0), 当 1 -> w 时 均 有 x( 站 一 诗 , 则 
称 庆 为 方程 组 (14.1) 的 豆 体 稳定 平衡 . 

可 以 证 明 : 平 衡 这 整体 稳定 的 充分 必 此 条件 是 4 的 所 有 特征 值 
有 负 实 部 . 
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更 一 般 地 ,考虑 一 阶 非 线 性 常 微分 方程 组 
dr ~ 
f(x(D) -2 (142) 


其 中 . 
f:R* SIR’, f=(f,.,f,), 

假定 乒 …, /有 连续 偏 导数 ,而 是 f(x)=0 当 匡 仅 当 x =0. 

仍然 ,x(f) 停 止 变 化 当日 仅 当 其 达到 平衡 天 ;而 且 自 然 提出 此 平 
衡 的 稳定 性 问题 .现在 ,存在 多 种 可 能 的 稳定 性 概念 ,它们 不 是 全 者 
能 单 用 算 阵 理论 所 出 . 

能 单 用 矩阵 理论 提出 的 概念 之 一 是 局 部 稳定 性 . 它 与 整体 稳定 
性 不 同 ,问题 的 提 法 是 : 

对 于 选取 的 每 个 充分 接近 充 的 初始 值 x(0), 当 1 > oo 时 ,x(?) 
是 否 收 敏和 到 总, 也 就 是 说 ,如 果 从 平衡 给 以 小 扰动 ,系统 是 否 收敛 到 
平衡 ? 

“充分 接近 ”和 ?小 ”的 说 法 可 以 加 以 精确 化 . 

利用 Taylor 定理 ,方程 组 (14.2) 可 以 近似 地 替换 成 线性 常 微分 方 
程 组 


至 = 人 xz( 人 - 守 ， 
而 且 在 立 的 某 个 邻 域内 ,不 会 改变 诛 始 方程 定性 的 动态 性 质 .这 里 
| 


4 


是 取 值 于 原点 的 六 的 Jacobi 矩阵 
如 果 对 在 该 邻 域内 的 所 有 初始 值 x(0), 当 1 一 oo 时 均 有 
xf 一 诗 , 则 称 计 为 局 部 稳定 平衡 . 
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因此 ,平衡 这 局 部 稳定 的 充分 必要 条 件 是 .7y 的 所 有 特征 值 有 有 
负 实 部 . 

3.142 定 义 设 4eC””, 骨 

i,(A),i (4),i (4) 


分 别 天 示 4 按 代 数 重 数 计算 的 具有 正 实 部 、 负 实 部 、 零 实 部 的 特 
征 值 的 个 数 ， 


i (A)+i (A)+i (A)=n, (14.3) 
三 元 组 或 说 行 向 量 
A)=(, (A)i (A)i, (A) (14.4) 
称 为 4 的 惯性 (inertia). 
这 一 定义 是 3.1.2 中 白 件 拓 阵 惯性 概念 的 推广 , 
容易 证 明 ( 留 作 练 习 ) 
0 1 0 
i{-A) =| 1 0 0li(4). (14.5) 
00 1 


3.14.3 定义 设 4eCQ””, 如 果 
放 4)=(0,n,0), 或 者 说 i (4)=n， 
则 称 4 为 稳定 矩阵 (stable matrix). 如 果 
计 4)=(n,0,0), 或 者 说 1,(4)=n， 
则 称 4 为 正 稳定 矩阵 (positively stable matrix). 
显然 ，4 EC 稳定 的 充分 必要 条 件 是 ~ 4 止 稳定 . 
因此 ,关于 下 稳定 矩阵 的 任何 定理 通过 合适 的 插入 货号 便 叮 转 
述 成 关于 稳定 扎 阵 的 定理 .鉴于 如 此 ,纯粹 出 于 数学 上 的 方便 ,往往 
着 重 讨 论 正 稳定 短 阵 的 性 质 . 
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3.14.4 引 理 设 4eCQ” 是 正 稳 定 矩 阵 , 则 下 出 短 阵 都 是 水 稳定 
的 : 

(1} oad+PB,va20 P2000+pB>0. 

(2) 4 一 . 

(3) 4. 

(4) 4". 

证 明 非 常 容易 , 留 作 练习 . 
3.14.5 引 理 ” 设 A e 民 ”是 正 稳定 矩阵 , 则 


det A* > 0, Kk =1,2,.… (14.6) 


证 因 4 是 实 的 ,任何 复 特征 位 必 共 轿 成 对 出 现 ,其 积 作为 止 办 
子 提供 给 行列 式 ; 义 因 4 目 稳 定 ,任何 实 特 往 值 者 是正 的 ,它们 也 是 
作为 正 因子 提供 给 行列 式 .所 以 det 4 >0, 并 因此 


det A* = (det 4 >0， 天 =12… 口 


3.14.6 Lyapunosy 定理 设 4EC”. 
(1) 4 为 正 稳定 矩阵 的 充分 必要 条 件 是 存 仁 正定 沧 阵 
G ET” ,使 得 


H=GA+AG (14.7) 
是 正定 的 . 
(2) 若 存 在 自 伴 矩阵 上 Ge 人 CQ 和 正定 扼 阵 矿 eCQ™w" ,成 广 
GA+A"G=H, (14.8) 


则 4 为止 稳 定 第 阵 的 充分 必要 条 件 是 @ 为 正定 算 阵 . 
证 设 $SeC”* 是 任 一 非 奇异 给 阵 ,对 (14.7) 应 用 “相合 变换 ， 
得 到 


SHS=S"GSS-1AS+S*A°(S°)S°GS. 
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简写 成 
H=G4+ A'G, (14.9) 
其 中 
HBH=SHS, G=8GS, A=S-1AS, (14.10) 
及 与 下 为 "相合 , 避 与 G 为 "相合 ,4 与 4 为 相似 .注意 到 * 相合 保 
自 伴 和 矩阵 的 眉 性 ,相似 性 保 特 征 值 ,而 在 本 定理 讨论 中 囊 和 好 总 是 
自 伴 的 .因此 ,可 以 假定 瑟 , 刀 ,4 三 个 矩阵 处 于 通过 同时 对 五 和 爷 
应 用 " 相合 变换 及 对 4 应 用 相似 变换 而 能 获得 的 任何 一 种 特殊 形 
式 . 
现在 给 出 (1) 的 证 明 . 假 定 4 正 稳定 , 4 是 二 的 修正 Jordan 标准 
形 ,其 任何 非 零 的 上 次 主 对 角 元 案 全 等 于 & >0, 此 & 选取 为 小 于 4 
的 每 个 特征 值 的 实 部 ; 见 [HJ1985j] 的 推论 (3.1.13). 于 是 ,者 取 安 = 了 ， 
则 从 (14.9) 得 


百 = A+A" 
是 自 伴 妹 阵 ,其 对 角 元 素 是 4 的 特征 值 的 实 部 的 2 倍 , 全 是 正 的 ,而 
且 严 格 对 角 优 势 . 困 此 , 产 和 他 是 正定 的 ,必要 性 得 证 ， 

再 证 充分 性 .假定 G 和 (14. 刀 确定 的 五 都 是 正定 矩阵 . 令 
B= G4, 
则 B+ B* = 万 是 正定 的 :对 这 疯 个 等 式 同时 左 乘 和 右 乘 G 的 半 方 
根 G'? 的 逆 和 矩阵 G" 2, 得 
Gr AG = G1 BO 


和 正定 的 
OBG-? 4 (GBG™” 了 = GEG-0: 
内 此 有 
G2 AG + {G2 AG ) = G2HG-?. 
这 表明 相似 于 有 4 的 G"“* AG ?有 正定 的 自 伴 部 分 , 依 3.12.2, 其 特 
征 值 也 就 是 4 的 特征 值 有 正 实 部 , 
对 于 2) 的 证 明 , 充 分 性 已 蕴涵 在 {1) 中 , 故 只 须 证 明 必 要 性 ， 
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设 4.G ,所 eC” ,A 是正 稳 定 的 ,Gi 是 自 伴 的 ,HH 是 正定 的 ， 
而 且 成 立 
GA+ A'G, =H,, 
要 证 明 的 是 G, 必 正 定 . 
用 反 证 法 .假定 G, 木 是 正定 的 ,根据 (0, 必 存在 正定 矩阵 
G, eC” ,使 得 
G,A+ 4A'G, =H, 


也 是 正定 的 . 令 
B=G4, B,=G,4, 
则 有 
B+B BB 
Bt TH +s) i-12 
2 2 2 
其 中 
5S,=B,-B, i=12 
是 斜 自 伴 的 . 
考虑 自 伴 矩阵 函数 


Gla}= ac +(1 -a)5,, a e [0,1], 
G(0}= G, 的 记 有 特征 值 是 正 的 ,而 G(1)= G, 至 少 有 一 个 特征 值 
不 是 正 的 . 
因为 G(a) 的 特征 值 总 是 实 的 ,而 且 连 续 地 依 束 于 ,所 以 存 
在 au e(0,1], 使 得 Gla, ) 至 少 有 一 个 特征 值 是 零 , 即 G(x, ) 为 奇 
异 的 . 
注意 到 


Glao )j4 = Co 已 + 人 一 an )B, 
1 1 
= 了 co 及 + 了 人 -ao 委 ， 


1 1 
13 008 + -00),, 
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有 正定 的 自 伴 部 分 


Goo)4+ (000)4) 1 pl a) 

2 2 2 
依 3.12.2,G(ao )4 是 非 奇异 的 .然而 ,这 与 G(c。} 的 奇异 性 相 矛 盾 . 
因此 ,起 初 @, 非 正定 的 假设 不 成 立 . 口 


通常 ,方程 (14.8} 称 为 Lyapunov 方程 ,使 C4+4G 成 为 正定 第 
阵 的 矩阵 GG 统称 为 Lyapunov 方程 的 Lyapunov 解 . 

正定 算 阵 是 正 稳定 矩阵 的 特殊 情形 ,Lyapunov 定理 作为 正 稳定 
矩阵 的 基本 定理 ,表明 了 正定 矩阵 与 所 有 正 稳定 矩阵 的 密切 关系 , 提 
炼 出 以 能 够 得 到 的 (14.8) 的 右 端 来 检验 4 eC ”的 稳定 性 的 可 行 步 
标 . 

关于 方程 组 (14.8), 在 7.1 中 有 进一步 的 讨论 . 

可 以 想象 : 自 伴 和 抢 阵 是 对 实数 的 一 种 自然 的 矩阵 模拟 ,正定 盾 阵 
是 对 正 实数 的 一 种 自然 的 矩阵 模拟 , 正 稳 定 矩阵 是 对 其 有 正 实 部 的 
复数 的 一 :种 自然 的 矩阵 模拟 . 
3.14.7 定理 设 4eC"" 是 十 稳定 矩阵 . 

(1) 对 每 个 五 sf (14.8) 有 了 唯 - 解 G. 

{2) 若 吾 是 自 伴 的 , 则 相应 的 解 G 必 有 是 自 伴 的 ， 

(3) 苦 吾 是 正定 的 , 则 相应 的 解 G 必 是 正定 的 , 

证 (0D 见 7.1.20. 

(2) G 是 (14. 多 的 解 且 如 是 自 伴 的 ,于 是 

H=H'=(64+4°6) =G°4+4°0°, 

由 此 并 根据 (1) 的 解 的 唯一 性 结论 ,推出 G* = GG. 

(G) 从 3.14.6 的 (人 2]) 排 出 ， 口 
3.14.8 推论 设 4sC 汪 .4 正 稳定 的 充分 必要 条 件 是 存在 正定 短 
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阵 台 满足 方程 
GA+ AG=1. 口 (14.11) 

这 是 常见 的 Lyapunov 定 埋 的 普通 形式 . 

3.14.9 定义 设 A4AeC””, 对 于 万 =1,…,n, 用 
E.(4) 

表示 人 的 | "| 个 丰 阶 主子 式 之 和 

换 句 话说 , 土 瓦 ,{ 4 是 4 的 特征 多 项 式 det(47- 4) 中 放 * 的 
率 数 .特别 

Ei(A)}=trd, E,(A}=det4 

对 于 A4e 限 ” ,有 另 一 个 重要 的 稳定 性 判别 准则 , 它 着 眼 于 4 
的 主子 式 之 和 或 特征 多 项 式 . 
3.414.10 定义 设 4e 民 ,相伴 4 的 Routh-Hurwitz 和 矩 降 是 指 如 下 
Q(AeR™: 


2( 们 =[wj] 
E(A) EN(A) E,(A) 1 i 0 
1 E,(4) E,(4A) es 0 
0 EFE(4) E,(4) : 
0 1 E,(4) : 
| 0o 0 EE(4) : 
1 : 
: 0 
0 9 0 E {4) 
(14.12) 
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其 中 记号 区 (A)G =1,…,n) 如 3.14.9 定义 
人 2 (4) 的 结构 是 :对 十 i 二 1…,n ,有 
(1) 对 角 元 素 @， = 8,(4). 
(2) 在 第 了 列 中 : 
外 ;之 上 ， 
w= EBA) k=1.,i-l, 
这 里 ,规定 当 j>n 时 E,(4)=0; 
颁 ;之 下 ， 
人 = Ei(A),k =1,.…,N—i, 
这 里 ,规定 E,(4)=1, 当 j<0 时 E,(4)=0. 
3.14.11 Routh-Horwitz 稳定 判别 准则 ”矩阵 4 e 民 ” 正 稳定 的 充 
分 必要 条 件 是 Routh-Hurwitz 矩阵 2{ 4) 的 前 主子 式 是 正 的 . 
证 明 从 酷 . 
描述 一 种 新 的 证 明 技巧 :利用 吾 { 作 写 出 4 的 特征 多 项 式 ,再 
构造 一 个 以 如 此 多 项 式 作 为 其 特征 多 项 式 的 简单 形式 的 矩阵 ,诸如 
友和 矩阵 ;然后 应 用 Lyapunoy 定理 { 需 经 许多 代数 计算 ) 得 出 Routh- 
Hurwitz 条 人 忻 . 
关于 Routh-Hurwitz 稳定 判别 准则 有 两 点 值得 指出 : 
(1) 在 有 些 场合 , 它 是 确定 4 eR 民 ” 惯 性 的 更 一 般 而 复杂 条 件 
的 一 种 特殊 情 沉 . 
(2) 它 可 以 等 价 地 陈述 为 检测 多 项 式 的 “ 正 稳定 性 ”, 即 多 项 式 
的 所 有 零点 是 否 分 布 在 复 平面 的 右 半 平 面 . 
3.14.12 定义 ”和 矩阵 4eC”™" 称 为 半 正 稳定 的 ,如 果 
i (A)=0, 
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办 即 4 的 每 个 特征 值 有 非 负 实 部 . 
3.14.13 引 理 设 A4AeCQ”™", 车 存在 正定 的 GeC” 和 和 半 正 定 的 
六 eC 成 立 (14.8), 则 4 是 半 正 稳定 的 . 


证 定义 
S=G4-A'G. (14.13) 
显然 ,车 GG 自 伴 , 则 访 斜 自 伴 , 从 QD4. 引 和 (14.13) 得 
2GA=H+S. (14.14) 
现 设 1e A(A4) 量 Ax = 站,xrz0, 于 是 
2GAx = 2AGx, 
并 从 (14.14) 有 
(本 +Sjr= 24Gr， (14.15) 
左 弱 六 得 
24x Gx=x Hrt+x'Sx. {14.16) 


对 (14.16) 取 实 部 ,注意 到 
XGr>0, TDr>O， 
以 及 依 3.4.2 知 x "Sx 是 纯 虚 数 , 得 
2(Re A Gx = x Hx, (14.17) 

由 此 推出 ReX 二 0， 口 
3.14.14 定理 设 4eC”w ,证 没 存在 正定 的 GeC” 和 半 正 定 的 
于 EC 成 这 (14.8), 而 且 S 如 [4.1 必定 义 , 则 4 为 正 稳定 的 充分 必 
要 条 件 是 在 瑟 的 零 空 间 2of5 中 没有 G7™S 的 特征 向 量 . 

证 假设 有 x#0 是 GS 的 特征 向 最 ,而 且 xeof, 则 
x =0, 从 而 对 茜 个 多 ce 人 成 六 

AGx = Sx =(S+H)x=2GAx, 


rr 
7 
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由 于 二 4 是 4 的 特征 什 , 根 据 (14.17)， 


Re4=2Re(34]- x Hs = 人 0， 


x Gx 
因此 4 不 是 正 稳 定 的 .这 表明 条 和 件 “4 正 稳定 ” 草 灾 “ef 中 没有 
G S 的 特征 向 量 ” 
男 一 方面 , 依 3.14.13, 4 的 所 有 特征 值 有 非 负 实 部 .如 若 4 不 是 
正 稳 定 的 , 则 存在 4€ A(4),Re 4 =0. 于 是 , 当 x 关 0 是 4 的 相应 于 
多 的 特征 向 量 时 ,从 (14.17) 推 出 
x Hx=0, 
而 如 此 情况 因 玉 是 半 正 定 的 , 仅 当 Hx = 0 时 才能 发 生 .将 x=0 
代入 (14.15), 得 
Sx = 2A4GY, 
因此 ,x 是 G15 的 特征 向 量 ,x e 2 .这 表明 条 件 “ of 肪 出 
CS 的 特征 向 量 " 蕴 涵 “ 4 是 正 稳定 的 ” 
3.14.15 定义 设 A4eC” ,有 EC ,第 阵 对 (4， 思 ) 称 为 可 折 抽 的 
(controllable), 如 果 算 阵 
=[B AB A°B -.. A™'8| (14.18) 
的 秩 
Frank 多 一 天 ， (14.19) 
多 称 为 可 控制 矩阵 (controllability matrix). 
可 控制 性 的 概念 出 现在 线性 控制 微分 方程 组 理论 中 . 
设 4eR”" 和 有 吾 E 腿 ”” 是 给 定 的 矩阵 ,向 量 值 函数 刀 称 为 控 
制 , 它 是 由 控制 变量 组 成 的 ,向 量 


u(t)=(0 (10), (0)) eR” 
而 且 , 对 任意 给 定 的 连续 的 ,以 及 对 每 一 给 定 的 向 量 x0 e 民 ” ,要 
值 问题 
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= Ax(t}+ Bu(t), x(0)=x™ (14.20) 


有 唯 -- 解 . 

可 控制 性 问题 如 下 :对 于 每 对 部 X0) E 恨 ” ,是否 存 在 某 个 时 刻 
<o 发 控制 4 的 某 种 选取 ,使 得 初 值 问题 (14.20) 的 解 满足 
xz 站 = 元 ? 答案 是 :肯定 存在 的 充分 必要 条 件 是 矩阵 对 (4,8) 是 可 
控制 的 . 

在 应 用 上 ,可 控制 的 意义 是 可 能 操纵 控制 变量 ,使 系统 从 任 -一 初 
始 状 态 启 动 ,实现 达到 任 一 所 希望 的 状态 .例如 ,通过 适当 地 控制 火 
第 发 动机 ,将 太空 裔 从 围绕 地 球 的 轨道 转移 到 指定 的 围绕 月 球 的 轨 
道 ,或 者 " 软 着 陆 " 至 月 球 . 

已 经 证 明 :3.14.14 中 有 关 G™ 5 的 条 件 的 等 价 说 法 是 知 阵 对 
(4', 太 ) 为 可 控制 的 .因此 ,车 正定 的 GeC” 和 半 正 定 的 
五 eC 满足 (14.8), 则 A EC ”为 正 稳 定 的 充分 必要 条 件 是 矩阵 
对 (4", 万 ) 为 可 控制 的 
3.14.16 定理 设 A4eC”, 存 在 自 伴 短 陡 G EC 和 正定 外 阵 
且 E 克 ”成 立 (14.8) 的 充分 必要 条 件 是 

i,(A)=0. 
而 及, 满足 如 此 条 件 时 ,成 立 
i(4)=iG). 

证 明 从 略 .可 参见 [HJ1991] 中 的 (2.4.10). 

3.14.17 定理 ”AeC"" 正 稳定 的 充分 必要 条 件 是 对 每 个 着 零 的 
xX eC” 存在 正定 第 阵 忆 eCQ”“ 使 得 
Re(x*GAx)> 0., (14.21) 

证 设 xeC” 是 4 的 相应 于 4e4(4) 的 特征 向 量 ,并 设 

G eC” 是 任 : 一 正定 甜 阵 . 则 
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Re(x*GAx)= Re(x*G(Ax)) = Re(x*Gx4}= (x*Gx)Re 4， 
关 x'Gx >0, 故 Re(x*GAx) '5 Re 和 4 同 号 .这 样 ,充分 性 已 然 每 证 . 
再 证 必要 性 .由 于 有 4 是 堪 稳 定 的 ,应 用 3.14.6, 存 在 正定 的 G 使 
得 由 (14. 了 7 定义 的 吾 也 是 正定 的 ,因此 ,对 于 任何 非 零 的 xe CQ"， 
Re G4)= 2GA4r + x 4 0x)= Tx Hh >0.， 口 
Lyapunoy 定理 保证 ;如果 寻找 到 单一 的 正定 拢 阵 如 ,使 得 二 次 
型 x"GAx 对 所 有 非 零 的 xeC” 有 正 的 实 部 ,那么 4 是 正 稳 定 的 . 


局 部 的 要 求 { 对 每 个 x 存在 一 个 G). 
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4 非 负 和 扼 阵 


4.1 基本 概念 和 基本 性 质 


4.41 定义 设 4=[4;] eR ,如 果 
a >0, Vi=b,m, j=1,…,n, {1.1) 


其 4 的 所 有 元 素 是 非 负 的 , 则 称 4 为 非 负 逢 阵 (nonnegative matrix), 
记 作 4>0. 

如 果 (1.10) 中 成 立 严格 不 等 号 , 即 4 的 所 有 元 素 是 E 数 , 则 称 4 
为 正 矩 阵 (positive matrix). 记 作 A4>0. 

设 4.B8BeR” ,如 果 成 六 A 一 B20, 则 记 作 42B; 如 由 成 立 
有 4- 吾 >0, 则 记 作 4>8B. 

注意 : 正 ( 非 负 ) 短 阵 与 正 ( 非 负 ) 自 伴 映射 使 用 条 样 的 记号 ,不 要 
把 概念 混 诺 了 . 

对 于 任意 的 4= [Gy] eC ,引进 记 切 


=[la; 1]J, (1.2) 


即 表示 以 a, 之 模 | a, | 为 元 素 的 千 阵 . 
以 上 定义 自然 适 帮 于 向 量 .n 维 行 向 量 是 1xn 知 阵 ,n 维 列 向 

其 是 x1 条 阵 . 

4.12 定理 设 4ABC,DeC”™™,a,pP eC, 则 
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(1) |4>0;|4=0 当 且 仅 当 4=0. 

© led=lol4. 

G) |4+ 有 <|4|+ 国 . 

(4) 车 4>0 且 4z#0, 则 当 m 或 xn 大 于 1 时 不 -- 定 成 立 
A>0. 

(5) 若 40,8>0,Hea,B>20,Mad+ BB>0. 

(6) 者 48,C>D, 则 A+C>BI+D. 

四 若 A428,B>C, 则 A>C. 

证 明 留 作 练习 . 
4.13 定 理 设 4B,C,DeC”™,xeC”, 则 

0 la sa 

(2) |48|<|4lal. 

(3) |4"|<|A ,m= 12,.…. 

(4) 0 < A<BO<C<D MO AC<BD. 

(5) 考 0< AS BNMNOS A” < Bm=12,.., 

(0) 若 4>0, 则 4”>0; 若 4>0, 则 4"” >0,m=12,.... 

中 者 4>0,x>20Hxx0, 则 Ax >0. 

(8) 阁 4>0,x>0 且 4x=0, 则 A =0. 

0) 着 | 本 < | 下, 则 | 和， < bal 

00 ad =|4;. 

证 明 窗 作 练 习 . 

显然 ,论断 (9) 和 (10) 对 任何 绝对 范 数 狐 成 立 ,Frobenius 范 数 仅 是 
一 个 例子 . 
4.14 定 理 设 4,8BeC”,|4|<B, 则 


P(A)< pl(4l)< p(B). (1.3) 
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证 依 4.1.3 的 (3) 和 (5), 
[4"|s A < B", m=12,. 


由 此 并 依 4.1.3 的 (9) 和 (0), 有 
[el sl, shel m=12. 
< 因 <|a”|”, m=12,.…: 

现在 让 mm 一 eco ,而 且 应 用 2.1.26, 即 得 {1.3). 口 
4.1.5 推 论 设 ABeR™,H0O<A<B, 则 

plA)< p(B). 品 
4.1.6 推 论 设 4eRR”,4>0,4 是 4 的 任 一 主子 矩阵 , 划 

pA)< p(4). 
特别 

maxa; < Ad (1.4) 


lier 
证 座 用 是 有 4 的 rxr 主 了 矩阵 .1 <r < 用 肝 表 示 将 和 4 中 
除 总 的 元 素 所 在 位 置 以 外 的 元 素 置 为 零 而 得 的 nxnn 逢 阵 .于 龙 
有 


p(4)= p(4), 0<A<A4. 
因此 , 依 4.1.5, 
op)= olajs p(4). 品 
4.1.7 引 理 设 4ER” .4>0， 
(1) 若 4 的 各 行 之 和 相等 则 ef 人 = 人 | 
(2) 兰 4 的 各 列 之 和 相等 , 则 p(4)=j4). 
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证 ” 依 2.1.20, 对 于 任何 矩阵 范 数 人 ,ef4)<|4d 


如 果 4 ME ,那么 Y= (1…,1) 是 4 的 相应 特征 什 


‖ 和 的 特征 向 量 ,因此 p(4)= )=|4.. 


如 果 有 4 的 各 列 之 和 相等 ,那么 现在 x =(1,…,1) 是 47 的 相应 


特征 值 


P(A)=p(4)- | -IA 
4.1.8 定 理 设 4=[aj] eR ,AZ0, 则 成 立 


上 
min > A, < PIA)< max > a 
lsisn 4 J A ) lsisn 4 
j= j= 


mn, < pl( (4) < max Ya, . 


1 jE 
jn lsij<m jl 


a = min ay. 
i 请 1 " 
构造 =[5,]e 民 ” ,使 得 
A2B20, Yb,=a, i=l,.,n. 
j=1 


比如 , 若 灵 = 人 0, 则 取 召 =0:; 若 ww > 0, 则 取 


依 4.1.7, p(B8)= w :再 依 41.5， 
olBjs ptd)， 


(1.5) 


(1.6) 


此 即 (1.5) 中 行 和 形式 的 下 界 , 按 相仿 方式 容易 确立 (1.5) 中 行 和 形式 
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的 上 界 ， 
将 行 和 形式 的 界 应 用 于 4' , 即 得 (1.6) 中 列 和 形式 的 界 . 
4.19 推 论 设 4=[ar]s 了 ,4>0 旦 
ya >O, i=1,…n, 
j=1 


则 p(A)>0. 


特别 ,车 4 > 0 ,或 者 4 是 不 可 约 非 负 和 矩阵 , 则 p(4)>0. 


4.1.10 定理 设 4=[aj]e 民 ,4 0, 则 对 任何 


x= (0 eRR”, XxX>0, 


成 并 
pp 1 < PN)< mr Pe x 
和 
WD PN) ms 
证 取 


S = diag{(x,,…,x, ), 
从 A 三 0 和 x >0 推 中 


SAS= [ ,|20. 
芭 
将 4.1.8 应 用 于 5S- .49 ,并 注意 刘 


plS +48)= pl(4), 
即 得 {1.7 和 (1.8). 


4.1.11 推论 设 4=[a,leR”,A>0;x=(x,…,X,)】 ER”, 且 


口 


(1.7) 


(1.8) 
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X>D. 训 果 
,BeR, a,p20, ors A ti, 
那么 
a<p(A)<pB. 
而 且 , 若 ox < 4dx, 则 a < p(4A): 若 Ax < 的, 则 pl4A)<B. 
证 设 ax < Ax, 则 有 
. 1 
We 
依 4.1.10, 得 @ < p(4). 而 当 ax < Ax 时 , 必 存 在 
>a, Ox<Ax, 
从 而 
pA)>0'>a, 
上 办 的 推导 相仿 . 口 
4.1.12 推 论 设 4eR ,4z>0. 如 果 本 有 正 特征 向 量 ,那么 对 应 的 
特征 值 必 是 pf4j; 也 就 是 说 ,如 果 4r= 委 日 x>0, 那 各 


4.=p(A). 
证 设 xX>0 且 Ax = 和 x, 则 =0, 从 而 可 将 Ax = Ax 写成 
Arz Axz dx, 
于 是 , 依 4.1.11， 
Ai<p(A)<4. 口 
4.1.13 推论 设 4=[a,le 民 ,4>0,. 如 果 4 有 正 特征 向 量 ， 
那么 
po 人 = 六 
1 
0 (9 
证 设 


+ 


元 = ( 吉 ，… 元 太 >0 
是 4 的 特征 向 量 , 依 4.1.12, 成 立 扩 = ef4 这 .由 此 ,显然 有 
min Sa, = p(4A)=max Ya,z, . 
lzisn Xs 请 lzis=n A 站 
再 注意 到 依 4.1.10 有 
min Ey dx; < maxmin LY ax, < p(4) 


isizn 和 x20 leisn ¥. pe 
了 下 = 


1 
和 
1 二 1 过- 
pl4) < min max— Da,x, < Imax 一 - >》 a,t,, 
区 > 站。 lzisn X, jl l=ism ji 
即 得 (1.9). 口 


4.1.14 推论 设 4=[ai]eR” .4>0. 如 果 4 有 下 特征 向 量 
X={xX,…,X】 ,那么 对 丁 m = 二 142 和 ?二 1,…,n ,成 六 


Max 区 下 
Sar sy 
min x 

tke 


利 


TSX xX, 


Lksn 


min x 1 
Se pA Da, a 
j=1 


其 中 4” =|eg] .因此 , 如 果 4 有 下 特征 向 量 且 p(4) > 0 ,那么 对 


人 
了 m=1,2,…, 知 阵 (p(4)"' 4 的 元 素 -- 致 有 办 
证 依 4.1.12, 4x = pfdjxz. 从 而 


A"x= p(AY'x. 
此 注意 到 4” 兰 0, 有 
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P(L4)maxxz > p(AY' x =(4"x) = De ， 


lzhsn 


>{minx ee 一 |， 


ssn 


此 式 因 x > 0 而 等 价 于 (1.10). 类 似 地 有 
P(AY” minx, < p(AY'x, = (4"x) = Vax, 
j=1 


Lin 
< (maxx jo i=1,:,n. 
eke 


=1 


此 式 因 x > 0 而 等 价 于 (1.11). 口 


4.2 正和 矩阵 和 不 可 约 非 负 和 矩阵 


4.2.1 定理 设 4<R ,4>0, 则 4 不 可 约 的 充分 必要 条 件 是 
(+ 4 人 >0. 
更 一 般 地 , 设 4eC”, 则 4 不 可 约 的 充分 必要 条 件 是 
人 + 六 >0. 
证 先 证 必要 性 .条 件 (I + 4” >0 等 价 于 对 任 一 非 零 向 量 
区 之 人 ,成 立 
(1+4 xz>0， 
因此 ,可 以 转 而 考虑 从 x = 区 击发 的 非 负 向 量 序列 
x = + A k=0,L,.…,n—2, 
只 须 证 明 当 xy 有 零 分 量 时 ,zt 和 的 非 零 分 量 必 比 xeo 多 ,使 可 从 
x 至少 有 1 个 正 分 量 递 归 地 推出 x ?=(T+ dx >0. 
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显然 ,x 的 非 零 分 量 不 会 比 x 中 少 . 如 果 x* 吕 和 x 中 的 非 零 
分 量 正好 都 是 mm 个 ,1 < m<n, 那 么 从 x 中 到 x 的 递 推 关系 容 
昂 看 出 存在 壮 换 矩阵 瑚 ,使 得 


二 
Px'**!) = 中 y> 0 Px 二 图 z>0 ， 


向 量 上 和 := 有 rm 个 分 量 . 十 是 


: | = Px = Px + PAPTPx'® = 四座 |; 
0 0 如 4， 0 


其 中 4 是 xm 矩阵 .出 此 ,A4,,2 =0, 并 从 村 1 之 0 及 z>0 推 出 
4 二 0 ,但 这 与 4 不 可 约 柑 溯 盾 . 

绸 证 充分 性 .假设 在 (7 十 4 > 人 的 条 件 下 非 负 秆 阵 4 可 约 ， 
即 存在 置换 矩阵 PP ,使 得 


4A4 4 
PAP' -| " "| A eR™", m<n, 


0 4, 
那么 
_ T+4 4,， 了 
P+ -| A | 
0 I+4, 
(+4 * 
0 C+A,Y™" | 
这 与 人 + 4 和 > 0 矛盾 . 口 
正 矩阵 是 不 可 约 和 矩阵 . 


非 负 矩阵 则 有 可 欧 和 不 可 约 两 类 .特别 ,关于 不 可 药 非 负 生 阵 己 
有 不 少 结论 . 
4.2.2 引 理 设 Ae 民 ,4A >0, 且 存在 


xXeR’,x20,7xz0; eR, 
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满 是 4x > ax, 则 
p(4A)>a. 
证 a < 时 不 用 证 明 , 只 须 考虑 ox >0. 取 & >0, 使 其 满足 
Ax>{a+ek. 
并 令 吾 = 4/(w ++2), 旭 成 立 
Bix2 Bx2-.--> Br>x, k=12,… 

由 此 及 x>0xz0, 推 出 一 ww 时 B' 椒 趋 于 零 .于 是 , 依 
2.1.23, p(B8)> 1, 即 得 

plA)jza+te>a. 口 
4.2.3 定理 设 4=[a,]e 民 ”,4>0, 则 p(4) 是 4 的 具有 如 下 性 


质 的 优势 特征 值 : 
(1) pfl4)> 0, 它 是 4 的 特征 值 ,而 且 对 应 特征 向 量 可 皮 作 正 
的 , 即 存 在 u < 路 ， 
Au=p(Au, u>0. (2.1) 
(2) P(A4A) 的 几何 重 数 是 1. 
G) |< p(A),vAie A(A)HAz p(4). 
因此 ,对 于 任意 取 定 的 向 量 范 数 | ,存在 唯一 的 向 量 
xi) >0, hal=1 
满足 (2.1). 
证 ”由 于 对 于 任何 算 阵 4 均 存 在 的 特征 值 和 Ee 人 及 对 应 特征 
向 量 y= (小 EC*,y 0, 满 足 
Av= Av, |24|= p(4). (2.2) 
由 此 并 注意 到 现在 有 A > 0， 


ne < Vahl j=1,…,n. (2.3) 
i=] j=1 


利用 数学 归纳 法 容易 证 明 : 在 .4 > 人 的 条 件 下 ,(2.3) 中 各 式 等 号 
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成 立 的 充分 必要 条 件 为 存在 仅 依赖 于 向 量 v 的 单位 复数 了 ,所 = 1， 
使 得 

m0 j=l,n. (2.4) 
证 明 留 作 练习 .[ 提 示 : 条 忻 (2.4) 等 价 于 存在 8,0 < 日 <27, 使 得 

v=re’, p20 j=l,n, 
即 vV,…,Y 位 于 复 平面 从 原点 出 发 的 射线 z = re“ 上.] 
因此 ,如 若 (2.4) 不 成 立 ,那么 (2.3) 中 取 严 格 不 等 号 , 即 有 

[4 < A, (2.5) 
于 是 , 依 4.2.2, p(4)> | 放 , 这 与 假设 |4| = p(4) 矛 盾 . 这 样 ,(2.4) 是 成 
立 的 . 取 z = 77V, 则 wr > 0,(2.2) 锋 价 于 


Au = Aun, |4|= p(4). 
由 此 得 知 趟 > 0 ,从 而 
41=|4|= p(4), 
而 且 进一步 有 ## > 0.(1) 得 证 . 
以 上 推 证 已 蕴涵 (3) 的 结论 . 
现在 证 明 (2). 


结论 (1) 的 一 个 明显 推论 是 :车 z 是 任 一 相应 p(4) 的 特征 向量 ， 
则 | >0. 
假定 p(4) 的 几何 重 数 大 于 1, 那 么 至 少 存在 线性 无 关 的 特征 向 
量 z = 人 (和 vv=(w， 
Au=p(Au, lu|>0;: 4 如 =pld， 败 >0， 


取 
ai 
Z 三 Vv——H, 
ul 
则 z 也 是 相应 p(4) 的 特征 向 量 ,应 有 |z| > 0, 但 其 第 一 个 分 量 为 等 
弄 持 .因此 p(4) 的 几何 重 数 为 1. 口 
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4.2.4 Perron-Frobenius 定理 设 AeR” 是 不 可 约 的 非 负 年 阵 , 则 
(1) 4 存在 一 个 正 的 实 特征 值 等 于 其 雍 半 径 p(4). 
(2) p(A) 对 应 的 特征 向 量 可 取 作 正 的 . 
(3) P(A) 是 拭 的 单 特 征 值 . 
(4}) 不 存在 相应 寻 的 其 它 特 征 灶 的 非 负 特征 向 量 . 
证 先 证 (1) 和 (2). 根 据 谱 半径 的 定义 ,4 存在 特征 值 多 和 相应 
的 特征 向量 x eC" ,满足 
Ax =Ar， = p(4), 
因此 ,利用 4 的 非 负 性 ,有 
of4 权 = 时 < 4 


由 此 递 推 ,得 

(p(A)) [| A k=1,2,.: (2.6) 
于 是 成 立 

(1+ p(A) Hs (+A) HH. 02.7) 
依 4.2,1, 


(+ 4 >0, (+A°) >0. 
将 4.2.3 应 用 于 (1+ 41》 ,得 知 其 有 特征 值 p(7 + 4)” ) 及 存在 
相应 特征 向 量 》 > 0; 从 而 利用 转 置 可 得 


y' (I+A)Y” = pl(1 +AY™ )" . (2.8) 
用 y' 左 乘 (2.7), 然 后 应 用 (2.8) 并 且 约 去 因子 y ”|| >0, 有 
G+p(4)” < p11 4)") C9 


另 一 方面 ,(I + 4 ' > 0 的 特征 值 是 


(+ , vueA(4). 
依 4.2.3, 存 在 应 < 4(A), 使 得 


p+ A + 


* 250* 


将 其 代入 (2.9), 可 得 
1+p(A)<h+as1+tla <1+ 2(4), 
由 此 推出 
pe 
因而 (2. 甸 成 立 等 号 ,并 因此 (2.7) 成 立 等 号 , 即 
+4) "=Q+ pa) 
根据 这 -等 式 ,连同 (+ 4)”>0 及 风 0, 推 出 jt >0; 青 连同 
(2.6), 有 


4 = old 条. 
这 表明 : p(4) > 0 是 4 的 特征 值 ,| 着 > 0 是 相应 的 特征 向 量 . 
现在 证 (3). 由 以 上 推 证 已 知 ,属于 p(4A) 的 任 一 特征 向 量 & 必 右 
> 0 .因此 ,仿照 4.2.3 可 证 p(4) 的 几何 重 数 为 1 .另外 ,对 4 和 4 
应 用 (2) 的 结论 ,属于 p(A) 的 左 、 右 特征 向 量 u ,v 可 取 作 正 的 ,因而 
v'4 > 0. 因 此 , 依 2.1.30, p(4A) 是 4 的 单 特征 值 . 
最 后 证 (4). 反 证 法 .假定 存在 非 零 的 非 负 向 量 z 满足 
Az= Az,， A P(A). (2.10) 
从 (了 和 (2 的 推 证 已 知 , 存 在 u > 0, 使 得 
uA=p{(A)u.. 


由 此 ,并 利用 (2.10), 有 有 
plA)u'z= Au'z. 

注意 到 wz > 0 ,推出 4 = p(4A), 这 与 4 p(A) 的 假定 节 盾 .因此 (4) 
的 结论 成 立 . 口 

4.2.3 表明 正和 矩阵 4 只 有 一 个 模 等 于 p{4) 的 特征 值 ,这 就 是 
P(A 本 身 .4.2.4 则 表明 不 训 约 的 非 负 和 矩阵 4 除了 p(A) 木 身 是 特 
征 值 外 ,还 可 以 存在 车 十 模 等 于 p{4) 的 特征 值 . 
4.2.5 引 理 设 AeC”",4eC,x,y eC" ,使 得 
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Ax=Ax, A'y=Ay, x'y=1 (2.11) 

定义 上 = xy , 则 

(1) Ix=x, yL=y. 

(2) ”=L, m=1,2,.. 

(3) A"L=LA" = LE, m=12,.. 

(4) L(A4— AL)=0. 

GS) (4-ALY = A” AL, m=1,2,.. 

(6) 4 一 的 每 个 非 零 特征 值 也 是 4 的 特征 值 . 
如 果 附 加 条 件 

所 天 0 ,和 是 有 4 的 几何 重 数 为 1 的 特征 值 (2.12) 

那么 

(7) 4 不 是 4- 全 的 特征 值 , 亦 即 1 -(4- 本 ) 是 可 逆 的 . 
最 后 ,如 果 假 定 

| 必 = p(4)>0,4 是 4 的 唯一 模 为 p(4) 的 特征 值 ， 
| (2.13) 
而 且 妈 的 特征 值 排列 成 
[ts < <%=|= p(4), 

那么 

GB) P(A4—AL)S|4, |< P(A). 

9) CAT =L+04-LT SLm nm. 

(10) 对 于 使 得 


(4,, /p(A)< r<l 
的 每 个 7 ,存在 常数 c = c(r, A), 使 得 
| -二 <er”, m=]1,2,.. 
证 ”由 条 件 (2.11) 直 接 推出 (1),(2),(3) 和 (4); 而 且 利用 轨 纳 法 即 
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可 推出 (9). 注 意 ,z "y= 1 昔 滑 了 和 了 都 是 非 零 向 量 . 
设 上 zz0 是 4- 记 的 特征 值 ,ww 关 0 是 相应 天 的 特征 向 量 ， 
(4~ AL)w= pm. 


HLw= L(A- A jw=0w=0, 
因此 上 w= 0. 从 而 


利用 (4), 有 


Aw=(4— 社 jw = Jw, 

这 表明 j 也 是 4 的 特征 信 .(6) 得 证 . 

现在 考虑 条 件 (2.12). 如 果 #4 = 外 是 4 一 社 的 特征 值 ,w 是 相应 
的 特征 向 量 ,那么 因 4 关 0 ,根据 (的 论证 ,w 也 是 4 的 相应 4 的 特 
征 向 量 . 由 于 入 是 4 的 儿 何 重 数 为 1 的 特征 什 , 必 有 w= ox ,& 是 其 
一 非 零 常数 .因此 ,利用 (1), 有 

mw= iw=(4—ALWwW= (4- or = od Aor=0, 
但 这 是 不 可 能 的 ,因为 才 关 0,w 大 0 .了 矛盾 .( 人 得 证 ， 

从 (6 得 知 ,对 于 p(4 一 本 ) 来 说 或 者 

el4- 和 他)=| 轴 | ,大 是 寻 的 某 个 特征 值 ， 


或 者 
P(A - 0) 0， 


=| 州 = of4) ,因此 ,在 条 件 
人 .13) 下 ,利用 和 an 即 得 (8)， 
联合 (8} 和 (5). 从 (名 有 


pla'4 一 Z)= A 


由 此 并 利用 (5), 得 
47 =047 -L303m ym, 
这 等 价 于 (9). 
全 于 (10) 的 收敛 速度 的 结论 .只 要 将 2.1.25 应 用 于 和 矩阵 
4 4 一 工 ， 


4 
pz “eg 


<1, 
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并 选取 上 & 使 得 


ol 和 4 —_L)+ sz (4 fp(A))+s <r<], 
即 可 得 证 . 口 
4.2.6 定理 设 4ER ,4>0, 则 
Himfo(4 4 = 工 ， (2.14) 


其 中 天 三 区 ,XxX >0,y>0, 而 且 
Ax=p(Akr, Ay=p(A)y, x y=1. 
证 因为 
A>0,4 >0,p(4)=p(4'), 
依 4.2.3, 存 在 > 人 0,z > 0 ,使 得 
Ax=p{A)x, A'z=p(A)z. 
取 
了 三 (x'z) Zz， 
这 里 x ”z > 0 是 实数 ,从 面 有 
X y=X (zz z= (x'z)} (cz) =1. 
现在 ,对 于 外 = p(4),x 和 yy 来 说 ,满足 4.2,5 的 条 件 [2.11)， 
(2.12) 和 (2.13). 因 此 ,从 4.2.$ 的 (9) 得 (2.14)， 口 
4.2.7 推 论 设 4eR ,4>0, 则 


Z=imlel 4 
是 秩 为 1 的 正 知 阵 . 


4.2.8 定理 (Ky Fan) 没 A=[ayleC”™,B8=IBb,]eR”, 而 且 
B=0,|4l<B, 则 


UAcU zeik-al<plB)-a)} 15) 
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证 注意 ,4.1.6 保证 
p(B)-b, 20, i=L,,n. 
可 以 假定 BB>0. 因 为 若 如 的 某 些 元 素 为 零 , 则 可 转 而 考虑 甜 阵 
B,=[b, +el,£>0;B, >|4|, 当 a > 0 时 
p(B,)-(b; +E) > p(B)-b,. 
现在 ,B > 0, 依 4.2.3, 存 在 向 量 x 一 (Xi,…,,】 > 0, 使 得 
Bx = p(B)x. 
从 而 


> Gy Fk, < Dh, p(Bjx — bx, i=1,.…,h. 


j= | 


于 是 ,有 
1 Dlayke, < p(B)-b;, i=1e,n. 
Xi; j=1, #1 
至 此 ,从 1.6.25 可 直接 推出 人 2.19)， 口 
4.2.9 定理 设 4es 限 后 ,4>0,4 有 正 的 左 特 征 向 量 .而 且 设 存在 
xeRR",x>0,xQ ,满足 
Ax > p(A)x, 


则 
AxX = p{Akx. 
证 设 y>0 是 4 的 左 特征 向 量 ,4'y= Pp(4)y, 则 
py (Ax-p(A)x)= p{A)y' x-p(A)y' x=0. 
由 此 并 注意 到 Ax 一 p(4jx >0, 推 出 
Ax— plA)x =0. 

4.2.10 定理 设 4,B eC” ,| 下 < B,B 不 可 约 , p(B)= AP, 而 
且 


1 =eep(4] 
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是 4 的 特征 值 , 则 存在 


0.,.…,0, eR, 
使 得 
A=e*DBD', (2.16) 
其 中 
D=diag(e'®,.…,e® ). 
证 ”由 假设 


风 = p(A)= p(B), 
且 存 在 x=(%,…,x%,)】 关 0, 使 得 Ax = Ar ,有 
plB)x|=|Ax|=|Ax| <|Alx| < Bx. (2.17) 


央 为 召 关 0 且 不 可 约 , 依 4.2.4, 妃 有 正 的 堪 特 征 向 量 ;于 是 ,根据 (2.17)， 
依 4.2.9 得 


Blx|= p(B)|. (2.18) 
并 因而 
| 本 =|4= 是 | @19) 
这 样 , 依 4.4.2,(2.18) 比 酒 ||> 0, 再 依 4.1.3 的 (8), 即 从 (2.19) 推 
出 


|4|=8. 
现在 定义 
万 eR, ec 一 1 …- ,天 
区 | 
并 令 
D =diag[e2 ve ), 
则 有 


= 如 | 中 Ax= Ax— AD|x| =ei” p(B)DIx| ， 
因此 
e*D AD|x|= p(B8)|x|= Bx|. 
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髓 注意 到 
加 > 0,le ”Dp 4D| =B, 
推出 e DAD=B. 口 


4.3 ”循环 矩阵 和 素 矩 阵 


4.3.1 定义 设 4ER 光 是 不 可 约 的 非 负 和 矩阵, 且 有 大 个 模 等 于 
P(A) 的 特征 舍 . 

如 果 志 = 1, 则 称 .4 为 素 和 矩阵 (primitive matrix). 

如 果 万 > 1, 则 称 4 是 指数 为 的 欠 环 烃 阵 (cyclic matrix of 
index 无 ) 或 非 束 和 矩阵 (imprimitive matrix). 

循环 和 矩阵 和 素 和 矩阵 的 概念 是 为 讨论 非 负 阜 阵 的 谱 而 引入 的 . 
4.3.2 定理 设 4e 限 ”是 指数 为 无 的 循环 矩阵 ,也 就 是 说 ,4 是 
n xn 的 不 可 约 非 负 算 阵 ,而 且 有 万 个 模 等 于 p(A) 的 特征 值 , 则 

(1) 4 的 模 等 于 p(4A) 的 大 个 特征 值 是 


和 = pfdje *, j=0,1-%,k-l. (3.1) 
几何 上 看 ,和 ,和 4 均匀 地 分 布 在 复 平面 的 以 原点 为 圆心 、 
p(4) 为 半径 的 圆周 上 . 


(2) 有 4 的 特征 多 项 式 p(4)= det( 和 1 一 4) 形 如 


pW=X -pl4A) -6p(4) ) 全 -eol 
(3.2) 
其 中 芒 + 可 =, 当 r > 1 时 


0<|6,|<1, =2 7. 
几何 上 看 , 除 天 个 模 等 于 p(4) 的 特征 值 外 ,4 的 其 余 非 零 特 征 值 亦 


» TAT * 


可 分 组 ,每 组 均 有 上 大 个 模 相 等 的 特征 值 均匀 地 分 布 在 复 平面 的 圆心 
在 原点 、 半 径 小 于 p(A}) 的 某 圆周 上 . 
(3) 存在 nx 的 置换 算 阵 也 ,使 得 


0 0 4 
4 0 0 
PAP'=|0 4A, 0 : |， (3.3) 
0 … 0 4 0 


其 中 对 角 零 子 和 矩阵 是 方 阵 ,(3.3) 称 为 循环 矩阵 4 的 标准 形 . 
此 定理 证 明 元 长 ,可 参见 [HJ198 引 的 8.4.6 或 [V1962] 的 2.2. 
例 (1) 设 nxn 非 负 和 矩阵 


0 
1 …, 
A4=|0 


1 
0 0 1 0 
可 证 ( 留 作 练习 ) A 不 可 约 ,其 特征 值 是 
2 
b=e", pA jhe 


因此 有 4 是 指数 为 n 的 循环 算 阵 (标准 形 ). 这 是 简单 的 典型 情形 . 
(2) 设 非 负 矩阵 


全 总 与 己 
OO 
La 司 瑚 王 
Ler 
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容易 证 明 4 是 不可 约 的 . 它 的 特征 值 是 
和， =+yw+1，1 ,=+yvV2-1， 
其 分 布 如 下 图 所 示 : | 


因此 , 4 是 天 = 的 循环 矩阵 .而 且 
p(4)= 4 =YY2+1. 
4 可 写成 


0 A4, 1 0 0 1 
4 0 1 1 
21 


开明 其 本 身 已 是 标准 形 . 
4.3.3 定理 设 4=[@]ER” ”是 指数 为 大 (>1) 的 循环 短 阵 , 记 


如 兰 [eag"]. 则 对 于 不 是 大 的 整数 倍 的 任何 正 整数 诊 ,成 立 
a =0, i=Y,.,n. 


符 别 


证 依 4.3.2, 可 选取 4 的 一 个 模 最 大 的 特征 值 为 
A=e*p(A), op -= 竺 . 


政 当 正 整 数 mm 不 是 上 的 歼 数 倍 时 ,e” 不 是 实数 或 正 数 . 
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依 4.2.10. 取 召 = 4 .有 


A=e” DAD", 
从 而 
4A" =[a™]=e™ pA"D", 
推出 
a =ea™, i=l,n; m=12,. 
可 见 ,只 要 e”? 不 是 实数 或 正 数 , 便 不 可 能 有 a;”> 0 .因此 , 当 m 不 
是 大 的 整数 倍 时 , 必 有 Qa;” =0,7=1…,n. OD 


4.3.4 定义 4EC” (不 必 非 负 或 不 可 约 ) 称 为 指数 为 (> 1) 的 弱 
循环 答 阵 ,如 果 存 在 nxn 置 换算 阵 了 ,使 得 PAP" 形 如 (3.3), 其 中 零 
对 角子 矩阵 是 方 阵 - 

4.3.5 定理 设 4<C” 是 指数 为 天 (> 1) 的 弱 循 环 算 阵 , 则 


pi)=detU -= 加 [Tc 64 
Ji 


证 明 从 路 . 
4.3.6 引 理 设 4<Ro ,4>0. 则 4 是 素 矩阵 . 

证 4 是非 负 的 和 下 可 约 的 ;而 且 核 42.4 和 4.2.3,p(.4) 是 单 特 
征 值 ,4 的 任 :不 等 于 P(4) 的 特征 值 4 必 有 | 让 < p(4), 即 只 有 1 
个 模 为 p(4) 的 特征 值 . 口 
4.3.7 引 理 设 才 是 素 矩 阵 . 则 对 所 有 正 整 数 严 ,47” 也 是 素 矩阵 . 

证 因为 p( 人 4 是 4 的 单 特征 值 ,而 且 是 4 的 模 为 p(A) 的 唯 
一 特征 值 ,所 以 (p(4))” 是 4” 的 单 特征 值 ,而 且 是 4” 的 模 为 
(p(4) 的 唯一 特征 值 .因此 ,对 于 m 之 1, 由 于 有 4” 之 0, 必 证明 
4” 是 素 矩阵 ,只 须 再 证 明 4” 是 不 可 约 的 
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用 反 证 法 .假定 对 某 一 正 整数 v ,4 是 可 约 的 而 且 不 妨 设 其 形 


4 = 3¢ (3.5) 
一 0 pD - 上 
其 中 正和 万 是 方 子 矩阵 , 设 4x = p{4)x,x > 0, 于 是 
A'x=(p(A)) x, 
对 应 于 互 和 万 ,将 x 写 成 


如 


则 从 (3.5), 


Dr ={p(A) x®, 
表明 (pl4 是 如 的 特征 值 . 

另 一 方面 ,再 考虑 妖 , 它 也 是 非 负 的 和 不 可 约 的 , 依 4.2.4, 存 在 
向 量 >0 使 得 4y= Pd. 从 (3.5) 类 似 地 可 推出 (ol4 六 是 
8B" 的 特征 值 ,从 而 也 花 B 的 特征 值 . 

这 样 ,(p(4)) 是 DD 的 特征 值 勾 是 B 的 特征 值 , p(4) 成 为 了 4 
的 多 重 特 征 值 ,不 盾 .因此 ,对 于 所 有 m > 1 ,A” 是 不 可 约 的 ; 4” 是 素 
矩阵， 口 
4.3.8 引 理 设 4=[a,1e 民 ” ,A >0,4 不 可 约 ,而 且 

a >0, i=1,.,n, 
则 4 >0. 
证 “显然 ,可 以 选取 产 x 闫 的 不 可 约 非 负 托 阵 吾 ,使 得 
A>y(I+B) +>0. 
于 是 , 依 4.1.2， | 
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4 >y"'(I+B)Y" >0. 口 
4.3.9 定理 ” 设 4=[a,]eR” ,4>0, 则 存在 某 正 整数 六 使 得 


4”>0 的 充分 必要 条 件 是 4 为 素 矩 阵 . 
证 车 nxn 矩阵 B 可 约 , 则 存在 nxn 置 换算 阵 PP， 


PBP' = B, B', 
0 B,l| 


22 


其 中 Bi, 和 B,, 是 方 阵 .于 是 ,PBP7 的 寡 形 如 
Ld CH) 
PB"P' =(PBP') -| 和 | 
0 BB 
这 说 明 每 个 可 约 扼 阵 的 需 也 是 可 约 的 . 
现在 假设 对 某 正 整数 加 ,A4”">0, 那 么 4 是 不 可 约 的 ,而 且 
依 4.3.6, 4” 是 素 和 矩阵 .如 果 4 不 是 素 答 阵 , 刘 4 是 指数 为 某 个 
下 >1 的 循环 矩阵 , 亦 即 4 存在 天 个 模 为 p(4) 的 特征 值 . 因 
此 , 4” 有 上 个 模 为 (p(A) 的 特征 值 ,这 与 4” 是 素 矩 阵 矛 盾 . 必 
要 性 得 证 . 
反之 ,假设 4 是 素 矩阵 ,根据 定义 , 4 是 不 可 约 的 . 依 10.2.9 ，4 
存在 由 非 零 元 素 组 成 的 从 第 1 行 某 元 aq, ; 到 第 1 列 某 元 素 a;, 的 
长 为 m 的 闭路 径 ; 再 依 10.1.6, 这 等 价 于 A" =[a 由 |] 有 a >0. 注 
意 到 依 4.3.7, 4m 仍 是 素 矩 阵 , 必 不 可 约 , 因 而 存在 由 非 零 元 素 组 成 
的 从 第 2 行 某 元 素 a9) 到 第 2 列 某 元 素 4 中 的 长 为 ,的 闭路 径 ， 


2 
等 价 于 4" =[a] 有 a 名 > 0 . 依 此 类 推 .最 后 有 4 mm 是 


不 可 约 的 , 非 负 的 ,其 所 有 对 骨 元 素 是 正 的 .至 此 , 核 4.3.8 得 知 , A 的 
某 次 寡 是 正 的 . 


4.3.10 定理 设 A4eC” 是 指数 为 天 (> 二 0 全 直 几 网 双 得 不 
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整数 j 之 1,4* 是 完全 可 约 的 ,也 就 是 说 ,存在 n xn 置换 矩 阵 ,使 
得 


CD … 0 

CY : 
Pd4“P = 9 .” ol G3.6) 

0 … 0 OO 


其 中 每 个 对 角子 矩 降 C, 是 方 阵 , 而 且 


PC)= PC)=%= pC)= (P(A GD 
进一步 地 , 若 4 是 非 负 、 不 可 约 和 指数 为 的 循环 窜 阵 , 则 每 个 子 算 
阵 C 是 素 矩 阵 . 
证 直接 计算 (3.3) 的 PA4P' 的 寡 , 表 朋 (3.6) 的 PA*P' 的 表示 
形式 对 每 个 了 之 1 成立, 而 且 
C= i= lk 
注意 : 
CO, = A “i Ce = A Wi. Te 
由 于 从 已 X= 术 推 出 


Ci (4,, 了 x)= AiniC i 三 ad i x), 
表明 所 有 C, 有 相间 的 特征 值 ,因此 它们 有 相同 的 谱 半 径 , 成 立 (3.7). 
余下 的 证 明 留 作 练习 ， 口 
4.3.11 定理 设 4e 限 ”是 素 和 矩阵 , 则 
lim(p(4)' 4 = 工 >0， 
其 中 L291 ,x>0,y>0, 而 且 
Ax=plAjx,ATy=p{A)y,x y=1. 
同时 ,如 果 4. , 是 4 的 特征 值 ,使 得 
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是 开 


4 

一 一 <r<cl ldsIt il, VY4E 放 dd 
p00) ash (4)4# pl4) 
则 存在 常数 c = cr 4), 咸 立 

ec 4 - | cer”, m=12,. 


证 和 依 4.2.5, 并 仿照 4.2.6 的 证 明 , 即 得 结论 . 口 


4.4 可 约 非 负 托 阵 


4.4.1 定理 设 4ER” 是非 负 和 矩阵 , 则 存在 闫 x 于 置 换 和 矩阵 疡 ,使 


得 
4 44， 4 
PdPr -| ° 人 加 A | (4.1) 
0 0 A, 
其 中 A, {1 = 1,…, 琴 是 不 可 约 非 负 方 阵 . 
证 车 4 不 可 约 , 则 结论 己 成 立 , 
A=A,, k=1. 
现 设 4 可 约 . 依 2.2.1, 存 在 nxn 置换 矩 阵 忆 ,使 得 
A A 
| 0 | (4.2) 


其 中 对 角 块 4 和 A 小 分 别 是 r xr 字 矩阵 和 (n 一)x(n 一 r) 子 算 
阵 ,1 入 六 二 严 . 

于 是 ,可 以 问 49 和 4 外 是 否 不 可 约 ,如 若 两 者 均 不 是 , 则 分 别 
存在 rxy 置换 矩阵 忆 各 (x 一 +)x(n 一 r) 置 换算 阵 忆 , ,使 得 
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A A A A 
| | | 全 | 


"lo 4 ey 
因此 
4 4 
ppAppA 0 名 避 各 | 
0 0 好 和 
0 0 0 49 
其 中 


_ | 五 0 
PD -| 0 2 | 

自然 ,对 凡 已 不 可 约 的 对 和 角 块 即 可 停 于 变换 .如 此 ,最 后 可 变换 成 (4.1) 
的 形式 . 口 

(4.1) 称 为 可 约 和 矩阵 的 标准 形 . 
4.4.2 定理 设 4ER 尖 "是非 负 插 阵 , 则 

(1) ol 和 是 4 的 特征 值 ,其 对 应 特征 向 量 可 到 作 非 负 的 . 

(2) 4 的 特征 位 可 分 成 若干 组 ,每 组 中 特征 值 的 模 都 相等 ,而 生 
均匀 地 分 布 在 复 半 帮 的 以 原点 为 关心 的 某 个 图 周 上 ， 

(03) 若 有 4 有 一 个 正 的 特征 向 量 x, 则 x 必 是 属于 p(4) 的 特征 向 


证 对 于 4 不 可 约 的 情形 ,定理 的 结论 可 直接 从 4.2.4 和 4.3.2 
推出 . 

现在 考虑 4 可 约 的 情形 .假设 4 的 标准 形 是 (4.1). 如 果 (4.1) 中 
某 44;: 是 1x1 零 定 阵 , 则 其 单 特征 值 为 零 . 除 如 此 情形 外 ,由 于 任 一 子 
矩阵 4, 是 不 可 约 昌 非 负 的 ,因而 4, 有 正 特征 值 等 于 其 谱 半 征 
P(A ). 于 是 ,4 显然 有 一 非 负 的 特征 值 等 于 p(4). 

注意 ,如 车 
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pl4)=0， 
则 (4. 1 中 的 每 个 4 是 1x1 零 矩阵 , 即 (4.0 的 矩阵 是 严格 上 三 角 甜 


阵 . 
本 定理 的 余下 结论 利用 4.2.4 和 4.3.2 及 标准 形 (4.1) 不 难 加 以 扒 
证 ,可 作 练 习 . 口 
这 一 定理 是 4.2.4 和 4.3.2 的 延伸 . 
4.4.3 定义 设 A4e 民 ”,4>0, 则 pl(4) 是 4 的 特征 值 ,而 且 存 在 
相应 于 p(.4) 的 右 特 征 向 基 


= (2 >0, yx =1; Ax = p(AYx, 
i=] 
和 左 特 征 向 量 
= (> > =1 y'A=p(A)y', 


P(A) 称 为 4 的 Perron 特征 值 大和 了 分 别称 为 4 的 右 Perron( 特 
征 ) 向 量 和 左 Perron( 特 征 ) 疝 量 . 
4.4.4 定理 设 4eR” ,4>0; 并 设 存在 
xeR”, x2>0, x<x0: 人 三 要 
满足 4x > ox . 则 


p(A)>02. 
特别 , 当 Ax > ox 时 


p(A)>a. 
证 设 4=[a,],& eR,s>0, 则 


Ale)=[a, +£]>0. 
依 4.2.3, A(#) 有 左 Perron 向 量 y(s)>0， 
y() A(e)= p{A(s))y(s) 
由 于 4x -ex 衬 口 ,有 
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Alejx -ox > A -ax >0, 
因此 
y(e) (4(s)]x -Qax)= (p(4(e))-a)y(e) x>0. 
注意 到 y(£) x>0, 得 
plAle) -a>0, ve>0. 
由 此 及 当 g 二 0 时 pdfeh 一 p(4), 推 出 p(A)>a. 
“Ax > Gx 时 p(A)> 02", 即 4.2.2, 已 作 论证 . 口 


这 一 定理 是 4.1.11 的 延伸 . 
4.4.5 推论 设 4A4eRR”,A>0, 则 


p(A)= max min TSax,, 


sO0 ,rz0 LSISmx #0 TC, | 
i j= 


> T 
其 中 记号 x= (了 
证 设 x>0,x0, 取 
1 上 
人 三 min — 2» a,x, 
1gizm,x, #0 之 人 


则 4z> ex . 依 44.4.c < Pp(4). 然 而 ,如 果 选 如 此 x 为 4 的 特征 向 
量 ,4.4.2 保证 了 这 种 特征 向 量 的 存在 性 ,那么 上 界 即 


&=p(4) 
是 可 以 达到 的 , | m 
4.5 ”随机 矩阵 和 双 随 机 矩阵 


4.5.1 定义 设 S=[s,ie 民 ”,S 之 0 月 满足 
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Lo 


Ds =1, j=L,n, (5.1) 
il 

则 称 $ 为 随机 矩阵 (stochastic matrix). 如 果 还 满足 
D sy =1, i=L,n, (5.2) 
j=! 


则 称 $ 为 双 随 机 和 矩阵 (doubly stochastic matrix/bistochastic 
matrix). 


一 个 上 基体 的 解释 是 研究 n 个 种 类 的 采集 ,其 每 一 种 类 变更 成 另 
一 种 类 的 可 能 性 , 数 s, 称 为 转移 概率 ,表示 第 i 种 类 变更 成 第 j 种 类 
在 如 此 解释 中 ,5S 三 0 是 自然 的 ;条 件 (5.1) 和 (5. 为 则 指明 总 体 保 
持 定 .可 以 经 历 变 宽 的 种 类 的 类 型 是 原子 核 ,转变 共享 公共 生态 环 
境 ,以 及 其 它 许 多 情形 . 
在 有 些 重 要 应 用 中 则 男 有 解释 . 
显然 ,每 个 置换 矩阵 是 随机 和 矩阵 和 双 随 机 矩阵 . 
435. 定理 设 Se 民 ”是 赴 随 机 条 阵 , 则 
(1) 5S 的 谱 半 和 从 p(5)=1. 
{2) 对 于 任 一 非 零 非 负 向 量 z ,成 立 
lim Sz = 0x, (5.3) 
其 中 x 是 相应 p(5) 的 特征 向 量 ,c 是 某 正常 数 . 
证 注意 到 S 和 &$ 有 相同 的 特征 值 ,可 以 转 而 考虑 8 的 谱 半 
径 .根据 条 件 (5.1), 显 然 
£=(1,,1) 
是 5S' 的 特征 向 量 ,而 且 1 是 S$! 的 特征 值 ,相应 于 特征 值 1. 
另 一 方面 ,由 于 5S 是 正 矩 阵 ,$' 也 是 正 矩 阵 , 又 上 >0, 依 
4.2.4, 是 S7 的 优势 特征 向 景 , 即 相应 优势 特征 值 p(S7 ) 的 特征 
各 其 .因此 
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p(3)=PfS )=1 


(1) 得 证 . 
现在 证 明 (2). 先 假定 5 存在 nn 个 线性 无 关 的 真 特征 向 量 
x A ， 
将 z 表示 成 xX 中,…,X'" 的 线性 组 合 : 
z= Dox®. (5.4) 
于 是 
Sz= Yc Max, (5.5) 
i=] 


其 中 凡是 对 应 于 x 中 的 特征 值 .不 妨 假 定 
和 = p(s)=1, 
xz >0 是 5S 的 属于 .pl(S) 的 优势 特征 向 量 , 依 4.2.3, 
[tl<1, i=2,.,n. 
于 是 从 (5.5) 推 出 (5.), 其 中 c = ci,x = x" ,因为 
¢=S'E=(5°)&, 
由 此 及 (5.3) 得 
- 2 T 帮 
c{x,é) =lim(S’2,£)= tim(z,(S ) 5)}-(z8) (5.6) 
由 于 E > 0,xX > 0 ,并 根据 假设 ,z > 0,z 兰 0, 从 (5.6)] 推 出 c > 0 .这 样 ， 
对 于 存在 个 真 特 征 问 量 的 情形 证 明了 (2). 
关于 存在 广义 特 钼 向 景 的 - 般 情 形 ,可 按 类 似 的 方式 推 让 , 留 作 
练习 . 口 
应 用 .上 ,考虑 由 转 称 概率 控制 变更 的 系统 . 
用 xz, 表示 第 7 种 类 的 总 体 大 小 ,地 = 1 天 .假设 在 单位 时 间 
(1 年 或 1 天 或 1X10" 秒 等 ) 内 采集 的 全 个 个 体 按 概率 s; 变更 (或 增 
殖 ) 为 其 它 种 类 的 成 员 , 而 且 假 定 总 体 大 小 非常 大 ,以 致 波动 龙 无 关 
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紧要 的 .那么 ,第 i 种 类 新 总 体 大 小 是 
入 = sx (5.7) 
f=1 


将 老总 体 分 量 和 新 总 体 分 量 分 别 组 合成 单个 列 向 量 xX 和 y ,由 (5. 了 7 
有 
y= Sx. (5.8) 

经 大 个 单位 时 间 后 ,总 体 向 量 为 Sx .在 如 此 应 用 中 ,上 述 定理 的 意 
义 是 当 万 -> oo 时 ,该 总 体 趋向 于 与 总 体 从 何 处 起 始 无 关 的 定常 分 
布 . 
4.5.3 定 再 设 Se 要 ”是 双 随 机 和 矩阵 , 则 

(1) p(S)=1, 且 E =(1,…,1) 是 相应 的 特征 向 量 . 

(2) [Sl, >1. 

{3) 5 为 矩阵 的 充分 必要 条 件 是 S 有 n 个 非 零 元 素 . 

证 明 非常 容易 , 留 作 练习 . 
4.5.4 Birkhoff 定理 ”Axn 双 随机 簿 阵 全 体 组 成 的 集合 是 x 太 置 
换 矩 阵 全 体 的 凸 包 ,就 是 说 , 任 一 严 x 天 双 随 机 矩阵 3 =[s,] 可 表示 
成 xn 置换 算 阵 (i 一 1…, 有 的 凸 组 合 : 


= YaP, Ya, =1, @Q,20, 7=1,..,nl (5.9) 
i=l 7 一 1 

证 对 5S 的 非 零 元 素 个 数 v(S)>n 用 数学 归纳 法 . 

当 V(S)= 闫 时 ,3 就 是 置换 矩阵 ,定理 成 立 , 

现 设 v(S)> .假定 定理 对 非 零 元 素 个 数 少 于 v(S)] 的 任何 
nx 有 n 双 随机 矩阵 成 立 ,要 证 明定 理 对 也 成 立 , 

由 于 v{($)> nn, 必 存在 行 指标 i 和 列 指 标 j， 

9< Si 


由 此 , 叉 必 存在 行 指标 i 关 羡 ,而 后 存在 列 指标 户 拓 广 ， 


<1. 
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O<s, <1, 0O<s,, <1. 
如 此 继续 , 因 只 有 闫 行 , 必 出 现行 指标 上 ， 与 前 面 某 行 指标 记 相 重 ,如 
i = 五, 匹 素 选 取 过 程 全 此 为 止 ， 
不 芒 设 了 = 1 否则 改 为 从 第 五 行 出 发 ,将 其 改 记 五 , 则 对 其 后 音 
六 ,二 ， 加 以 重新 编号 即 可 .这 样 ,选择 了 2 个 元 素 满足 如 下 条 
件 : 
站 < 3 


将 它们 的 所 在 位 置 分 成 两 组 : 
=): k= Lm 


<1, Kk=l,...,m. (5.10) 


TE 


汉王 {i hi):k 三 Lm}, 
注意 , 依 以 上 所 设 , 六 = 五 .如 此 选取 的 2 个 元 素 , 从 涉及 的 第 
五 第 志 这 严 个 行 看 ,每 行 占 2 个 ;从 涉及 的 第 方 …, 第 六 这 奖 
个 列 看 ,每 列 也 占 2 个 ,于 是 ,只 要 取 


§ = min f= mins 
tie 部 2 [到 7 
然后 令 
sj—$, (7) e, 
§) = 4 5, +5, (b,j) eg, 
5 (EGU Y, 
和 


5 +5， {bj}e®, 
细 = 3 一 总 ， (i, 7)e %, 
sy (bY EE, 
则 因 态 是 双 随 机 和 矩阵 ,得 知 1 
$= E,], $= fs,}, 


也 
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也 都 是 双 随 机 和 矩阵 ,而 且 


v(§)< v(S), v(5)< v(S). 
由 归纳 法 假设 ,有 


和 
5-》 CEP， Va-1, ,之 0, i= ,A 
一 i=1 


i=l 


其 中 
a = + i=1,,n! 
号 十 号 他 十 六 
而 且 
ml Ky Li _ 总 时 本 
全 一 全 十 让 
2 ”f+ 5 之 ， 
至 此 ,归纳 法 步骤 已 完成 . 口 


4.5.5 定理 (DEnes Kbnig 如 Garrett Brnkho 的 Axn 置换 生 阵 是 
NXN 双 随机 矩阵 全 体 所 成 之 集合 的 极 值 点 .反之 甸 然 . 
证 由 4.$:4 可 知 ,Axn 双 随机 失 阵 全 体 所 成 之 集合 天 是 RR 
中 的 有 算 闭 凸 集 . 
先 证 所 有 图 换 和 矩阵 是 的 极 值 点 ( 见 1.9.14). 设 P=[p;] 是 任 
一 nxn 置换 矩阵 ,假定 
poA+8 


» A=[a,],.B8=[b, ek, 
由 此 推出 :车 Py =1, 则 相应 地 有 


a; =b, =1. 


* 2T2 


若 p; = 0, 则 相应 地 有 


因此 
P=A=8B, 
疝 了 是 下 的 极 值 点 . 
再 证 非 斩 换 矩 阵 的 双 随 机 第 阵 必 不 是 天 的 极 值 点 . 设 双 随机 和 邱 
阵 $ = [sy | 不 是 置换 矩阵 , 亦 即 存在 元 素 s 
0O<s,, <1, 


则 根据 双 随 机 年 阵 的 定义 ,让 s ,出 发 可 以 构造 8 元 素 的 如 下 序 刘 ; 
选取 列 指标 让 ,使 得 0 <s ，< 1; 
选取 行 指标 去, 使 得 0< s; ，< 1; 


直 继 续 至 同一 位 置 第 二 次 被 选中 ,如 此 ,可 以 得 到 “个 闭 链 : 


ty 


injy ? 


下 


i 


让 i, Si ” 


不 灵图 贞 | 上 下: 


S 
Tm dm 
Sr + 4+] 


现在 二 义 知 阵 和 NY 如下; 

(1) VN 的 不 在 链 的 位 置 上 的 元 素 全 为 0; 

QQ) NN 的 相 诬 于 链 的 位 置 土 的 元 素 逐 次 交替 取 +1 和 一 1; 
从 而 有 
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(3) VW 的 每 行 之 和 与 每 列 之 和 均 为 0. 
然后 , 府 定义 
A= S+eN, B=S-eN. 


从 (3) 推 出 4 与 吾 两 者 的 每 行 之 和 与 每 列 之 和 均 为 1 .从 (1) 及 (和 9) 得 
知 汪 的 相应 六 的 非 零 元 素 位 置 的 元 素 都 有 是正 的 .因此 ,可 以 选取 小 
的 &, 使 得 4 与 BB 者 是非 负 的 ,成 为 双 随 机 和 矩阵 .由 于 


4B 


这 表明 S$ 不 是 天 的 极 值 点 . 口 
4.5.6 定理 设 4=[4,]eC” 是 正规 矩阵 , 它 的 谱 分 解 为 
A=UAU', 
其 中 UU=[uj]eC” 是 酉 入 阵 ,A4=diag( 和 1,…,4,), 则 和 4 的 主 对 
角 元 素 构 成 的 向 量 
d(A)={a ,a 
和 4 的 特征 值 构 成 的 向 基 
e(4)=(4.%,h) eC”, 
存在 如 下 线性 变换 关系 


) eC", 


d(A)= Sel.4)， (5.11) 
其 中 $ 是 矩阵 芝 和 辟 的 Hadamard 积 ( 见 7.2,1): 
s=[lu,?]=Ue0lerR™, (5.12) 
而 且 是 双 随 机 矩阵 ， 
证 从 4 =UAU 直接 计算 有 
a = 4 十 和 十 网 估 于 


2 : 
A =1,* ,Nh, 


时 


由 此 即 得 (5.110. 因 为 LI7 ”= 了 ,显然 $ 是 双 随 机 矩阵 . 口 


= 队友 十 + 


Wj, 
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4.5.7 定 义 设 x=(x,) ,p=(p5,…, 疡 ) ER ， 用 


Xn] 之 … 之 X[n] 和 J] 之 一 :之 | (3.13) 
分 别 表 示 x 和 了 的 元 素 按 代数 递减 顺序 重新 编号 ;用 
分 别 表 示 x 和 y 的 元 素 按 代数 递增 顺序 重新 编 号 .如 果 满 足 
Das > k=l.:..,n, {5.15) 


则 称 了 绊 优 化 于 工 吉 果 满足 (5.15] 且 当 丰 = 天 时 成 立 等 号 , 亦 即 


1 
之 区 < 之 知 ， 天 一 1 下 一 


。 ， (5.16) 
2 = 之 如 
此 时 等 价 于 满足 
下 在 
区 2 2 7 KA=l, ,nl1: 
i=1 人 ， (5.17) 
加 一 pT 
则 称 y( 强 ) 优 化 于 x. 
4.5.8 定理 设 


大 (和 ,y= (pp,) eR’”,x20,y>0, 
则 yy ( 强 ) 优 化 于 x 的 充分 必要 条 件 是 存在 并 随机 矩阵 人 5 e 民 ” ,使 
得 x = 名 
证 车 人 SS=[s,]e 民 "是 双 随 机 算 阵 ,x = Sy ， 则 有 


DE 回 = -=> (Sy)01 = ba = be 
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页 Kl 
< | SHU] + Erp 
i= 了 = 
丰 Kk-l 
= 2 s1v ‘ Snap 
i=1 | j=1 J=1 
而 -1 
= 中 sp -ya)+ wo 
i=] | j= 
下 一 在 
= 3 a Jou- vl)+ 
-1 
< . ,bu -yg)+ tpl = > 
J 一 J= 
k=L:r,n-1. 
而 且 
> -> $y) 回 -中 2 -> ys 
1 一 1=1 =1 
-SEs bE -Em 
j=l \ i=l j=1 j=L 
因此 yy 优化 于 x .充分 性 得 证 . 
必要 性 的 证 明 留 作 练 习 . 口 
4.6 AM- 此 阵 
4.6.1 定义 用 一 妥 ”表示 非 对 角 元 素 非 正 的 癌 x 关 实质 阵 的 集 
合 : 
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忆 =|4=[oleR :0 SO 由 i,j =],,n 


(6.D) 
而 且 , 若 4A e Z,, 则 称 4 为 乙 矩 阵 


显然 ,4 二 [dj;]e Z, 的 充分 必要 条 件 是 4eRR” 而且 对 十 茶 

PeR”,P>0, 以 太 某 a e 民 ,使 得 
A=al -PF, (6.2) 

% 和 的 选取 有 很 大 的 任意 性 ,例如 虫 0 > max a ,还 有 名 可 以 取 
C >0 等 . 

Z, 中 矩阵 的 表示 形式 (6.2) 很 有 好 处 ,因为 它 启 示 着 与 非 负 牛 
阵 的 Perron-Frobenius 理论 相 联 系 . 
4.6.2 引 理 设 4= [sy] s 2Z, ,并 设 有 表示 式 

A=al—P, co eR, P>0, 


则 
oa— pl(P) 
是 4 的 特征 值 ,向 且 
AA SD={zeC:lz -al< plP)}, {6.3) 
并 央 此 4 的 每 个 特征 值 4 满 足 
ReA>a— p(P). (6.4) 
特 惹 ,4 正 稳定 的 充分 必 此 条 件 是 
a > p(P). (6.5) 
若 4 是正 稳定 的 , 则 可 写成 
A=H -PP, Y = max Gin P=H-A20, (6.6) 
昌 必 有 yy > p(P). 
证 设 4= 呆 -PaweRPz>O. 注 意 到 4 的 每 个 特征 值 形 
如 
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a —e(P), 


其 中 e(P) 是 PP 的 特征 值 . 央 此 ,4 的 每 个 特征 值 在 复 平面 中 心 为 
z = 半径 为 OP 的 圆 盘 之 中 , 即 (6.3) 成 立 . 

因 卫 非 负 , p(P) 是 其 特征 值 , 故 a 一 PP 是 4 的 实 特征 值 . 

车 4 是正 稳定 的 , 则 Qa 一 p(P)>0, 即 (6.6) 成 立 ;反之 ,车 
0 > p( 卫 ), 则 圆 副 六 在 右 半 平 面 ,因此 A 是 正 稳定 的 . 4 正 稳定 时 ， 
表示 形式 (6.6) 和 y > p( 了 PP) 是 显然 的 . 口 
4.6.3 定义 如 果 4=[ay]sZ, .而且 满足 


a > 0, 让 


则 称 4 为 工 - 扼 阵 或 Metzler 矩阵 ， 
4.6.4 定 义 ”为 了 方便 应 用 ,引进 非 奇 异 M- 和 矩阵 的 三 种 定义 如 下 ; 
M- 和 矩阵 定义 之 一 : 如 果 4= [ay]EZ, 是 非 奇 异 的 ,而 且 4” 之 0， 
则 称 4 为 非 奇异 M- 和 矩阵 (以 Minkowski 命名 ). 
M- 和 拖 阵 定义 之 二 : 如 果 4 € 2 可 表示 为 

A=al-P, 


其 中 PP>0 且 Qa > p(P), 则 称 4 为 非 奇 异 ML 矩阵. 

M- 矩 阵 定义 之 三 : 如 果 4 € Z, 是 正 稳定 的 , 则 称 4 为 非 奇 异 M- 矩 
阵 . 

例 矩阵 


2 -1 0 
4=|-1 2 -1|, {6.7) 
0 -1 2 


显然 4€ 7Z， 因为 det 4 0,4 是 非 奇 异 的 ,而 且 
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3 2 1 
A"+=L; 4 2|>0, 
4 1 2 3 
4 符合 M- 矩 阵 定义 之 一 . 
4 可 表示 为 4= 地- 忆 ， 
0 1 0 
a=2 P-ll1 0 1|, 
0 1 0 


己 的 特征 值 是 .2 ,0 ,一 V2,p(P)= VY2 <2=a.4 符 合 M- 矩 阵 
定义 之 二 . 

4 的 特征 值 是 4 =2+ 2 .1 =2,4 =2 一 V2 ,它们 都 是 正 
的 , 故 4 是 正 稳定 矩阵 , 4 符合 M- 矩 阵 定义 之 一 . 

一 般 ,zx 于 实 三 对 角 矩 阵 


A= “ (6.8) 


加 果 4 元 素 满足 
a>0, i= ,nn; 0c<O =] 一 
而 且 其 各 行 之 和 满足 
oat+h >0, a+c,, 0 
a+b, te 20, i=2,.…,n—1, 


则 4 是 M- 和 矩阵 ， 
M- 矩 阵 出 现在 许多 应 用 领域 ,是 一 类 重要 的 矩阵 .以 上 三 种 定 
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义 分 别 为 一 些 教科 书 和 著作 所 采用 .定义 之 一 比较 常见 ,定义 之 一 显 
示 与 非 负 和 矩阵 的 联系 , 定 尽 之 三 在 -- 些 场合 很 好 用 ,各 有 所 长 .下 面 
的 定理 表明 它们 是 等 价 的 ,而 且 M- 拢 阵 的 定义 还 存在 很 多 其 它 的 选 
择 . 
4.6.5 定理 对 于 4=[aj]e 2,, 如 下 各 条 件 是 等 价 的 : 

(1) 过 是 非 奇 异 的 ,而 且 4 7 >0. 

(2) 若 4r>0, 则 和 天 兰 0. 

(3) A4=al -P,P2>0,0> p(P). 

(4) 4 是 LL- 算 阵 , 而 有 目 A >>0. 

(5) 有 4 的 每 个 实 特征 值 是 正 的 . 

(6) 对 于 任意 的 4>0,4+ 纪 是 非 背 异 的 . 

(7} 对 于 每 个 非 负 对 角 和 矩阵 也 ,4+ 石 是 非 奇 异 的 , 

(8) A 的 所 有 主子 式 是 正 的 . 

(9) 有 4 的 所 有 无 阶 主子 式 


的 , 太 = 1 ， 
(10) 有 4 的 前 主子 式 是 正 的 . 
(1) 4 = 工匠 ,其 中 工 基 下 一 前 抵 阵 , 莹 是 上 三 角 上 阵 ,而 县 两 
者 的 所 有 对 闻 元 素 是 正 的 . 
(12) 对 于 每 个 非 零 向 最 = (x%,…,x,) se 候 ”, 存 在 指标 i 
TI<7 ss 天 ,使 得 
Xi(anx t+ AX tt a x,)> 0 


(13) 对 于 矢 个 非 零 向 量 xe 民 ", 存 在 正 对 角 和 矩阵 一 对 和 角 元 
素 全 为 正 实数 的 对 骨 算 阵 一 一 DDD ,使 得 x ADx > 0., 

(14) 存在 正 向 量 x eR* ,使 得 Ax > 0. 

{15) 有 4 是 工 - 算 阵 , 而 且 是 拟 闫 格 对 角 优 势 拭 阵 . 

一 般 地 说 , 4 eC 称 为 氢 严 格 对 角 优 势 矩 阵 (quasi strictly 
diagonally dominant matrixzj 如 果 存 在 正 对 和 角 和 矩阵 也 ,使 得 4 万 是 严 
格 对 角 优 势 的 . 


- 共 ( 个 一 之 和 EE,(4) 是 正 
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(16) 4 是 L- 和 矩阵 ,而 且 存 在 正 对 角 逢 阵 DD ,使 得 DD AD 是 行 
严格 对 角 优 势 的 . 

(17) 了 是 L- 和 矩阵 ,而 且 存 在 正 尘 弟 挫 阵 DD 和 E ,使 得 DAE 同 
时 为 行 严 档 对 角 优 势 和 列 产 格 对 荐 优势 . 

(18) 存在 正 对 角 和 矩阵 总 ,使 得 D4+ A"'D 是 正定 算 阵 ;也 就 是 
说 ,存在 正 对 角 Lyapunov 解 . 

(19) 4 是 正 稳定 矩阵 . 

证 (一 人 : 设 Ax=y>0, 则 由 4 >0 推 出 

X=A'y20. 


(过 3): 将 4 写成 
A=o—P, P>0,0>0., 
设 v 是 五 的 Peron 右 特征 向 量 : 
v20, v¥0, Py= PPh， 
如 果 x < p(PP) ,那么 
A-v)={(p(4) -a 20. 
这 与 条 忻 (2) 巴 盾 . 因 此 ,a > p(P). 
{3) 过 (1): 因为 除 以 正 数 对 条 件 (3) 不 会 有 重要 的 变化 ,不 妨 
假设 a =1 .如 此 , 因 PP)<1, 钴 级 数 了 + 互 十 亚 : +… 收 伍 ; 而 县 因 
P20, 


I+P+Pi+t''=(T-P) =A">0. 
G) 一 (4): 以 上 G) 之 (的 证 明 中 得 知 全 区 汪 4 非 奇 异 用 
4 ”>0, 现 设 4 = 所 |], 由 4 4= 了 有 
3 pas =1 i=l,,n. 
下 = 


由 此 并 注意 到 a, < 0,iz ,有 


Da =1— >》 pau >1, i= .nn. 


证 
Ed 


于 是 ,从 Bb 之 0 推 岂 qa, > 0,i 二 1…,h. 
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(4 一 (9): 已 知 
a <0, ij a >0, i=L.,n, 

而 且 有 A™ 之 0 令 

a > max{a,,,…, a,,}, 
则 有 

P=al~-A>0. 

于 是 p(P) 是 忆 的 特征 值 ,而 且 存 在 对 应 的 特征 向 量 x > 0,x 人 0， 

Px=ox— Ax= p(P)x. 


因此 
Ax= (0 -plP), 
从 而 有 
{a— plP)AT x=x>0, 
由 此 推出 & > p(P). 


(3) O00: 见 4.6.2. 
(19) 过 {5): 正 稳 定 矩 阵 定 义 3.14.3 列 涵 每 个 实 特征 值 臣 正 


(5) 二 (3) A4EZ, 可 以 写成 4=al-P,P>0, 而 且 有 
0 一 plPjeA(4) (5) 蕴涵 gp(P)>0, 凤 a > p(P). 

G3) 过 (6): 由 3) 有 

A+H=(a+tN-P, a+tt>p(P) vt>0, 

这 表明 用 4+ 丰 代替 4 时 人 ) 成 立 . 

因 人 ) 草 涵 (19, 故 4+ 在 E 有 是 正 稳定 的 . 依 3.14.5, 有 

det(A+#)>0, 

因此 当 ! >0 时 4+ 丰 是 非 奇异 的 ， 

G3) 二 {8); 容易 看 出 ,条 件 (3) 可 以 遗传 给 4 的 主子 矩阵 ,而 且 因 
(3) 蕴 涵 (19), 推 出 4 的 每 个 主子 矩阵 是 正 稳定 的 .注意 到 A eR””， 
依 3.14.5, 这 些 主子 矩阵 的 行列 式 大 于 零 . 

全 一 (9: det(4+ QJ 可 展开 成 首 项 系数 为 1 的 1 的 有 次 多 项 
式 ,其 1 的 系数 是 E,(4).(9) 保 证 
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E(A4)}>0, k=1,.…,n, 
于 是 
det(4+#1)>0,， vt>0. 

(10) 二 QD: 从 5.8.4 的 LU 分解 推 证 中 即 可 得 出 . 

(3) 沪 UD: 阁 Pz0 不 可 约 , 设 x>0 是 忆 的 Perron 右 特 征 向 
量 ;车 呈 可 约 , 在 PP 中 为 等 的 那些 位 置 加 以 扰动 ,替换 为 充分 小 的 值 
E>0, 并 设 XxX>0 是 所 得 夭 阵 的 Perron 右 特征 向 量 . 因 此 在 
Ax = ox 一 Px 中 ,Px 或 者 等 于 p(P)x ,或 者 接近 于 p(P)x 到 任意 
程度 .无 论 哪 种 情形 ,dx 充分 后 近 于 (a 一 pl(P)jx >0, 故 必 有 
Ax >0. 

(1 之 (15); 已 知 存在 x=(%,…,x%)>0, 使 得 Ax >0; 取 
DD = diag(x,,…,X, .注意 到 AD 的 各 行 之 和 正好 是 

ADe= Ax>0 
的 元 素 ,其 中 e=(1…,1) Ee R*. 因 为 4e ,的 所 有 非 对 角 元 素 是 
非 正 的 ,所 以 AD 的 对 角 元 素 并 因而 4 的 对 角 元 素 必须 是 正 的 ,而 
且 4DD 必须 是 行 湛 格 对 角 优 势 的 . 
(1 二 (118) 车 (17) 成 立 , 则 
DAE+(DAE) 
有 正 对 角 元 素 , 是 严格 对 和 角 优 势 的 ,并 因此 是 正定 的 .用 五 -人 必 合 后 
变换 ,表明 
E'(DAE+(DAE) )E" =(E"'D)A+ A'(E"'D) 
也 是 正定 的 .这 就 是 说 ,五 一 五 是 正 对 角 Lyapunov 解 . 

(18) 过 (8): 注意 到 条 件 (18) 可 以 遗传 给 4 的 主 于 矩阵 ,并 且 情 
3.14.6,(18) 蕴 涵 正 稳定 性 .因此 ,4 的 每 个 主子 矩阵 是 实 正 稳定 短 阵 ， 
所 以 行列 式 大 于 军 , 亦 即 (8) 成 立 . 

{13) 一 (19): 这 是 3.14.17 的 直接 推论 ， 

以 上 已 完成 条 件 (1)02] (340S) .09 之 间 等 价 性 的 证 明 ; 其 祭 
的 只 给 出 部 分 证 明 , 而 对 (7D),(12),(1) 则 未 涉及 ;未 给 出 的 证 明 大 多 臣 
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比较 容易 的 , 留 作 练习 . 口 
应 当 注 意 ,定理 中 大 多 数 条 件 在 Z, 之 外 是 不 等 价 的 .Z, 所 赋 
予 的 结构 是 值得 重视 的 ,其 最 主要 的 原由 是 蕴涵 了 与 非 负 矩阵 的 
关系 . 
M- 逢 阵 存在 大 最 的 充分 必要 条 件 ,以 上 定理 中 所 列 的 只 是 纠 选 
山 来 的 一 部 分 ,它们 对 认识 和 应 用 米 源 于 各 种 渠道 的 M- 和 矩阵 是 有 用 
的 . 


M -矩阵 和 正定 矩阵 之 间 存 在 非常 多 的 类 似 的 和 平行 的 结论 . 例 
如 ,以 上 定理 中 的 等 价 条 性 (8),(9),(10). 下 面 两 个 定理 进一步 表明 了 了 
这 一 点 ， 
练习 ”根据 以 上 定理 条 件 (11)，M- 矩 阵 可 以 LU 分 解 .证 明 工 和 
者 是 M- 和 矩阵 .反之 , 若 王 和 都 是 M- 拭 阵 , 试 问 其 积 工 [7 是 M- 短 阵 
吗 ? 
4.6.6 定理 设 4=[a]8=[plsZ.,4 是 M- 算 阵 , 且 B> 4， 
则 

(1) BB 是 M- 矩 阵 . 

(2) A >B"'>0. 

(G3) det B> det A>0. 

证 (D 从 4.6.5 的 (14) 直 接 推出 .因为 若 x> 0 使 得 Ax >0, 则 
Bx> Ax>0. 

现在 ,4 和 召 都 是 M- 矩 阵 .有 4 >0 和 吾 - >0. 由 于 

4 一 下 = A"(B- A)B", 
而 等 式 右 端 是 三 个 非 负 矩阵 之 积 ,因此 
A1'!-B!l>0. 


(2) 得 证 . 
为 了 证 明 (), 对 维 数 产 应 用 归纳 法 ， 
要 推 证 的 不 等 式 对 于 二 1 显然 成 并 . 
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现 设 (3) 对 维 数 天 二 1…,n 一 1 全 成 立 .将 攻 和 吕 分 妃 如 下 : 


一 由 | B -| | 
A a B, b,, | 
显然 ,41,B, E 2, 1 ,Bi > 4 而 且 , 依 4.6.5, 主 子 算 阵 4 和 忆 ， 
是 M- 第 阵 .四 归纳 法 假设 有 
detB,, > det A >0. 
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再 注意 到 还 有 
A >B'>0, detA>0, detB>0, 
因此 , 非 负 年 阵 4 一 BB! 的 (n,n) 位 置 的 元 素 


(4 -8 _ det A detB,, >0 
”det4d detB 
于 是 
det 生生 jae4zde4 >0. 口 
et 4 


4.6.7 定理 ” 设 4=[a;y] eZ 是 M- 答 阵 . 则 成 立 

(1) Hadamard 不 等 式 

det A a py， 
(2) Fischer 不 等 式 
det A < det Ala )det A(a'), Ya 在 

其 中 和: 三 多 ,上 由 -ce 是 指标 集 ,4(oj) 表 示 4 取 性 所 含 指标 
的 行 和 列 确 定 的 主子 矩阵 . 

(3) Szasz 不 等 式 


pe spl k=l…,n—l, 
上 其 中 表示 上 4 的 所 有 点 阶 主子 式 之 积 . 


证 显然 (是 (2) 的 排 论 . 
现在 证 明 (2). 不 失 一 般 性 ,假定 
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并 且 将 4 分 块 如 下 : 


其 中 4 EZ,, 4, EZ ;定义 


中 
DO 4,, 
则 Be Z,,BZ 4. 依 4.6.6 的 (3), 
det A< det B= det A det A,,, 
Fischer 不 等 式 得 证 . 

Szasz 不 等 式 的 证 明 可 参见 [HJ1985] 的 (7.8.2). 口 
4.6.8 定理 ” 设 4e 2 是 对 称 的 , 则 有 4 为 非 冶 异 M- 和 矩阵 的 充分 必要 
条 件 是 4 为 正定 算 阵 . 

证 依 4.6.S.4eZ 为 非 奇 异 M- 和 矩阵 等 价 于 4 的 前 主子 式 是 
正 的 ;而 在 4 是 实 对 称 的 条 件 下 , 依 3.10.6,44 的 前 主子 式 是 正 的 等 
价 于 攻 是 正定 的 , 口 
4.6.9 定理 设 A4,B e 民 是 M- 算 阵 , 则 AB 为 M- 矩 阵 的 充分 必 
"要 条 件 是 4B e 2Z, ,特别 ,车 4,B eR 是 M- 窍 阵 , 则 AB 为 M- 
矩阵 . 

证 明 银 容易 , 留 作 练习 ， 

M- 和 矩阵 之 和 不 一 定 是 M- 和 矩阵 ， 


例 设 
05 -1 05 0 
A=| |, 8= ， 
区 od 区 本 
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容易 验证 4 和 8B 都 是 M- 矩 阵 ,但 4+ 如 是 奇异 的 . 
4.6.10 定理 设 4BeR" 是 M- 和 矩阵 ,而 且 呈 4EZ , 则 
cd+ 人 一 w 语 对 所 有 ae [0 为 M- 和 矩阵 的 充分 必要 条 件 是 至 -4 
没有 负 的 实 特征 值 . 
特别 ,如 果 B74 是 M- 和 矩阵 ,那么 cd4+Q4-Q)B 对 所 有 
wa e [0,1] 为 M- 秆 阵 . 
证 显然 ,a4+(1-a)jBeZ,,vaeloll. 
注意 到 
a4+(1-a)B= BC(a) Cla)=(aB 4+( -oa)), 
依 4.6.9, 只 要 Ca] 是 M- 答 阵 , 则 &4+(1 一 &)B 必 为 M- 和 矩阵 . 
没 4 是 五 ”4 的 任 一 特征 值 ,是 x 是 相应 的 特征 向 景 , 则 
Clajx =laB 4+0-ay 上 上 =(ea+lI-ch， 
表明 ca4+1-w 是 Ce) 的 特征 值 . 
令 4.6.5 的 (5) Ce 是 M- 和 矩阵 等 价 于 其 街 个 实 特征 值 是 目的 ; 
也 就 是 说 ,如 果 a4+1-& e 展 , 则 a4+1 一 > 0, 妈 
all—A4)<1. 
显然 ,此 不 等 式 泊 和 >0 时 对 所 有 a e[0,1] 成 立 ;而 当 44<0 时 
1 ， 
了] 口 


1 <1], 则 只 对 we kb 
1 1 


4.6.11 定理 设 A4,Be2,, 而 且 4 是 M- 矩 阵 , 召 > 4. 则 B”"4 和 
4B 部 是 M- 算 阵 ， 

BA<I, AB™<I. 
而 且 对 所 有 a e [0,1], 4 + (一 0)B 为 M- 容 阵 . 


证 依 4.6.6 的 (1),8 是 M- 和 矩阵 ,8B >0. 令 
R=B-A, 
则 
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R>0, BA=I-BiReZ,, B'A<I. 


因为 4 是 M- 算 阵 , 依 4.6.5 的 (1 存在 x > 0, 使 得 Ax >0, 从 而 
如 ”Ax >0. 因 此 , 仍 依 4.6.5,B'A4 是 M- 答 阵 . 

闻 样 ,可 证 48B <S7 ,48- 是 M- 和 矩阵 . 

最 后 ,应 用 4.6.10, 即 知 对 所 有 a e [0,1], od +(1 a)B 为 M- 算 
阵 . 口 
4.6.12 定理 设 A4,B eR 是 M- 抑 阵 , 则 五 4 为 M- 宕 阵 的 充分 
必要 条 件 是 召 4EZ . 


证 必要 性 显然 . 
友之 , 设 BA e2Z,, 则 从 4.6.11 的 证 明 得 知 ,存在 x > 0 使 得 
百 Ax > 0. 因 此 , 依 4.6.5,B87'A 是 M- 和 矩阵 . 口 


4.6.13 定理 设 4=[ai]s 了 ”是 M- 矩 阵 , 则 至 少 对 一 个 指标 成 
a > ya 


一 
j=1, zi 


证 依 生 6.5 的 (15), 存 在 下 对 角 和 矩阵 
D = diagld,,…,d, ), 

使 得 4D 行 严 覆 对 角 优 势 . 令 
d, = min{d,,…,d,}, 


则 有 


ds > > 日 


|e. 


j=1, zi 
4.6.14 定义 ”如 果 有 4eZ, 是 对 称 的 非 麻 异 M- 和 矩阵 , 则 称 4 为 
Stieltjes 矩阵 . 
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从 4.6.8 知 , Stieltjes 矩阵 也 可 定义 为 Z, 中 的 对 称 正定 算 

阵 . 
4.6.15 定义 ”如 果 A e 2, 是 半 正 稳定 而 非 正 稳定 的 , 则 称 4 为 高 异 
ML- 和 矩阵 . 

通常 , 讲 M- 矩 阵 是 指 非 奇 异 M- 矩 阵 . 从 定义 看 ,奇异 M- 拷 阵 指 
Zz, 中 那些 特征 值 有 非 负 实 部 的 个 阵 , 而 其 本 身 可 以 是 奇异 矩阵 ,也 
可 以 是 非 奇 异 知 阵 ,如 此 定义 相对 于 4.6.4 的 M- 和 矩阵 定义 之 三 来 说 
是 很 自然 的 .而 且 , 基 于 “车 4 是 奇异 M- 拓 阵 , 则 对 任意 的 
E>0,4+ 三 是 非 奇异 M- 矩 阵 ? 这 :事实 ,容易 推出 奇异 M- 矩 阵 的 
许多 平行 于 4.6.5 的 等 价 条 件 . 下 面 鹿 举 风 个 等 价 条 件 . 
4.6.16 定理 对 于 4EZ ,如 下 各 条 件 是 等 价 的 : 

(1) 4 是 半 正 稳定 的 . 

0) A=al -P,P>0,0> p(P). 

(3) 4 的 每 个 实 特征 值 是 非 负 的 . 

(4) 有 4 的 所 有 主子 式 是 非 负 的 . 

(5) 二 的 所 有 左上 阶 主 子 式 之 和 是 非 仙 的 ,无 王 1……, 闫 ， 

证 明 留 作 练习 ， 
4.6.17 定义 ” 非 奇异 矩阵 4 eR 称 为 道 M- 上 矩阵 [finverse M- 
matrix), 如 果 4 是 M- 千 阵 . 

逆 M- 矩 阵 从 M- 窍 阵 奢 里 承 裴 了 大 量 的 重 变 结 榴 
4.6.18 定理 ” 设 4e 民 ”古道 M- 和 矩阵 , 则 

(1) A>0. 

(2) 4 是 正 稳定 的 ， 

(3) 对 了 存在 正 对 角 Lyapunov 解 . 

(4) 对 任何 正 对 衣 和 矩阵 DD ,DA 足 道 M- 和 矩阵 . 

(5) 有 4 的 每 个 主子 式 是 正 的 . 
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(6) 4 的 每 个 主子 矩阵 是 道 M- 征 阵 . 

{7) 对 任何 正 对 角 和 矩阵 万 ,4+ 六 是 道 M- 阜 阵 . 

证 依 4.6.17 和 4.6.4,4 是 M- 矩 阵 , 亦 即 4 <Z 而 且 
(4 六 > 0. 因 此 ,以 及 由 4.6.5 有 

a) 4=(4") >0. 

(2) 4 是正 稳定 的 . 依 3.14.4,4 = ( 4: 六 也 是 正 稳定 的 ， 

G) 存在 正 对 角 撼 阵 万 ,使 得 D47' +( A!) 万 是 正定 矩阵 .用 
4 作 合 同 变换 ,得 

4 (pe +(4) Dj4 -DA+ A'D 

仍 是 正定 矩阵 ,这 表明 如 也 是 二 的 Lyapunov 解 ， 

(4) 显然 ,[DA) = 47D"' EZ 而 且 


(DA)')' = DAz0 

(5367 的 证 明 从 略 ,可 作 练 习 . 口 
4.6.19 定义 设 AeR"™". 

若 4 的 所 有 主子 式 是 止 的 , 则 称 4 为 卫 - 上 矩阵; 

车 4 的 所 有 主子 式 是 非 负 的 , 则 称 有 4 为 P,- 夭 阵 ; 

车 4 是 PP -和 窟 阵 ,而 且 对 每 个 大 ,至 少 有 一 个 庆 阶 主子 式 是 止 
的 ,天 = 1 天, 则 称 二 为 也 -矩阵 ， 

M- 和 矩阵 自然 地 引伸 出 若干 概念 ,包括 P- 矩 阵 ,D- 稳 定 矩 阵 等 , 它 
们 在 其 它 一 些 范 围 中 也 是 有 意义 的 ， 
4.6.20 定理 设 A= [es 有 ”是 P 算 阵 , 六 < 限 是非 负 对 角 算 
阵 , 则 


det(4+D)> det 4>0, (6.9) 
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其 中 等 号 仅 当 万 = 0 时 成 立 . 
设 4 是 Py -矩阵 ,FeRR,t> 0, 则 


det(A+17)> det A>0. (6.10) 
由 此 ,P+ -矩阵 的 实 特征 值 必 是 正 的 . 
证 设 
D= diag(d,,…,d, ), 
并 县 


万 = diag(0,…,0,4,,0,…,0}eR”™”, i=1,.,n 
利用 行列 式 的 Laplace 展开 ,有 
det(4+D)=(-1)" (a, +d)det 4, 
+ 位 1] a, det A, 十 … 
+(-1)"a,, detd， 
=det A+d, det 4. (6.11) 
于 是 , 因 4 是 P- 短 阵 , 当 d >0 时 有 
det(A+ D,)> det 4>0, 
显然 , 所 + DD 仍然 是 P- 算 阵 . 
重复 如 此 论证 ,最 后 可 得 
O<detA<det(4+D.) 
<det(A4+D, +D,)<.. 
<det(4+D, +-….+D,)=det(4+D). 6.12) 
而 且 从 推 证 中 得 知 ,只 要 有 某 个 4 关 00,(6.9) 便 成 立 严 格 不 等 号 . 
现在 设 
d=-…=4d, =t. 
根据 P; -矩阵 的 定义 ,不 妨 假 设 det 4 > 0, 于 是 当 t > 0 时 ,由 (6.11) 
和 (6.1 知 (6.1 人 成 立 . 口 
如 同 M- 矩 阵 那样 , P- 和 矩阵 有 许多 不 同 的 等 价 条 件 . 
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4.6.21 定理 设 4=[a,]eR” ,下 列 各 条 件 等 价 : 
(1) 4 的 所 有 主子 式 是 正 的 , 即 4 是 了 -年 阵 - 
(2) 对 于 每 个 韭 零 的 x=(m…,%,】 eR",Hadamard 积 
Xo [4xr) 的 某 个 元 素 是 正 的 ,也 就 是 说 ,存在 某 大 < 全,…,n) ,使 得 
Xxi(Ax), = (ao )>0. 
(3) 对 十 每 个 非 零 的 x= (Xx,…,x,】 eR”, 存 在 正 对 角 和 矩阵 
Dp= DC eR , 便 得 x (DA)x>0 0. 
(4) 对 于 每 个 非 零 的 x= (Xx,…,x,】 eRR", 存 在 非 负 对 角 和 矩阵 
4A-A(x)eR” ,使 得 x' (A4)x>0. 
{5) 4 的 每 个 主子 矩阵 的 每 个 实 特征 值 是 正 的 . 
证 (DD) 过 (2): 设 z=(%,…,x,)】 ER”,xz0. 用 
谍 三 (x 1 | eR’ 
家 示 由 x 的 所 有 非 零 分 量 组 成 的 向 量 ,其 中 
ls<j < "<j Sn, lsk<n. 
同时 考虑 主子 矩阵 


4= 4 人 六， 


(8) = (4x), ,i= Lk. 
假定 xo (4x)<0 (eo 亦 即 
(4 = 人 0 
由 此 ， 
(Ax), fx, <0, i=1,k. 


4); 


Xj 


令 
宇 个 ， 一 
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并 记 记 = diag(c& ,df ), 忆 是 非 负 对 角 和 矩阵 .于 是 

入 =-Di 或 (4+Dk=0. 
但 这 是 不 可 能 的 ,因为 依 4.6.20， 

det(4+ DJ> det 4>0, 
而 且 妇 + DD 是非 奇异 的 .因此 Xs (Ax} 有 某 元 素 是 正 的 . 
(全 (3): 设 

三 (2 ERR*，x 震 0， 

而 且 指标 直 E 全 ,二 使 得 (dz > 0 , 则 存在 & > 0 成立 
xi(Axh +e yx (Ax) >0. 


i=1,1 访 
于 是 ,可 取 DD = diag(d,,…,d, ,其 中 
d, =1; d,=£, vizk. 
(3 二 4) 显然 . 
(中 过 (5): 设 
A4= 人 全 
是 和 4 的 主子 短 阵 ,1 << 让 <…< 训 <n,1<k<n; 义 设 4e 恨 是 4 
的 特征 值 ,对 应 的 特征 测量 是 
E=(6,, 6) eR', E#0. 
下 
x= (x ) eR”, 
其 中 
xX) = i=L,k; X=0, vie {i,j}. 
现 设 A=A(x)e 民 ” 是 非 负 对 角 和 矩阵 ,使 得 x (A4)x>0. 
又 设 让 = 4 人 (人 六 和 是 妊 的 主子 矩阵 .于 是 


O<x' AA)x=(Ahx) (4x)= (4) (= 
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这 蕴涵 儿 和 1AE 都 是 正 的 . 

5) 过 (1): 4 是 实 的 , 它 的 复 特 征 值 必 共 辊 成 对 出 现 , 其 积 是 正 
的 ;又 根据 (3) 所 设 ,4 的 实 特征 值 全 是 正 的 .而 det 4 是 所 有 特征 值 
( 按 代 数 重 数 计 ) 之 积 ,所 以 det 4 >0. 这 样 的 论证 适用 于 4 的 每 一 
个 主子 矩阵 . 口 
4.6.22 定义 ”4A eC” 称 为 D- 稳 定 算 阵 ,如 果 对 所 有 正 对 角 矩 阵 
万 ER ,D4 是 正 稳定 的 . 

4eC”™ 称 为 D 半 稳定 矩阵 ,如 果 对 所 有 正 对 角 和 矩阵 
DD eR”", DA 是 半 正 稳定 的 . 
4.6.23 定理 (1) 每 个 M- 和 矩阵 是 了 - 插 阵 和 DP- 稳 定 矩 阵 ， 

(2) 若 4eCQ”" 是 正定 的 ,或 者 更 一 般 地 , 若 4+ 4" 是 正定 的 ， 
则 4 是 D- 稳 定 矩阵 . 

(3) D- 稳 定 矩阵 是 非 奇 异 的 ,而 且 其 逆 也 是 D- 稳 定 和 矩阵， 

(4) 了 D- 稳 定 和 矩阵 的 主子 矩阵 是 DD- 半 稳定 的 ,而 不 一 定 是 D- 稳 
定 的 . 

证 {1),(2),(3) 的 证 明 留 作 练习 . 

现在 证 明 (4). 

设 4 efo 是 D- 稳 定 的 ; we 己 化 …, 才 是 一 指标 集 . 

设 4e 限 二 "是 对 朋 矩 阵 , 其 对 有 角 元 素 属 C 指明 的 位 置 上 的 为 1， 
其 余 位 置 上 的 为 & > 0. 

考虑 DAA ,其 中 DeR” 是 任 一 正 对 角 答 阵 .于 是 ,一 方面 ， 
由 于 4 是 D- 稳 定 的 ,根据 定义 , DAA 是 正 稳定 的 , 即 其 所 有 特征 
值 具有 正 实 部 ; 另 一 方面 ,只 要 6 >0 充 分 小 ,4(DAA4) 可 以 近似 
包含 人 Dejd(e 放 到 任意 程度 .因此 主子 矩阵 A(a) 至 少 是 D- 半 
稳定 的 , 

再 来 看 一 个 例子 ,说 明 D- 稳 定 和 矩阵 的 主子 矩阵 可 以 太 是 了 -稳定 
的 . 设 


0 一 1 a 0 
A= ,DD= ，a>0,b>0. 
1 1 0 5b 
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DA 的 特征 方程 是 
det(A1 ~ DA)= 42-bA+ab=0, 
由 此 得 


2 2 
D4 的 特征 值 当 b? 一 4ab 之 0 时 是 两 个 正 实数 , 当 b* -4ab<0 时 
是 一 -对 具有 正 实 部 的 共 辊 复数 .因此 ,4 是 正 稳定 的 ,但 其 主子 矩阵 
4 人 = [ 咯 只 是 D- 半 稳定 的 ,而 不 是 PD- 稳定 的 . 口 
4.624 定 理 设 AceR”™". 

(1) 若 4 是 DD- 稳 定 的 , 则 有 4 是 - 知 阵 . 

(2) 若 4 有 正 对 角 Lyapunov 解 , 则 4 是 D- 稳 定 的 . 

证 设 4 是 D- 稳 定 算 阵 , 考 虚 任 一 亡 阶 主子 矩阵 .4A(a), 其 中 
CC…, 砷 是 上 个 指标 的 集合 ; 依 4.6.23 的 (4), 万 阶 主子 式 
det A(a)>0. 这 表明 4 是 PP)- 知 陈 . 

注意 到 从 4 的 特征 多 项 式 det{ 宙 一 4) 的 根 与 系数 的 关系 , 显 
不 4 的 所 有 下 阶 主子 式 之 入, (A) 与 4 的 特征 值 密 ,…,Xt 之 间 


Mo 全- 地 | 


E.(4)= > A 4 


[| 

土 五 ， (4) 是 特征 多 项 式 中 心 “ 的 系数 ;再 注意 到 4 是 实 的 和 正 稳定 
的 ;从 而 不 可 能 所 有 天 阶 主子 式 都 等 于 零 , 即 至 少 有 一 个 下 阶 主 子 式 
是 正 的 .因此 ,4 是 P; -矩阵 .(1) 得 证 . 

现 硒 假 定 存在 正 对 角 矩 阵 4 e 限 ””" ,使 得 44+ 4 A4=8B 是 下 
定 的 . 设 妃 ER 是 任 -于 对 和 和 矩阵 , 考 志 也 4 ,注意 到 

(4D DA)+(DA) (4D")=A4+4A A4=8B, 

所 以 正定 算 陡 AD "是 D4 的 Lyapunov 解 ,D4 是 正 稳定 的 . 因 
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EN 


此 ,4 是 了 D- 稳 定 的 , 口 

这 个 定理 给 出 4 是 D- 稳 定 矩 阵 的 一 个 基本 的 必要 条 件 和 一 -个 
基本 的 充分 条 件 . 
4.6.25 定义 设 4EZ 记 

(A)= min{Re(4): 1€ 4(4A), (6.13) 

4) 称 为 Z- 矩 阵 4 的 最 小 特征 值 
4.6.26 定理 设 4=[a,]eZ,, 则 

(1) (A)e 4(4). 


(2) AA)> we, 


(3) 如 果 存 在 向 量 ye 民 "使 得 4y > 房 , 屠 么 4(4)> p. 
(4) 若 攻 不 可 约 , 则 在 (3) 中 可 将 y 是 正 的 减弱 为 非 零 非 负 的 , 便 


可 保证 人 A)> 6. 
证 (1) 将 4 表示 成 
A=al-P, «eR, P20. (6.14) 
依 4.6.2,Q - p(P) 是 4 的 特征 值 , 量 
ReA>o-p(P}) viead(A), (6.15) 


因此 4 4)}=& -pl(P)e 4(4). 
(2) 利用 表示 式 (6.14). 设 4 不 可 约 , 则 忆 也 不 可 约 . 依 4.4.2, 存 在 
的 属于 p(P) 的 非 负 的 特征 向 量 x = (x 、…,x,】， 
Px = pfPjr 
注意 到 人 4)=a-p(4)， 
Ax=[(al — Ph= 2(4. (6.16) 
由 此 ,并 令 


Xi = maxf x, }, 
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44)= 一 人 2 十 二 ,)- De A 
-1 六 的 
再 注意 到 


1 =,n, fi, 


t(A)> Ya,, 之 min > ay . 
j=1 ~ j=l 


二 可 约 情 形 的 证 明 留 作 练习 . 
(3) 显然 ,对 于 47, 因 有 与 4 完全 相同 的 特征 值 , 故 问 样 可 得 形 
如 (6.1 合 的 关系 式 : 
Aix={(A' )x=/(A)x, 
其 中 x 0. 再 利用 Ay 把, 得 
f(A)x y=x Ay2 px'y. (6.17) 
由 于 x'y>0, 因 此 从 A)> pB. 
(4) 仍 利用 表示 式 (6.1 愉 . 因 4 不 可 约 ,了 必 不 时 约 , 依 4.2.4, 在 在 
己 的 属于 pfP) 的 特征 向 量 x> 0; 故 只 要 是 非 零 非 负 的 便 有 
xX"yp>0, 从 而 由 (6.17D 得 A)> 8. 口 
4.6.27 定理 设 A4e 民 ”是 M- 秆 阵 , 加 
(1) 如 果 将 4 表示 为 
A=al—P, eR, P>0, 


那么 
AUA)c{zeC:lz~als p(P). (6.18) 
而 且 
(A)=Yp(47)= 0a- plP). (6.19) 
@) det4> je(A)F. 
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证 依 4.6.2, 已 有 (6.19). 
恢 4.6.26 的 (1), 已 得 
(A)=a- po{P). 
困 A >0,p(4 7 ) 是 其 模 最 大 的 特征 值 , 改 ]/p(47 ) 是 4 的 模 最 
小 的 特征 值 .推出 
(4)=1/p(47). 


依 4.6.5 的 (8), det 4 > 0. 因 此 ,车 (4)= 公元 上 出 
det 4=[ [4 = -Ial>TIGea)> [Cd 站。 oo 
产 1 


4.6.28 定理 设 4 有 E 限 六 是 M- 矩 阵 ,4> 吾 , 则 
H(A)2 #(B). 
证 依 4.6.6,B8 > 47 >0. 先 假定 吾 -: 不 可 约 , 依 4.2.4, 存 在 
左 特征 向 量 y >0, 使 得 
yiB” = p(B )y". 
对 于 47 , 依 4.4.2, 存 在 右 特征 向 量 x > 0 ,使 得 
Al'x = p{471 ke, 
于 是 
p{B8" )y'™x =y'B'x>y A'x= p(4" )y'™x. 
由 于 y'x 关 0, 因此 


4(B)=Y plB" )< yp(4")= 4(4). 
对 于 B71 可 约 的 情形 ,可 用 & > 0 填补 其 堆 元 素 , 便 可 利用 如 L 
结论 ,然后 让 E 一 0 取 极限 ,同样 可 得 《{B)< {4). 
4.6.29 定理 设 4e 民 ”是 M- 第 阵 ,D = diag(d,,…， 了 是 


和 角 矩 阵 , 则 
A(DA)> (A)min d,. (6.20) 
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证 注意 到 D4 是 M- 和 矩阵 ， 
(DA = 4 DT，41 >0, Dp- >0， 
从 而 


£(DA) )= pol42D ) of 人 (maxd- 7 ) 


lsi<H 


= )maxan } = (A)mind,. 口 
4.6.30 定理 设 4=[oz]s 限 ”是 行 严格 对 角 优 势 的 工 - 和 矩阵 ， 
B=[b,]eR”™,B>0, 则 


p(478)> eb So | (6.21) 
TS 1 AL 
证 令 
和 = 人 (二 多) =A Be, 
这 里 e=(1,…,1) eR". 由 假定 并 依 226 知 >0. 设 
6 = 和 i? 


mn 


从 4<=Be 必 4 还 是 工 -矩阵 ,得 


bs 一 16, < Da ， (6.22) 
1=l 1=1 j=1 


6 =@ 4A" Be,. 
依 4.1.8, 有 
p(4- 1B)> 总 = = ming. = ， (6.23) 
综合 (6.22) 和 (6.23) 即 得 (6.21). 口 


+ 00 


4.7 “了 -- 拭 阵 


4.7.1 定义 设 4=[a;] eC” 并 设 of(4)=[m,leR””， 


Ila, j= .. 
mm = ,j=1,…,n, {7.1) 
-layl, jz 


OK(A) 称 为 攻 的 比较 矩阵 (comparison matrix). 
4.7.2 定义 设 4eCo ,如果 有 /4 的 比较 矩阵 oK(4) 是 非 奇 异 的 M- 
短 阵 , 则 称 4 为 非 奇异 了 H- 算 阵 , 简 称 H- 和 矩阵 . 
4.73 定理 设 AeC”, 则 有 如 下 明显 性 质 : 

(1) of(A}eZ,. 

(2) oN(A4)= 4 的 充分 必要 条 件 是 4EZ 

(3) ep( 和 可 表示 为 非 负 对 关上 盾 阵 与 具有 零 对 角 的 非 负 些 阵 
之 差 : 


el(4=|ro 才 -4 -Ts 者， (7.2) 
其 中 
T° A=diag(a,,…,a,,) 
是 站 与 4 的 Hadamard 积 , 而 
|X|=[1x,1] 
表示 =[xy] eC"” 的 逐个 元 素 取 绝 灶 值 后 的 矩阵 . 
(4) 有 4 为 M- 秆 阵 的 充分 必要 条 忻 是 


of(A)= 4， 
而 且 A 为 H- 算 阵 . 
(5) 若 有 4 是 M- 矩 阵 , 则 (7.2) 成 为 
A=(1。 A)-[(I» 4)- 4]. (7.3) 
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此 表示 式 可 供 替 民 非常 有 用 的 通常 表示 式 4= cal 一 PP. 
证 明 留 作 练 习 ， 

4.7.4 定 理 设 4,B eC” ,4 是 M- 和 矩阵 ,of(B)> 4, 则 
(1) 吾 是 HL- 和 矩阵 
(2) 召 是 非 音 异 的 ， 
G) 4 >| 相 直 >0. 


(4)ldet BI> det 4>0. 


证 这 一 定理 是 将 4.6.6 的 基本 结果 推广 至 复 矩 阵 召 . 


(直接 从 4.6.6 的 (中 及 4.7.2 推出 ， 


现在 取 对 角 西 知 阵 

D 三 diag(r /lb,,l “” ,bod DD, ) 

则 DB 的 主 对 角 元 案 龙 正 数 
地 中 四 Db,, : 

依从 4.6.5 的 (3), 将 有 4 表示 为 

A=oal-P, P>0, o> pl(P). 
并 令 

R=oal -DB. 

由 于 

le-lb, | jb,,| 扩 上， 

| 到 一 了 加 || le—15,, | 本 b,, 
bn bl elb,,! 
<Pp+A-oA(A)<P, 

依 4.1.4， 


olRjs pllR)< el(Pj<a， 
因此 DB = Ql - 玉 可 道 故 召 必 非 奇 异 . 而 且 . 
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| 二 =KPs 六 | = er {- oR) | 


k=0 i 
仿照 4.6.6 的 (3) 的 推导 ,可 得 
det4， /7 ， , det B, 
detA (47), >|@ j= detB| 
从 而 Jet BL> det A. 口 
4 定理 ”严格 对 角 优势 矩 阵 和 不 可 约 弱 严格 对 角 优 势 矩阵 是 H- 


证 设 4=[ejjsC” 是 严格 对 角 优 势 的 或 不 可 约 弱 严格 对 
角 优势 的 . 依 2.2.3,oypf 4je Z, 是 非 奇异 的 , 任 取 
«> mslesl, 
则 有 
P=o -H(A)>20. 
依 4.2.4, p(P) 是 PP 的 特征 值 .于 是 , 依 Gerschgorin 图 手 定 理 1.6.23， 
存在 1 ,1 <1 < ,使 得 


os- Sl-o- [ed- Sl]se 
i=l te 


注意 到 一 p(P)>0 是 ef(4A) 的 特征 值 ,而 of(A) 是 非 奇异 的 ,从 
而 必 有 ww > PP 因此 ,oN{4}= Ql -PP 是 M- 算 阵 , 故 4 是 开征 
阵 . 口 
4.7.6 定义 ”对 于 任何 矩阵 4 eC” ,按照 (6.13), A(oX( 4 是 有 意义 
的 ,定义 


oA)= L(A)). (7.4) 
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这 是 将 Z- 乍 阵 的 最 小 特征 值 的 定义 4.6.25 推 广 至 一 般 征 
阵 . 
4.7.7 定 理 4 eC” 为 H- 和 个 阵 的 充分 必要 条 件 是 {4)>0. 
这 一 定理 很 容易 证 明 , 留 作 练习 . 


4.8 ”完全 非 氏 矩阵 简 述 


4.8.1 定 义 ”4 e 民 ” 称 为 完全 非 负 给 阵 (totally nonnegative matrix), 
如 果 4 的 所 有 各 阶 子 式 全 臣 非 负 的 ， 

4 e 民 ” 称 为 完全 正 答 阵 (totally positive matrix), 如 果 4 的 所 
有 各 阶 子 式 全 是 正 的 . 
4.8.2 定理 设 A4eR™"， 

(1) 若 4 是 完全 非 负 年 阵 , 则 4>0, 即 4 必 为 非 负 和 托 阵 . 

(2) 著 4 是 完全 正 撼 阵 , 则 4 >0, 即 二 必 为 正 矩 阵 ， 

(3) 若 4 是 对 称 的 完全 正 矩 阵 , 则 4 是 正定 矩阵 . 

证 明 窜 作 练 习 . 
4.83 定义 设 4< 妥 ”是 完全 非 负 和 扎 阵 ,而 且 存在 正 整 数 天 ,使 得 
A* 是 完全 正 矩 阵 , 则 称 4 为 振 莫 矩阵 (oscilatory matrix). 

振 消 矩阵 这 一 术语 出 于 在 振荡 理论 中 的 应 用 ， 
4.8.4 定理 设 4eR 民 ”是 完全 非 负 矩阵. 则 有 4 为 振荡 矩阵 的 充分 
必要 条 件 是 det 4 > 0, 而 且 在 包含 主 对 角 的 三 对 角 带 上 的 所 有 元 
素 全 为 正 的 . 

证 明 丛 略 . 
4.8.5 定 理 设 4e 了 "是 完全 非 负 和 矩阵 , 则 

(1) 4 的 所 有 特征 值 是 实 的 和 非 负 的 . 
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(2) 如 果 4 是 振 洲 和 矩阵 ,那么 4 的 所 有 特征 值 是 正 的 而 且 是 
异 的 ， 
证 明 从 上 略 . 
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5 标准 形 算 阵 及 其 变换 算 阵 


5.1 Jordan 标准 形 和 相似 性 


s.1.1 引言 设 AeCQ”". 
若 4 有 闫 个 不 同 的 特征 值 名, 元 , 则 根据 1.6.5, 4 有 个 线 
性 无 美的 特征 向 量 x",…,X'”. 丁 是 
AP= Pdiag(4 4 P=[x™ GD 


由 此 
PH4P=diag(4 {1.2) 
这 就 是 说 ,对 于 4 没有 重 特 征 值 的 情形 , 4 相似 于 以 其 特征 值 为 对 
角 元 素 的 对 角 牛 阵 , 或 者 说 4 可 以 通过 相似 变换 约 化 为 对 角 短 阵 . 
然而 ,对 于 4 有 一 个 或 多 个 重 特征 值 的 情形 ,问题 远 非 那么 简 
单 ， 


定义 矩阵 J (4)eC** 如 下 : 
所 (= 四; 
1 0 .0 
0 ,i 
(= ,00, Kk>1. (3) 
: “4 
|o a [ 币 A 
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容易 证 明 : 如 此 秆 阵 只 有 一 个 特征 值 坟 ,其 代数 重 数 为 庆 ; 其 几何 
重 数 则 为 1, 即 只 有 一 个 线性 无 关 的 特征 向 量 ,可 到 为 
X= 日 三 (10… ,0) eC!*, 

而 二 不 能 通过 相似 变换 将 矩阵 对 骨 北 ， 

一 般 地 说 ,一 个 严 x 下 矩阵 寻 通 过 相似 变换 能 约 化 成 怎样 购 最 
紧 形 式 呢 ? 答案 包含 在 下 述 著名 定理 中 . 
5.1.2 定理 设 AeC” ”有 rn 个 不 同 的 特征 和 值 

0 


rr 


代数 重 数 分 别 为 


Hs 有 由 | 十 十 内 = 上 hn, 
则 存在 非 奇 异己 <C”" ,使 得 
P- 4P= 了 =diag( 了 )， (1.4) 


其 中 
J = diag(/, (4), Toi) 外 


kh 
Dn (k)=n,, i= br, (1.5) 
k=1 


,io( 和 名) 是 由 (1.3) 定 义 的 {EE)xn() 知 阵 . 

华 不 状 虚 因 了 的 不 同 选取 市 引起 诸 /顺序 改变 和 庶 了, 顺 
序 改 变 的 意义 下 ,J 是 唯一 的 . 

此 定理 让 明 见 9.6.22. 
$.1.3 定义 ” 形 和 如 (4.3) 的 垂 阵 J (4) 称 为 Jordan 块 . 形 如 (1 .4 的 年 阵 
.了 称 为 矩阵 4 的 Jordan 标准 形 . 并 且 常 称 ,7 为 其 所 含 的 各 Jordan 
块 的 直 和 . 

注 :Jordan 块 也 可 以 收 下 三 角 和 矩阵 形式 , 即 不 年 上 次 主 对 角 线 取 
1, 而 在 下 次 主 对 角 线 取 1. 
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5.1.4 定义 ”如 果 A Ee 的 Jordan 标准 形 的 所 有 Jordan 块 都 是 1 
阶 的 , 则 称 4 为 非 亏 损 算 阵 (non-defective matrix).; 否 则 , 称 4 为 亏损 
引 阵 (defective matrix). 

帮 为 RxH 损 纵 阵 的 直观 含义 是 ; 4 的 线性 无 闫 的 特征 辣 量 
少 寺 产 个 . 

用 为 nxn 韭 亏损 后 阵 , 即 其 Jordan 标准 形 了 是 以 4 的 特征 值 
为 对 骨 天 素 的 对 和 角 算 阵 : 

J = diag(4,…,,). (1.6) 


如 此 ,通常 也 称 非 亏 损 知 阵 为 可 对 角 化 矩阵 (diagonalizable matrix), 
或 称 为 { 简 ) 单 矩阵 (simple matrix). 
5.1.5 定理 设 AeCQ™", 则 下 列 二 个 条 件 等 价 : 

(1) 有 4 足 非 亏 损 知 阵 . 

(2) 成 并 


A = Odiag(4.,…,4, 7, (1.7) 


其 中 4……4 是 4 的 特征 值 . 台 是 以 相应 特征 向 重 为 列 的 彰 退 化 
矩阵 . 

(3) 4 的 鲜 个 特征 值 的 儿 何 重 数 等 十 其 代数 重 数 . 

此 定理 证 骨 比 较 简 单 , 留 作 练 习 . 
5.1.6 定义 ”如果 4< 人 ”的 每 个 特征 值 的 几何 重 数 均 为 1, 则 称 4 
为 非 减 次 矩阵 (non-derogatory imatrixj: 和 否则 , 称 4 为 减 次 矩阵 
{derogatory matrix). 

根据 定义 , 4 是 非 减 次 年 阵 , 吕 共 每 个 特 储 值 郝 只 有 1 个 线性 无 
关 的 特征 门 量 :也 就 慧 说 ,在 4 的 Jordan 标准 形 中 每 个 特征 值 只 对 说 
1 个 Jordan 鼎 . 
5.1.7 定义 ”两 个 可 对 角 化 算 阵 4,8 eC 称 为 同时 可 对 角 化 的 ， 
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如 果 存 在 一 个 相似 矩阵 8 eC” ,使 得 
3 4S 和 SBS 

同 为 对 角 和 矩阵 ， 
5.1.8 引 理 设 4eC”"",BeC”, 并 设 

es 

C= 

0 8B 
是 4 和 B 的 直 和 , 则 CC 可 对 角 化 的 充分 必要 条 件 是 4 和 有 B 两 者 可 
对 角 化 . 

证 ”如果 存在 非 奇异 矩阵 5S, eC”” 和 5S, eC ,使 得 

S71AS, 和 5S;1BS, 是 对 角 算 阵 ,那么 取 S 是 和 ,的 直 和 


Sg 区 0 | 
0 5S,| 
便 有 SCS 是 对 角 和 矩阵 . 
反之 ,如 果 忆 是 可 对 角 化 的 ， 
SCS=A=diag(4,1 ,1 ), 
其 中 S eC 是 非 奇 异 矩 阵 .将 8 写成 


3 =[se SC So] ， 


其 中 


(0) 
oO) -| ee™, EW) eC",n0) eC’, 
Ff 


i=],2,.,Mm+n. 
那么 ,从 Cs 中 = 5s 中 ,i 二 1,2,…,mm 十 ,推出 
AE™ 一 2)， Bn 一 元 1 一 二 2，……, 班 十 天 : 
现在 考虑 向 量 集 合 
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ED ED ED 
车 其 线性 无 关 向 量 个 数 少 于 jm , 则 甜 阵 

[ee EY os Eee] Ee Cm+e) 
的 列 秩 ( 并 因而 行 秩 ) 小 于 六 .同样 , 若 集合 若 虽 ,2 线 
性 无 基 同 量 个 数 少 于 半 , 则 矩阵 

[wy nm) 加 P1ert] eC nx{m+rn) 
的 到 秩 ( 并 因而 行 秩 ) 小 于 nn. 由 此 可 知 , 以 上 两 种 情形 ,无 论 哪 一 种 ， 
矩阵 


Et 此 人 ,is Elmtn) 
71 12) | 
的 秩 均 小 于 严 十 闫 ,但 这 是 不 可 能 的 ,因为 $ 是 可 道 的 . 

因此 ,集合 区 ,22 站 正好 有 六 个 线性 无 关 的 向 
是 下 们 让 特 全 同时 ,这 表明 4 必 基 本 对 角 化 的 同样 理由 ,如 也 
是 可 对 角 化 的 . 
5.1.9 定理 设 算 阵 4,B8 ef” 是 可 对 角 化 的 . 则 4 和 和 B 可 六 所 
AB = BA4 的 充分 必要 条 件 是 4 和 8B 同时 可 对 角 化 . 

证 设 4 和 B 可 交换 .由 于 4 是 可 对 角 化 的 ,可 先 对 4 和 B 执 
行 同一 相似 变换 将 4 对 角 化 . 

因而 ,不 失 一 般 性 ,可 直接 假定 4 是 对 角 和 矩阵 , 

A= diag(4,-…, 1, ), 

元 …, 入 是 4 的 特征 值 . 

不 失 一 般 性 ,还 可 假定 4 的 任何 多 重 特征 值 是 连接 地 出 现在 主 


对 前 线 上 的 , 即 4 有 块 对 骨 形式 : 
41 0 
4= . . (1.8) 
U 417 
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于 是 ,从 4B= BA( 通 常 的 相似 性 不 会 改变 这 一 关系 ) 及 
B=[b;], 得 
Ab, = b,A,, bij =1,,n. 


由 此 , 当 大 关 刀 时 有 已 = 0; 推 出 下 是 块 对 角 矩 阵 : 


五 ， 0 
B= ， ， (1.9) 
0 及 
这 里 如 是 与 了 7 同 阶 的 方 阵 ,i = 1…, 肯 . 
因为 召 也 是 可 对 角 化 的 , 依 5.1.8, 每 个 B 可 对 角 化 ; 设 工 是 与 
召回 阶 的 非 奇 异 惩 阵 ,使 得 


7 BT 


是 对 攻 矩阵 ,r = 1……, 直 . 
取 克 是 下 ,…-… 思 的 直 和 和 


T= 1 ， (1.10) 


0 


THA = 47, i=1,,k. 
因此 TT AT 种 TBT 向 为 对 骨 和 矩阵 . 
反之 ,如 果 4 和 如同 时 可 对 和 角 化 ,那么 存在 相似 知 阵 驴 ,使 得 
A=SDS™, B=S/AS", 


注意 到 


其 中 画 和 4 是 对 季 矩 阵 - 于 是 
AB= SDS SAS™' = SDAS™ 
=SADS' = SAS 3DS = BA. 口 


5.1.10 定 久 ”人 在 意 (有 限 或 无 穷 ) 的 盾 阵 集合 9 性 和 ”也 称 为 矩阵 
族 .如 果 ? 中 的 短 阵 对 丁 乘法 是 二 两 可 交换 的 : 
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AB= BA, vABEew., {1.11) 
则 称 8 是 交换 族 . 
设 AeC”™:W CC 是 子 空间 . 
如 果 成 立 


AweW, vweW, 
则 称 子 宝 间 于 为 4A -不 变 的 . 
设 族 多 Cc 人 ,如 果 对 每 个 4e 了 了, 历 是 4 -不 变 的 , 则 称 子 容 
间 歼 为 9 -不 变 的 . 
由 定义 即 知 , 若 4 eC , 则 C" 的 1 锥 有 4- 不 变 子 空间 的 丝 个 非 
零 元 素 是 4 的 特征 癌 显 ， 
s.i.11 引 理 设 名 CC" 是 交换 族 , 则 存在 闫 量 xeQ", 它 是 凶 个 
4&8 的 特征 向 量 . 
证 设 开 CC 是 最 小 下 维 数 的 宁 -不 灾 了 衬 间 ;如 此 殊 是 存 
在 的 ,但 未 必 唯 -. 因 为 人 ”本身 总 允 -不 变 的 ,也 就 是 说 ,存在 天 维 的 
多 -不 变 子 字 间 :如 果 还 存在 nn 一 1 维 的 ,那么 可 以 进 - 步 问 是 洁 存 
在 天 一 2 维 的 ;如 此 等 等 . 
现在 证 吉 灭 中 的 等 个 非 过 向 基 是 均 中 的 每 个 第 阵 的 特征 向 
量 .如 若林 然 ,那么 对 某 一 鲍 阵 4E9 ,不 是 刺 中 每 个 非 过 向 量 均 为 
4 的 特征 向 旺 .注意 到 形 是 多 -不 变 的 ,因此 是 4 -不 变 的 ,从 而 对 4 
的 某 特 征 值 如 ,在 友 中 存在 二 短 0 使 得 4 = Ax. 定 义 
W, = {yeW: Ay= yy}, 
显然 ,XE 所 ,所 己 太 是 子 衬 间 .如 此 ,根据 对 4 的 假设 ,应 有 
玩 , 关 玉 ,所 , 的 维 数 小 于 到 的 维 数 .但 是 ,对 于 任何 Be 多 有 
BxreH, vxeW,, 
由 此 并 办 多 是 变换 族 ,得 
A(Bx)= (4B)x = (BA}x = B(Ax)= B(Ax)= A(Bx), 
推出 Bx € WW .这 表明 也 是 这- 不 变 的 ;从 而 与 大 是 晤 小 正 维 数 
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多 -不 变 子 空间 矛盾 . 口 
5.1.12 定义 ”了 开 ” 称 为 同时 可 对 角 化 族 ,如 果 存 在 一 个 非 奇异 
矩阵 人 SeC”" ,使 得 对 每 个 4e ,S$ 48 是 对 角 和 矩阵 . 
5.1.13 定理 设 9 CR" “是 可 对 角 化 矩阵 族 , 则 2? 为 交换 族 的 充 
分 必要 条 件 是 9 为 同时 可 对 角 化 族 . 

此 定理 充分 性 的 证 明 同 5.1.9. 必 要 性 可 采用 对 nn 作 归 纳 法 进行 
论证 ,具体 步骤 从 略 . 
5.1.14 定理 设 4eEfC ,有 EC” 用 把 下 , 则 4 有 的 所 有 特征 值 ， 
按 重 数 计 , 连 同 关 -六 个 口 ,就 是 及 4 的 全 部 特征 值 ;也 就 是 说 ，BA 
利 4 好 两 者 的 特征 多 项 式 存在 关系 式 


Pasa (2)= NV" pas(4). (1.12) 


特别 ,车 砍 =# 且 4 和 8B 至 少 有 一 个 是 非 奇异 的 , 则 AB 和 B4 是 相 
似 的 . 
证 考虑 关于 Ce 中 瑞 矩 阵 的 两 个 恒等式 


oR 他 
| 


| | EC tmrn) 


因为 


oJ 
是 非 奇 异 的 ,推出 


| | [solo -ls al 
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所 以 ,两 个 ( 闫 十 由 x( 庆 二 机 和 谍 阵 
四 | 

C= 
BB 0 


QU 0 
C, 三 
8B B41 


是 相似 的 . C', 的 特征 秆 是 4B 的 特征 值 连同 闫 个 0,C, 的 特征 值 是 
B4 的 特征 值 连同 玉 w 个 0. 和 由 于 Cl 和, 的 特征 值 相 同 , 按 重 数 计 ， 
定理 的 主要 结论 得 证 . 
当 和 次 = 是 4 是非 奇异 时 ,成 广 
AB = A(BA}A™, 
表明 4B 和 BA4 是 相似 的 . 口 


5.2 友和 矩阵 和 robenius 托 阵 


5.2.1 定义 ” 算 阵 4E 到 的 特征 方程 写成 
pal4)= det(41 -4) 


= -pd -pd -PA4-p=0. (2.1) 
容易 验证 :矩阵 
0 1 0 0 
C=| : 和 0 (2.2) 
0 0 
Po Pi Pn Pnl 


“313。， 


的 特征 方程 恒 同 4 的 特征 方程 (2.1). 
C 称 为 4 的 特征 多 项 式 p,(4) 的 友和 矩阵 (companion matrix) 或 


Frobenius 矩阵 . 
友和 矩阵 可 以 有 不 同 的 形式 ,如 
Pl Ds 2 pi Do 
1 0 0 
0 ， 
oO 1 0 
和 
0 0 po | 
1 : pi 
性 : 
: . 0 Dn-2 
DO 1 | 
等 


5.2.2 定理 设 4eC” 有 nn 个 不 同 的 特征 值 和 4,…,4,,C 是 4 特 
征 多 项 式 的 友和 矩阵 , 则 C 相似 于 对 角 些 阵 4 = diag( 为 ,…, 加 ,而 
且 可 取 相 似 此 阵 为 而，……, 邦 的 Vandermonde 矩阵 { 见 2.6.1) 


1 1 1 
1 和 
V=V(4w 和 4)=| 久 天 天 (2.3) 


FCF= 4 (2.4) 
证 依 5.2.1,4 的 特征 值 和 ,…, 人 Xt 也 是 忆 的 特征 人 ,因此 已 存 
在 元 个 线性 无 关 的 特征 向 量 .利用 每 个 4 满足 CC 的 特征 方程 , 即 
pl(4%4)=0, 有 
VW=potph tp tt pad 


容易 验证 

;= (2.5) 
是 女 的 属于 特征 值 4 的 特征 向 量 ,x 中 即 (2.3) 中 的 VY 的 第 i 列 .于 是 
成 立 CF = 六 A ,此 等 式 等 价 于 (2.4). 口 


5.2.3 定理 设 4eCw 是 非 减 次 矩阵 ,有 rn 个 不 同 的 特征 值 
1 ,4 ,代数 重 数 分 别 为 
my Ht = 有， 
则 4 相似 于 它 的 特征 多 项 式 的 发 矩阵 C . 
证 ” 设 友 矩阵 C 形 如 (2.2). 依 5.1.6 和 S.1.2, 存 在 非 奇 措 矩 阵 
PeC"™ ,使 得 
PAP = = diag(/, (0) 4) 6 
其 中 {和 名) 由 (1.3) 定 义 ， 
如 果 y = , 即 代 数 重 数 
Pa 一 … 二 下 =1, 
则 J 中 每 个 Jordan 块 均 为 1 阶 矩 阵 ， 
J (4,)= [4,], i=L:",n 
对 此 ,和 .2.2 已 证 明了 和 CC 相似 ,并 且 给 出 了 变换 矩阵 亚 .于 是 ,联合 
(2.6), 推 出 4 和 CC 相似 . 
现在 考虑 .7 中 存在 高 于 1 阶 的 Jordan 块 .假设 某 个 特征 值 4 的 
代数 重 数 n > 工 . 
由 于 罗 是 形 如 (2.1) 的 特征 方程 p,(4)=0 的 加 重 根 ,因而 必须 
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满足 


Sp (4) 


n n—l1 
一 A -| 有 A _ 
= 时 大 
k+l 
一 天 Pru — 天 pr =0, 


天 = 0 一 1，(2.7 
根据 如 此 条 件 ,只 须 将 (2.3 的 矩阵 加 以 推广 ,一 般 地 说 ,可 取 相 似 所 


阵 为 
V = [7 (1) ~ VF (4, ] {2.8) 
其 中 六 (和 1) 是 nxn 算 阵 ， 
(4 
1 0 0 0 
4 1 0 0 
形 92 1 0 
3 3 3 | 
0 
A ( 一 "pe ( 一 机 (: 2 nm -1 
i 1 i pa i of 一 工 】 上 
nl Hl1|an-2 月 一 下 | yn nl | am-n, 
7 ( 站 [ jz ... (‘2 
i=l ,Fr, (2.9) 
则 成 立 
VCrV=J. (2.10) 


各 实 上 ,利用 和 矩阵 习 法 及 条 件 (2.7), 得 
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| 1 0 
2 2 1 
3 3 | 9z 3 
» (hk 
入 十 ph 4 4 0 
一 i 1 了 了 


由 此 并 注意 到 


cr=[cr (4) 1 CF (4,) 
和 
VJ 一 ly, (A yy, (4 ) 机 六 (4, NY, (4, )] 3 
推出 
CV =V, 

这 个 等 式 等 价 于 2.1 人 9. 至 此 ,联合 包 . 们 和 (2.10), 即 得 4 和 心 是 相 羽 
的 . 口 

更 一 般 的 是 涵盖 减 次 矩阵 的 结论 .不 难看 出 , 当 有 4 是 减 次 托 阵 
时 ,不 能 直接 按 上 述 定 理 证 明 中 构造 广 那样 来 产生 变换 抢 阵 ;事实 
上 ,此 时 4 也 的 确 不 相似 于 其 特征 多 项 式 的 友和 矩阵 .下 和 面 给 出 一 般 
的 结论 . 
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S,2.4 Frobenius 定理 设 A4AeC”", 则 存在 正 整 数 


1 
使 得 竺 相 似 于 矩阵 
C= diag(C,, CC ) (2.11) 
其 中 C。 是 刚玉 | 矩阵 , 形 如 
0 1 0 | 0 
C= . ， 
0 0 1 
Pio Pi °° Pim-: Pim,-! 
i=1...,s, (2.12) 


每 个 C。 的 特征 多 项 式 能 整除 其 前 面 的 C ,…,C,, 的 特征 多 项 
式 . 
证 设 有 4 的 Jordan 标准 形 如 (1 和 和 和 (1.5) 所 示 , 而 且 
(1) .二 已 按 其 所 含 的 Jordan 块 的 数目 从 多 到 少 编号 , 即 
有 之 … 之 大; 
(2) 每 个 J 内 的 Jordan 岂 J ny(44)…,Jite)( 和 ) 已 按 其 阶 数 
从 高 到 低 排列 , 即 有 nn,(1) >… > nk,). 
令 
J 一 diag(7 ,al2 Jon (A ), 
这 就 是 说 ,J 是 由 A 的 每 个 特征 值 的 最 高 阶 的 Jordan 块 组 成 的 块 


对 角 答 阵 ,其 阶 记 作 n,m = 六 n,(1). 
i=] 


类 似 地 , 令 了, 是 由 4 的 每 个 特征 值 的 次 高 阶 的 Jordan 块 (如 果 
存在 的 话 ) 组 成 的 块 对 角 算 阵 ,其 阶 记 作 1%， 
如 此 等 等 ,直至 令 J 由 4 的 每 个 特征 值 的 第 s = 大 高 阶 的 
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Jordan 块 (如 果 存 在 的 话 ) 组 成 的 块 对 角 和 矩阵 ,注意 不 会 是 零 阶 矩 
阵 , 因 为 它 至 少 包含 Jordan 块 14 )( 乒 ), 其 阶 记 作 m,， 

显然 ,P 十 … 十 班 , = 天 ,这样 , 可 以 将 4 的 Jordan 标准 形 改写 
成 

了 = diag(7 了 小 (2.13) 

这 里 省 ,…,J, 均 必 为 非 减 次 矩阵 , 

现在 对 每 个 可 以 应 用 5.2,3 设 形 如 (2.12) 的 C， 是 ;的 特 入 
多 项 式 的 友 卸 阵 , 则 存在 闵 , x mm, 非 奇异 矩阵 了 ,使 得 


VC P=, i=1,s. (2.14) 
二 是 成 立 
VCF =J, (2.15) 
其 中 性 形 如 (2.11), 了 形 如 (2.13), 而 
.VV = diag(F ,V7 ), (2.16) 


(2.15) 表 明 . 了 和 已 相似 .然而 ,显然 4 和 .是 相似 的 ,因此 4 相似 于 
CC, 
从 J1,…, 才 ,的 构造 得 知 :每 个 C,， 的 特征 多 项 式 能 整除 其 前 咯 
的 C。，……C 的 特征 多 项 式 . 口 
这 一 定理 的 另 一 证 明 见 9.6.16. 


5.3 Schur 标准 形 


5.3.1 引言 ”如果 能 把 -个 矩阵 约 化 成 Jordan 标准 形 ,那么 便 可 得 到 
特征 值 和 特征 向 量 的 全 部 信息 ;但 是 在 实际 约 化 方面 ,除了 如 白 伴 矩 
阵 等 一 些 类 型 外 ,缺乏 普遍 有 效 的 变换 和 矩阵. 
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自 伴 矩阵 总 是 可 以 通过 酉 相似 变换 ( 即 利用 本 矩阵 作 相 似 变 换 ) 
将 其 约 化 成 对 角形 , 即 其 Jordan 标准 形 . . 

本 变换 具有 很 引 人 的 一 些 性 质 . 岩 此 ,自然 会 问 : 西 相似 变换 能 
将 一 般 和 矩阵 约 化 到 什么 程度 昵 ?下 面 将 给 出 的 答案 是 :如 此 变换 可 
将 任何 甜 阵 约 化 为 三 角 短 阵 , 

三 骨 和 矩阵 保留 了 对 骨 短 阵 的 - 个 良好 性 质 ,如 其 特征 值 分 布 在 
主 对 角 线 ,而 且 求 对 应 的 特征 向 量 也 比较 简单 .因而 约 化 成 一 角 标 准 
形 在 理论 上 和 应 用 上 都 很 重要 ,Jordan 标准 形 实际 上 也 是 三 角 标 准 
5.3.2 引 理 设 半 = (站 eC",xz0, 令 


五 = 了 一 2wWW ， (3.1) 
其 中 
= peC @ =(1,0,…,0), (32) 
| 一 ee 
则 吾 蚌 自 伴 的 西 第 阵 ， 
H"=H=H".. (3.3) 
而 且 , 取 
_ 呈 ， 1=0 
a -| | x #0 (3.4) 
时 ,成 立 
Hx = Pei ， (3.5) 


证 显然 ,HH "一 Hi:Xw'w=1，, 
HH=( -2ww' NK -2ww’) 
= —4ww + 4ww ww 
= 了 一 4 +4ww = 了 ， 
{3.3) 得 证 ， 
因为 


* 320. 


Hw= x -2ww'x 


-一 一- pe) -p'e’ 
jx- pe 中 
21 |x| —p'x 
-Pe mo) 
lx -pel, 


所 以 , 欲 使 (3.5) 成 立 ,只 顷 

bE-rel =2( EE -p's ) 

由 此 ,将 其 中 的 2 一 范 数 具体 写成 分 量 形 式 , 即 可 得 出 条 忻 (3.4). 这 从 
反 过 来 说 ,在 条 件 (3.4) 下 自然 成 立 (3:3). 

5.3.3 Schur 上 三 角 标 准 形 定 理 设 4 eC 则 存在 丁 外 攻 
DEC ,使 得 


UAU=A (3.6) 
其 中 44 是 上 三 角 和 矩阵 ,其 对 角 元 素 ( 即 4 的 特征 值 ) 可 按 指定 的 顺序 
排列 . 
特别 , 若 4 e 民 ”日 4 的 特征 值 是 实 的 , 则 U 可 以 选取 为 实 的 
和 正 交 的 . 


4d4 称 为 4 的 Sehur 上 三 角 标 准 形 . 
(0 的 等 价 形式 
A=UAU, 
称 为 了 4 的 Schur 分 解 . 


证 利用 数学 归纳 法 . 

hn 二 1 时 结论 显然 成 立 . 

现在 考虑 nn 之 2 .假设 结论 对 所 有 ~1 阶 算 阵 成 立 . 而 且 和 欲 将 
性 的 一 个 特征 值 义 排列 在 A 的 左上 角 . 用 x 表示 相应 于 千 的 特征 向 
里 ， 


Ax= Ax. 


” 依 5.3.2, 存 在 自 侍 的 西 和 矩阵 入 和 常数 p 0, 使 


Hx = pe'. 
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于 起 


HAHe = tan Bi] = LHAx = 4 = Ae,, 
P 也 P 
这 表明 HAH 形 如 
A un 
HANH = ， 
0 4 


其 中 用 是 # 一 1 阶 和 矩阵 ,4 及 nn 一 ] 维 行 向 量 # 的 元 素 对 这 里 的 推 
证 并 不 重要 . 

注意 到 囊 = 太 "1，4 和 及 4 玉 相似 , 故 4 的 特征 值 包括 了 4 的 
除 4 外 的 全 部 特征 值 . 

依 归 纳 法 假设 ,存在 nn 一 1 阶 西 算 阵 Ui ,使 得 

Ur AU, =4， 
其 中 和 44 蚌 n 一 1 阶 上 三 角 算 阵 ,其 对 角 元 素 已 按 指定 顺序 排列 好 .最 
后 令 . 
U= Hdiag(], U,), 

显然 ,0 是 有 R 阶 西 算 阵 ,而 且 


, | | "| pd 
U AU = 。 一 三 A. 
oo 40 UI |o 4 

六 Ae 民有 日 4 的 特征 值 是 实 的 , 则 对 应 的 特征 向 景 可 选 为 
实 的 ,因而 上 述 所 有 步 又 可 以 在 实 运算 中 实现 . 口 

注 : Schur 分 解 也 可 以 取 下 三 骨 和 矩阵 形式 的 标准 形 . 
5.3.4 定理 设 9 忆 C ”是 交 换 族 , 则 存在 酉 年 阵 区 eC”" ,使 得 对 
于 每 个 4E9 ,Cr 45 是 三 角 拖 阵 . 

证 ” 阿 到 S$.3.3 的 证 明 . 

利用 $.1.11 证 明 中 选取 特征 向 量 ( 从 而 西 矩 阵 ) 的 每 一 步 ,对 于 每 
个 4E58 ,可 以 选取 相同 的 特征 向 量 (从 而 相同 的 酉 矩阵 ). 而 及, 酉 
等 价 不 改变 变换 性 ;两 个 形 如 
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4 44， Bl Bl; 

0 4 0 B,, 
的 相 匹 配 的 分 抉 矩 阵 ,如 果 是 可 交换 的 ,那么 4,, 和 B,, 也 是 可 交换 
的 . 
因此 ,在 5$.3.3 的 应 用 归纳 法 的 约 化 过 程 中 ,交换 族 的 性 质 能 得 
以 遗传 .这 样 ,对 于 多 的 所 有 成 员 来 说 ,$.3.3 中 关于 上 U 的 各 个 组 成 部 


分 都 可 以 按 相 同 的 方式 选取 . 口 
5.3.5 定理 设 4e 眼 党 , 则 存在 实 正 交 矩阵 名 < 限 ”” ,使 得 
4 永 守 
QAO = 2 eR™”, (3.7) 
0 .0 4 


其 中 1 天生; 每 个 机 是 1x 工 实 抵 阵 , 或 具有 一 对 非 实 的 复 共 辆 特 
征 值 的 2x 2 实 和 矩阵. 而且, 对 角 块 4 ,…, 4; 可 以 按 任 何 指定 的 顺序 
排列 . 

这 一 定理 是 5.3.3 关于 实情 形 的 说 法 . 
$5.3.6 定 理 设 9 二 了 恨 光 是 交换 族 , 则 存在 实 正 交 扼 阵 台 只 ”” ,使 
得 对 于 每 个 4 多 ,O40 形 如 (3.7). 

这 一 定理 是 5.3.4 关于 实情 形 的 说 法 . 
5.3.7 定理 没 4=[a,] eC”, 则 对 每 个 正 数 & >0, 存 在 具有 刀 个 
不 同 的 特征 值 (从 而 可 对 角 化 ) 的 矩阵 


Ale)=[as(e))ec™, 


使 得 


2 


FF 一 1 


ay ~ayle| <e (3.8) 
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证 设 UV eC” 是 西 和 矩阵 ,使 得 
UAU=7T =[t,]} 
是 上 三 角 矩 阵 .选取 万 = diag(a …a 


£ 172 . 
lail< -| ， 开交， 


而 且 使 + Qu, ,+ Q, 这 nn 个 数 互 不 相同 .因此 T+ 人 D 以 及 与 
其 相似 的 4+UDU" 有 有 n 个 不 向 特征 值 : 
ti to tt, 
取 Ale)= 4+UDU', 于 是 
A-A(e)= -UDU’, 
从 而 


> bd (ef = Plot < "(s] =€. 口 


5.3.8 定理 设 A4AeC”", 则 对 每 个 正 数 &>0, 存 在 非 奇 异 第 阵 
人 .ECC”" ,使 得 
S-'AS, =T, =[t,(a)] (3.9) 
是 上 三 角 和 矩阵 ,而 且 | 
(el<e, 1si<jsn. 
证 依 5.3.3. 存 在 西 矩 阵 U eC” 和 上 三 角 算 阵 
T=[iy]eCc™”, 
满足 
UAU =T. 

定义 


" 324° 


D, =diagll,a,0’,…,0" ) a #0. 
令 . 


t= maxit 


iej 


| 
而 且 不 妨 假 设 & <1. 

如 果 t <1 取 S$, =UD., 则 

3-48 = DU AUD, = DAU*AUD, = DTD, =7,, 
从 而 
(el = yee | = le <el <e, vi<j. 
如 果 1>1, 取 5S, =UD,,,DD,, 则 类 似 地 ， 
SAS, = D; Di,TD,,,D, 三 了 ， 


ep 人 


1 人 
< 2 <e, Vixij. 口 
1 


从 而 


5.3.7 和 5.3.8 从 两 种 意义 上 表明 每 个 矩阵 是 近乎 可 对 和 角 化 的 
(almost diagonalizabje).5.3.7 是 说 对 于 任何 给 定 和 矩阵 ,六 在 接近 于 它 
到 任意 指定 程度 的 可 对 角 化 矩阵 ;3.3.7 则 是 说 任何 给 定 托 阵 必 相似 
于 非 对 角 元 素 小 主任 意 指 定 程度 的 上 三 角 矩 阵 . 

5.3.9 定理 设 4Et ”有 六 重 特征 值 丰 半天 ,不 互 
不 相同 , 则 4 相似 于 如 下 形式 的 和 矩阵: 


(3.10) 


* 325+ 


其 中 下 eC”" 是 对 角 元 素 全 为 和 的 上 三 角 和 矩阵, 一 1, 大. 
RR 册 且 所 有 特 全 入 是 实 的 , 则 相 羽 短 夺 由 到 为 
实 的 , 
证 首先 依 5.3.3, 4 西 相似 于 上 三 角 具 阵 了 = [JsC” ,并 
假设 了 的 对 和 角 钱 己 然 所 有 刀 排 在 最 前 ,其 次 是 所 有 4 ,等 等 . 
现在 对 了 质 行 一 系列 简单 ( 非 西 ) 相 似 变 换 ,以 产生 所 希望 的 上 
对 角 线 中 的 零 元 素 ,而 不 改变 了 的 对 角 元 素 和 上 三 角 结 构 . 令 
E, eC”™” 是 (x,s) 位 置 为 1, 其 余 位 置 为 0 的 矩阵 .注意 到 对 于 
r 关 和 任意 的 w e 人 7+eE 是非 奇 异 的 ,而 且 
(T+aE, 1 =I-ak,. 
因此 ,对 于 Fy < 5 ,如 果 用 了 + QE,, 作为 相似 矩阵 ,那么 
(He iTUC+E =(-aFE JrT+a5 ) 
仅 改 变 池 的 如 王位 置 的 元 素 : 
(1,s) 
二 


(2,s) 

了 

J 

(rs) > (rs+l o> … 一 人. 
而 且 将 二 ,替换 成 


Ls + ce 人 tv -一刀 )， 
因此 , 当 ft, 时 ,选取 
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可 使 (x,s) 位 置 的 元 素 为 0 ,此 外 有 关 结 构 没 有 改变 .于 是 ,考虑 下 中 
的 如 下 位 置 序列 : 

(nLn); 

(n —2,n —1),(n —2,n); 

(n—3,n—2),n—3,n—1),n -3,n); 

{1,2),{1,3),…, {1,n). 
只 要 1 , 关 t, , 便 可 以 按 所 描述 的 上 方式 选取 相似 扼 阵 ,依次 使 以 上 位 
置 中 的 有 关 元 素 为 0 ,注意 先前 产生 的 0 元 素 不 会 受到 影响 .所 得 矩 
阵 必 相似 于 有 4 而 且 形 如 (3.10) 口 

此 定理 是 5.3.3 的 延伸 ,是 趋 近 Jordan 标准 形 的 重要 一 步 . 

5.3.10 定理 设 4 吕 EC ,4 和 吾 可 交换 ,而 且 特 征 值 分 别 为 
及 和,…, JL, 则 存在 指标 1,…,n 的 一 个 置换 


bt 


La 


使 得 4+ 吾 的 特征 值 丰 
tH + 
算 统 地 说 , 若 4 利 召 可 交换 , 则 
AA+B)C AA)+AB). (3.11) 


证 依 S.3.4,4 和 召 同 时 可 上 三 角 化 , 即 存在 酉 矩阵 eC”， 

使 得 
UAU=T, UBU=R, 
四 和 民 同 为 上 三 角 和 矩阵 ,对 角 元 素 分 别 为 凡人 和 已 及 显 
然 
U’'(4+ BU=T+R, 

因此 ， 4+8 和 了 +R 相似 必 有 相同 的 特征 值 .而 +R 是 上 三 杀生 
阵 ,特征 值 为 4 + ,+ . 
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5.3.11 推论 设 4,BeC”",4 和 8B 可 交换 ,而 且 特 征 值 分 别 为 
二, 和 如,…, A, 如果 


A 关 一 后 ， jl n, 
那么 4+ 瑟 是 非 奇异 的 . 口 


s.4 奇异 值 分 解 


5.4.1 定义 设 4EC”" ,由 于 nx# 和 矩阵 A*4 是 灶 正 定 的 ,其 特征 
值 的 非 负 平方 根 称 为 4 的 奇异 值 , 记 作 ci >…>Cv >0. 并 用 
o(4) 表 示 4 的 奇异 值 的 全 体 : 


oA)={o20: 4Ax=ax,xeR’,x#0). (4.1) 


奇异 值 和 奇异 值 分 解 起 因 于 19 世纪 微分 几何 学 家 和 代数 学 家 
提出 的 如 下 问题 : 设 
A={a,1,B 二 [b;] 二 要 ”人 ， 


而 且 
X=(0., 7 ) p=, € 民 ". 
怎样 判断 两 个 实 双 线 性 型 
gc 及 = > ap (4.2) 
j= 
和 . 
w(x, y)= Dbyxy, {4.3) 
ij=1 


在 独立 的 实 正 交 蔡 焕 下 是 殖 等 价 , 也 就 是 说 ,是 否 存 在 实 正 交 算 阵 
0.,0, ce 区”" ,使 得 
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gt 人 =y(CzCN， vxy eR". 
解决 此 问题 的 一 种 途 和 从 是 寻求 双 线 性 型 在 正 交 替换 下 的 标 
准 形 ,而 且 发 现 了 每 个 4e 民 ”“ 必 存在 正 交 矩阵 全 ,0O, eR™"， 
使 得 
QO AO, =diag(c，……oy ) {4.4) 
是 非 旬 的 对 角 和 矩阵 ,其 中 
T2220 
是 AT4A{ 也 是 A447 ) 的 特征 值 .用 现在 的 术语 来 说 ,(4. 作 就 是 实 方 阵 
的 奇异 值 分 解 ,而 
O20, 0 
是 4 的 奇异 值 . 
现在 奇异 值 和 奇异 值 分解 在 : 些 应 用 领域 和 理论 领域 中 起 非 
常 重要 的 作用 :诸如 高 质量 统计 计算 ,基于 用 低 穆 矩阵 通 近 给 外 矩阵 
的 数据 压缩 方案 , 西 不 变 范 数理 论 等 . 
5.4.2 定理 设 4ecC””. 则 4 和 省 有 相同 的 非 零 奇异 值 : 
7 


| 之 "之 0 > 0， r < gq = min{m, nl}. 


证 设 g >0 是 A 的 奇异 值 , 亦 即 a’ 是 A 4 的 特征 值 : 
A'Ax = ox, 
其 中 x eR",x0, 是 4"4 相应 于 o? 的 特征 向 量 . 因 而 ， 
(Ax, Ax)= (4° Ax,x)= ol(x,x). 
由 此 , 因 o* > 0,(x,x) 二 0, 推 出 Ax 三 0. 于 是 
(44° 14x)= A(4' Ax)= 0 (4x), 


(4 ) (= 44 
的 特征 值 ,而 Ax 是 相应 的 特征 向 量 .因此 o 是 4" 的 有 异 值 。 口 
4 和 4 的 非 零 奇异 值 的 个 数 


这 表明 co :是 
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r= rank(4*4)= rank (44° }. (4.5) 
上 上 述 定 理 表明 ,当天 夫 严 时 ,4 和 地 的 奇异 值 仅 有 和 零 奇 异 值 的 重 数 
不 同 . 4 的 零 奇异 值 的 重 米 ( 即 个 4 的 特征 值 的 几何 重 数 ) 为 hn 一 7， 
而 4" 的 零 奇异 值 的 重 数 ( 即 44" 的 特征 值 的 儿 何 重 数 ) 则 为 mm 一 +*. 
白 然 ,对 于 方 阵 (# = 砚 ), 4 和 A" 的 奇异 值 是 重合 的 ,而 及 有 相同 的 
5.4.3 定理 方 阵 的 奇异 值 在 酉 变换 下 不 变 .具体 地 说 ,对 于 任意 的 
4 eC 和 任意 的 西 算 阵 U eC ,成 立 
o(A)}= olU4)= ol(AU). (4.6) 
证 设 g edo(4), 依 5.4.1, 存 企 xX eRR“,x 关 0， 
A AxX=ox. 
市 此 ,有 
(UA) (UA}x = A'U'UAx = A' Ax = Ox, 
推出 er E olUA) :类似 地 , 
(4U0) (40NU x)=U" 4 dx =0 (Ux). 


注意 到 U "x0 ,推出 og eo(4U). 口 
S.4.4 定理 设 4sC 是 下 规矩 阵 , 则 44 的 特征 值 全 体 
M4]= 怀 :2444 (4.7) 
4 和 4 的 奇异 值 全 体 
cl .4= cld' }= 全 :4E XA) (4.8) 


证 因为 A4*4= 4A4', 即 4 和 .4°' 可 交换 , 依 $3.4, 存 在 西 矩阵 
U eC” 使 得 
UAU=T, UA'U=R, 
其 中 荆 和 民 同 为 上 三 角 和 矩阵 .因此 ,有 


R=(UAU) =U"AU=T7. 
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注意 到 RR"' 是 下 三 角 和 矩阵 ,T 是 上 三 角 算 阵 ,两 者 相等 必 同 为 对 角 矩 
阵 : 
R” = 了 = diag(4,,…,1 ), 
这 里 九 ,…, 如 是 4 的 特征 值 , 即 术 A)= 公称 } 于 是 
UA'U=R=diag(t.…,4,), 
这 表明 (4.7) 成 立 ;而 月 
DC44U=C 4 和 4U) 
=RT=diag(|4) ,4, 站 ， 
推出 (4.8). 口 
容易 证 明 下 列 两 条 性 质 ( 窗 作 练习 ): 
人 设 4eC”™ ,oa(4)}= {oy,…,o,), 则 
Het A= ci po， 
2) 方 阵 为 西 算 阵 的 充分 必要 条 件 是 其 奇异 值 全 为 1. 
5.4.5 奇异 公分 解 定 理 设 4EC ”的 秩 为 了 , 则 存在 西 矩 阵 
U eCQ™" 和 丁 扼 阵 六 eC ,使 得 


(4.9) 


， 5 0, 
UAV == | ， (4.10) 
0， 0 
其 中 
.= diag(o,,…,0,), (4.11) 


0 之 之 g, >0 是 4 的 全 部 间 零 奇异 值 ;而 0,,0,,0; 分 别 是 
(m 一 rjx(n 一 7),(m 一 FP)xr ,rx(n 一 了 的 零 算 阵 . 
证 办 为 4 4 是 nxn 半 正定 和 阵 , 依 5.3,3, 它 有 如 下 Schur 分 
解 
V°(44) VY =diag(o,…,07), (4.12) 


其 中 EC” 是 本 矩阵 ,将 其 表示 成 
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其 中 
KV =by, 及 和 v,], V, =,, 的 »,]， 


得 
TO >0, 0 ="=0,=0. 
令 廿 形 如 (4.11), 从 (4.12) 有 
(4A = VW (AA) =0, 
这 表明 4 太 的 列 相互 正 交 ; 4V, 的 列 是 零 向 量 , 即 4 也 = 0. 因此 ,车 
取 mxr 算 阵 
U = AVD., 

WUU, =1. 

依 1.7,.9,U 的 列 这 一 组 正 交 向 量 可 以 扩展 成 C" 中 的 一 组 正 交 
基 , 故 存在 wx{ 吉 一 让 算 泗 加, ,使 得 

U=[U, U,je€™ 
是 本 矩阵 .于 是 ,1 4 到 = UU 5 =0， 
war a 中 D 
WAV UAV, 0 0 
(4.10] 或 等 价 地 4 = UZV' 称 为 4 的 奇异 值 分 解 . 
V 的 第 i 列 (1 <i<n) 
v,=Ve, 

称 为 4 的 属于 奇异 值 弛 ;的 单位 右 奇 异 向 量 . 

U 的 第 i 列 (1<i<m) 

zi = Ue, 


称 为 4 的 属于 奇异 值 Cr; 的 单位 左 奇 异 向 量 ， 
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一 般 ,(4.10) 中 的 五 .是 唯一 的 ,但 每 个 奇异 值 G, 对 应 的 单位 奇 
异 向 量 是 不 唯一 的 . 
从 (4.10) 得 


4 = oO,, A'u, = oY, 


奇异 值 分 解 4= 忆 37 是 自 伴 或 正规 矩阵 谱 分 解 4= EL 
的 自然 推广 ,因此 自 伴 或 正规 算 阵 的 常见 性 质 可 能 引出 关于 一 般 矩 
阵 的 有 用 结果 . 
5.4.6 定理 设 AeCQ”,o … 之 g, 是 有 4 的 有 序 奇异 值 , 则 对 于 
x=1,: aminfm 村 成 立 


0 = min, ,may lA (4.19 


i=L,r, (4.13) 


一 ma, a zx (4. 15} 


= min x | 4x (4.16) 


dim S=m= k+l was =1 


= max min |4zx|,， (4.17) 


dimS=k xes,lx|,=1 


其 中 外 优化 是 对 指定 维 数 的 所 有 子 空间 S eC 而 言 的 ， 
证 将 3.5.3 的 证 明 应 用 于 A*4 的 递 三 有 序 特征 值 
和 >…>4%,>0， 


. x, A Ax 
A= min max 
dn 一] XE ,天 人 (x,x) 


x 4 


= min ma 
dim $=m—k+1 xes | 


由 此 ,并 注意 到 4， = oi , 即 得 (4.16) 和 (4.14). 
类 位 地 ,可 以 证 明 (4.17) 和 (4.15). 口 


“333， 


5.4.7 推论 设 4eC”™ ,a >o,>.… 是 4 的 奇异 值 ,用 4, 表示 
从 于 删 去 7 行 (与 /或 列 ) 而 得 到 的 子 矩 阵 ,并 用 合 >6, > … 表 示 
A i 

10200, k=b,minfm,n}, (4.18) 
这 里 ,对 于 大 泊 六 > minfP 中 时 天 的 奇异 值 
o;=0. 

证 只 须 考 虑 + = 1 的 情形 .事实 上 ,从 4 删 去 1 行 战 1 列 ,如 果 
成 并 > i 之 ol ;那么 反复 应 用 如 此 不 等 式 便 可 得 出 一 般 结 论 
(4.18). 

现在 ,假设 和 44 是 从 必 删 去 第 s 列 形成 的 ,对 于 向 量 xeCQ”, 用 
teC”™ 表示 x 删 去 第 s 个 分 最 后 的 向 量 . 杆 是 ,利用 (4.1 力 有 


Or” a 1xls 将 4 小 
= stn 一 tx， 2 全 4 中 
A 
再 利用 (4.15) 存 
Oil= Imax min jx， 


dim =n —£—L xLs 让 =1 


< max min | 
dim S=n-k-1 xL8,xLes 和 | .= ” 


= p40, = 6 


若 删 去 4 的 第 s 行 ,可 将 同样 的 推 让 应 用 于 4' ,而 A 4 有 
同样 的 奇异 值 . 
5.4.8 推论 设 4EC” 之 OD, 起 4 的 有 序 奇异 值 : 双流 


=-(4+4) 是 4 的 自 伴 部 分 , 罗 二 … 刀 是 甩 的 递减 有 序 
特征 值 , 则 
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TN k=l,:,n. (4.19) 
哆 ，- 般 地 ,对 任何 由 矩阵 U,V eC”™" ,用语 之 … 之 和 表示 UA4V 的 
白 件 部 分 的 特征 值 ,成 立 


0 > k=l,h. (4.20) 
证 对 任何 xeC",|x|, =1, 右 
x Hx = =(e A 十 x* A'X)= Re(x' Ax) 
six Ax Sha = 
因此 ,利用 (4.14), 得 


i= min max x Hx 


in 人 一 上 一 x LS, = 上 


:二 


< min max zx = 0,. 
siniS—#—l xLs rl, =1 


更 - 般 的 结论 (4.20), 央 可 从 U4VY 和 4 显然 有 相同 的 合 异 值 可 推 
山 . 口 
5.4.9 定义 ” 己 <C” 称 为 竺 了 部 分 等 距 和 矩阵 ,如 果 忆 的 奇异 值 
T= =0,=1, gq,="=0,=0, {4.21) 

其 中 gg = min{m,n}. 

册 个 部 分 等 出 算 阵 P,Q e CQ” 称 为 正 交 的 ,如 果 P"O=0 呈 H 
PO =0. 
s.4.10 定 理 设 4e” ”的 奇异 值 分 解 为 4= 世 ,其 中 

U = 1 ueC™” 


和 
下 = 由 a sc 
是 机 敌阵 ,而 过 =[cj]eC” ”有 具 
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ci 三 Oh >"20, =0,, 4g=mintm,n}, 
其 余 G =0, 则 
(1) 4 是 相互 正 交 的 秩 1 部 分 等 距 拖 阵 


P=uv, i=1,,09 


的 非 负 线性 组 合 
A=oP+…+0o,P,. (4.22) 
(2) 4 可 以 表示 为 下 列 部 分 等 距 和 矩阵 六, ，… 玉 ,的 非 负 线 狂 组 
会. 
A=1 Kt th K,, (4.23) 
这 里 
K, = LE 
E=[e : e€ 0 … ojeR”™; 
rankK, =i, i=lg. (4.24) 
并 HH 
Hi=0 Om, i=b,g-l Hs=04, (4.25) 
因而 


t+ Hy =0,, i=1,,4., (4.26) 
这 一 定理 所 含 结论 的 证 明 是 直截了当 的 , 留 作 练习 . 
5.4.11 极 分 解 定理 设 4eC”™. 
(1) 若 # 之 机, 则 
A=PY, 
其 中 PeC™”" 是 半 正 定 的 ,P* = A4' ;而 了 EC ”是 行 下 交 的 , 即 
Yr"=1eC™. 
(2) 若 训 之 1, 则 
A= X00, 


其 中 QeC” 是 半 正定 的 ,QO? = 4'4: 而 站 eC”" 是 列 正 交 的 ， 
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Ya 


TX*X=IeC”™. 
(3) 车 my =n, 则 
A= PW = WO, 
其 路 eC” 是 酉 年 阵 ,P,Q sf” 是 半 正 定 的 ， 
Pp = A4', 0: = 4A"4. 
企 有 所 有 情形 中 , 沂 水 定 因 隆 耳 各部 是 由 4 唯 确 定 的 ,它们 
的 特征 值 与 4 的 闸 异 值 相同 . 当 A EEC” 为 非 奇 异 时 , 忆 和 台 是 正 
定 的 . 
证 ”如果 严 > 形 ,4= 了 IF 昆 奇异 值 分 解 ,其 中 [7 人 ”和 
矿 E 开 ”是 本 后 阵 ,而 三 E 克 ”可 以 写成 
三 =15S .0]， 和 三 qiag[er ,0 JeC™™, 
相应 地 记 
V=Ir FE] VeC”™”,p eC 
那么 
A=U[S gj 人 车 KT =USW =(USU EC) 
注意 到 已 = USU 是 半 正 定 的 ,了 = UT 满足 
YY =UWV VU’ =U = 了 


(0) 得 让 ， 
将 () 应 用 于 二 即 得 (2). 
对 于 人, 注意 色 
4=1UZ1 ={UZU" (Ur )=(Ur" MV Er ), 
所 以 可 取 P=USU',O=VEV" W =UV. 口 


仔 复数 z 不 仅 有 加 性 分 解 : 
z=at+ip, a,b eR, 
向 且 有 和 潍 性 分 解 : 
二 一 ee ， le*|=1, r>0. 


以 上 定理 中 的 算 阵 分 解 类 似 于 复数 的 乘 性 分 解 , 故 称 之 为 看 分 解 
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(pelar decomposition) 或 极 形式 {polar form). 
5.4.12 定义 没 S=[s;]sR” ,5S 之 0, 且 满足 


Dsy Sl i= Nn; Dsy Sl, f=,n, (4.27) 
i=1 


J=! 
则 称 访 是 祝 双 随机 第 阵 (doubly substochastic matrix). 
显然 , 双 随 机 算 阵 必 是 次 关 随 机 给 阵 , 次 双 随 机 和 从 阵 有 类 似 丁 闪 
是 机 年 阵 的 特征 . 
5$.4.13 定理 设 4=[ai]sC” 的 奇异 值 分 解 是 4= UZ ,其 中 
= [EEC 利 扩 =[yW]EE ”是 酉 短 阵 , 工 =[ci]EC 具 


T=,, f=1,,g = min{m,n), 


其 全 cj = 0 , 则 了 的 主 对 角 元 素 构成 的 涪 量 


a =(a a) = 
和 4 的 育 异 值 构成 的 向 量 
G=ta ojscC 
存在 如 下 线性 变换 关系 : 
如 一 er ， {4.28) 


其 中 S 是 和 挫 阵 UV 和 VV 的 左上 gxg 让 了 和 托 阵 的 Hadamard 积 ( 见 
7.2.1): 


5= 加 WE CC®, (4.29) 
古 有 旦 | 轩 | 赴 次 双 湖 机 算 阵 . 
证 从 4=UEV' 自控 计算 ,得 
人 一 WAV + + WO Ve ,1=1,.…,0， 


此 即 (4.28) 的 分 量 形式 .另外 ,有 
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让 =1, 
= 上 了 一 i=! -| 1— 
i=1,.: ,0 
和 
gq 如。 4 
[部 司 Eh Eh Eh = 
7=1,-…,4,， 


因此 ， Sl 是 次 双 随 机 算 阵 . 
这 一 定理 平行 于 4.5.6. 


口 


5.4.14 定义 ” 己 E<RR" 称 为 偏 置换 插 阵 或 部 分 置换 矩阵 (partial 
permutation matrio, 丰 果 已 的 每 行 和 竺 列 全 多 有 一 个 非 故 元 素 , 而 


用 这 些 非 零 元 素 全 为 1. 


显然 ,每 个 偏 置 换算 阵 是 次 双 随 机 和 矩阵 ,并 可 道 过 在 一 个 置换 兄 
阵 中 用 0 替换 某 些 1 元 索 市 得 ,而 上 , 置 换算 阵 的 每 个 方 子 逢 阵 是 次 


又 随机 从 阵 , 
5.4.15 定理 设 $e 民 ,5S 之 0, 则 下 列 各 条 件 等 价 : 
0 及 是 次 天 生生 


(2) 5S 有 双 随 机 扩张 ,也 就 是 说 ,S 是 ~ 双 随 机 矩阵 的 左上 主 了 了 


知 阵 , 
(3) 5S 是 偏 置 换 征 阵 的 右 限 凸 组 合 . 
(4) 存在 双 随机 短 阵 人 e 腿 ,使 得 0 < 5 < $. 
证 若 S=[s,]e 民 ”是 次 双 随 机 矩阵 ,构造 
| 5s | ,i 
万 民 “个 “ 
i-D. 58! 
苏 让 成 ,上 刁 DD 分 判 是 的 行 和 的 对 角 和 矩阵 


D, 三 diag(s + “+ Sin " nl + 5) 


, 帮 


(4.30) 
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与 列 和 的 对 角 和 矩阵 

D. = diag(s, 十 二 十 … 十 3 
容易 验证 (4.30) 是 双 随 机 和 矩阵 , 它 是 5 的 双 随 机 扩张 

依 4.5.4, 双 随机 后 阵 (4.30) 是 2n x 2n 置换 矩阵 的 凸 组 合 .显然 ， 

这 些 置 换 和 矩阵 左上 x nn 主 了 矩阵 的 同一 凸 组 合 就 是 访 ; 而 是 每 个 
如 此 主子 矩阵 是 偏 置换 矩阵 .因此 ,每 个 次 双 随 机 矩 阵 是 偏 置换 箱 阵 
的 有 限 凸 组 合 .友之 , 偏 置换 矩阵 的 有 限 凸 组 合 形 如 

=[py = Da: yo -la 20k=1. 


k=1 


其 中 =[P 的 ] eR 是 偏 置换 矩阵 , 龙 =1,…,m; 由 十 有 


2 = 六 = Ya > < <1, 


了 = 上 点 =1 一 1 


j=1. 


2ps = > > aph -ya Ee <1, 
1=}] 


i=1 -1 
j= "hn, 
从 而 忆 是 次 双 随 机 矩阵. 
最 后 , 妇 果 将 给 定 的 次 双 随 机 托 阵 3 表示 为 偏 置换 矩阵 的 四 
组 合 ;在 其 每 个 偏 置 换算 阵 中 , 川 1 替换 某 些 零 元 素 , 使 之 成 为 置换 矩 
阵 .那么 得 到 一 个 置换 第 阵 的 册 组 合 人 , 它 是 双 随 机 算 阵 ,向 日 
号 >3 .反之 ,车 育 双 随 机 矩阵 号 E 遇 党 ,使 得 0O< SS, 则 8 显然 
是 次 观 随机 矩阵 . 口 
5.4.16 定理 设 


X=(0. (四 eR",x>0,y>0, 


-3 


则 》 弱 优化 于 关 的 充分 必要 条 件 是 存在 次 双 随 机 矩阵 S e 民 ,使 
得 x = Sy， 
证 设 $=[sy]e 展 ”起 次 双 随机 和 矩 阵 ,使 得 x = Sy， 
依 5.4.15, 存 在 双 随 机 矩阵 3 eR ”” ,使 得 
Oz<S<s. 
及 用 4.5.7 中 的 记号 表示 实 向 量 按 代 数 递 减 顺 序 重 新 编 苇 ,开设 
(Sy), = (Sy) 7=1. 


则 


让 
D0 = > (S 儿 -> 
i=L 
间 国 点 
< >G) < 亲人 < Dy k=,n, (4.31) 
j=1 j= 二 


其 中 最 后 的 不 等 号 依据 4.5.8 中 的 推导 .因此 yy 弱 优 化 于 Sy = xx. 
反之 ,假设 上 弦 优 化 于 x ,分 x=0 和 xzD 两 种 情况 ; 
车 x = 二 人 0, 直 接 职 SS = 人 0. 
若 x 关 0 ,用 8 表 水 x 的 最 小 正 雹 素 , 令 
$= (Un 一 为 ) 上 十 (3 —x,), 
显然 ,5>0. 取 mm 是 使 得 a>57mm 的 仁 :下 整数 . 设 
E=(m. 6/ m0/m) eR"*” 
和 | 
7= (yy, .0,0) eR™”, 


大 上 
之 多 < Yn k=L,n+m, 


而 且 当 =n+ i 时 成 立 等 号 .因此 , 才 强 优化 于 点 , 依 4.5.8, 存 在 双 
随机 上 矩阵 
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使 得 < = 57 .现在 用 S 表示 的 左上 xn 主子 挫 阵 , 昂 然 5 是 次 
双 随 机 算 阵 而 且 蔗 = Sy. 口 

此 定理 平行 于 4.5.8. 
5.4.17 推论 ”说 

X= ) =) ER", 

则 yy 弱 优 化 于 x 的 充分 必要 条 件 是 存在 双 随 机 矩阵 5 e 肛 ”" ,使 得 
XxX< Sy. 

证 夺 在 在 双 随 机 年 阵 Se 了 ”人 ,使 得 xs 人 则 借鉴 
{4.31), 有 


上 六 上 
DX SOS Dp k= 
=! 1 j= 


因此 » 弱 优 化 于 多. 
上 反之 ,假设 弱 优 化 于 x . 令 e=(1…,1) eR", 取 x>0 凿 够 
大 ,使 得 
xX+ KeE>0, y+rxe>0. 
现在 ,因为 y+ Ke 弱 优 化 于 x+ Ke, 依 $4.46, 存 在 次 双 随 机 矩阵 六 ， 
使 得 


x+KeE=S(y + re), 

再 依 $.4.15, 存 在 双 随 机 算 阵 SS 关注 ,因此 
无 十 Ke = S(y+me) < Sly + ge)= Sy+ xe, 

从 击 廊 二 Sy. 日 

5.4.18 定义 ”将 署 换 矩阵 中 各 个 工 元 素 替 换 为 绝对 值 为 1 的 实 或 复 

元 素 而 得 到 的 和 矩阵 , 称 为 广义 置换 矩阵 {generalized permutation 


matrix), 
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-5.4.19 引 理 ” 舍 个 偏 置 搞 秆 阵 是 两 个 实 广义 置换 矩阵 的 凸 组 合 ， 
证 设 P=[p,]eRR” 是 篇 置换 矩阵 , 依 S.4.14, 己 的 竺 行 和 铬 
到 至 多 有 :个 等 于 1 的 非 等 元 素 .因此 ,如 果 了 的 第 让,…,i 行 的 元 
素 全 为 零 , 则 必 存 在 第 六 天 列 ,它们 的 元 素 也 全 为 零 .定义 条 阵 
G =ley],G, =ley "JeR™: 
gt) 一 ge 人) 1， 大 二 1 于 


只 点 
8 = gt = Py, 其 余 . 
然 , G| 是 置换 托 阵 ,G, 是 1 义 曾 换 知 阵 ,而 目 


Pp-l6, +LG,, 
2 2 


二 


这 表明 已 是 G 和 G, 的 凸 组合 . 口 
5.4.20 引 理 ” 设 G EC 是 广义 轩 换 矩阵 ,并 设 


o=(0,,0,) ER ,>0， 


Ga=(6,, …, 6,), 
则 diag(G,，…G,) 的 奇异 值 是 ap,G，. 
证 明 究 作 练习 ， 


5.5 Householder 变换 


5.5.1 定 义 没 w=(w,…,w,】e 


, 三 1, 窍 阵 
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FH=7-—2ww. 


1-2wWw -2ww) 一 2 
—2Www -2Www) 一 

= 2 1 2 了 2 nn ($5.1) 
一 了 一 2 一 2 


称 为 相 和 六 Ww 的 Householder 变换 或 Householder 矩阵 或 镜像 变换 ， 

显然 , ww; 是 一 个 秩 1 矩 阵 ( 即 秩 为 1 的 矩阵 ). 因 此 ,可 以 说 ， 
Householder 变换 豆 是 对 单位 年 阵 作 秩 1 校 下 的 矩阵 ， 
5.5.2 定理 设 五 是 Householder 变换 , 形 如 (5.1), 则 

{1) 如 是 实 对 称 的 开交 算 阵 . 

(2) 1 是 玉 的 Rn 一 1 章 特 征 值 ;1 是 五 的 单 特征 值 , 且 w 是 其 
相应 的 单位 特征 向 基 . 

G) det 百 = -1. 

{4) 成 站 

H(x+aw)=x-aw, vre (span{w)) ,a eR, (5.2) 

筷 何 二 看 ,如 是 关于 与 w 小 交 的 过 原点 超 平面 的 反射 变 模 { 几 图 ): 


证 (1) 五 显 然 是 实 对 称 的 ,而 且 容易 验证 五 : 豆 = 了. 
人 因 rankGvw')=1, 故 
det(I—H)=2det(ww')=0. 
而 且 线 性 方程 组 


344 = 


(7 -Hi=0 
有 nn 一 1 个 线性 无 关 的 解 ,这 卡 明 1 是 吾 的 代数 重 数 和 几何 重 数 同 
为 及 一 1 的 特征 值 .号 外 ， 
Hw=w-2ww w=W— 2w=—W 
农 明 一 1 是 瑟 的 1 重 特征 值 ,w 是 相应 的 特征 向 量 . 
(3) 是 (2) 的 推论 :det 8 =1” .1)=-~1 
(4) Yxe (span{w}) ,有 w'x=0, 因 此 


H(xtoaw)=x+tow-2ww (x+aw) 


=xXt+taw—-2Www x—20w 
=x—0w, rw eR. 口 
5.5.3 定理 对 于 任 -x eRR”,x 关 0, 可 构造 单位 向 量 we 限 " ,使 
得 相伴 Ww 的 Householder 变换 五 满足 
fix= +|xl,e,, (5.3) 
这 时 @ ={1,0,…,0) eR”. 
(5.3) 是 说 ,五 将 x 的 后 一 1 个 分 明 约 化 为 零 . 
证 注意 到 wx 是 实数 ,有 
Hx = (1 —2wnw )x =X— 2(wix)w 
于 是 ,和 欲 使 (5.3) 成 六 ,必须 
2(w'x)w= X 土 可 e.. (5.4) 
假定 X 土 国 ，e 关 0( 答 则 zx 的 后 请 -个 分 量 包 经 为 霉 }) 昌 选取 音 
位 向 民风 使 YY>D, 则 由 (5.4) 有 有 


2(w'x)= |2Cw'x) x) =|: )e, | 
将 此 式 代 入 (5.4), 取 
z 土 中。 (53) 
kz 二 (|， > | 
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” 即 能 使 (3.3 成 立 . 口 
这 一 定理 是 Householder 变换 最 具 特 征 的 性 质 ,而 且 其 证 明 提 供 
了 构造 w 的 方案 
注意 ,实际 应 用 时 公式 (5.5) 中 的 正 负 号 选取 应 与 所 要 约 化 的 
X= ,…,%】 的 第 1 个 分 量 x, 的 正 负 号 保持 ~- 致 即 


*+(senn )llb a 


CT 用 
这 样 ,可 以 避免 出 现 大 的 计算 误差 . 
5.6 ”Hessenberg 从 阵 
5.6.1 定义 五 = [h:] eC”" 称 为 上 Hessenberg 第 阵 ,如 果 

h, =0, viz j+2. (6.1) 
也 就 是 说 ,号 形 如 

玉 而 ， a 

1 下， : 

H=|I0 | 1 ; |， (6.2) 
Ee 
0 0 hi 
当 五 的 次 对 角 元 素 

hi £0, i=1,,n—l1 (6.3) 

时 称 其 为 不 可 约 的 ， 


类 似 地 , 五 称 为 下 Hessenberg 矩阵 ,好 末 
h, =0, W2i+2. 

Hessenberg 矩阵 在 零 元 素 所 占 比 例 及 分 布 上 接近 : 角 逢 阵 . 虽 
然 在 特征 值 等 性 质 方 面 ,Hessenberg 算 阵 二 不 如 三 角 和 矩阵 那样 简单 ， 
但 是 从 应 用 相似 变换 看 ,一 般 , 物 -个 矩阵 约 化 成 Hessenberg 外 阵 是 
可 行 的 , 约 化 成 三 骨 算 阵 则 不 易 实现 ;而 日 通 过 约 化 成 Hessenberg 形 
来 处 理 矩 阵 让 算 { 主 要 是 选 代 计 算 ) 常 能 大 大 节省 运算 量 . 
5.6.2 定理 设 4=[ay]e 民 ”, 则 存在 xnxn 正 交 矩阵 也, 使 得 

PAP=8BH, (6.4) 

其 中 五 是 形 如 人 62) 的 上 Hessenberg 矩阵 .完成 训 此 约 化 的 运算 晤 为 
0 7 

证 ”利用 数学 归纳 法 ,n 万 2 时 结论 显然 成 立 . 

现在 考虑 站 兰 3. 假 设 结 论 对 所 有 中- 诗 阶 矩阵 成 立 , 开 用 
Householder 变换 吾 | 约 化 二 的 第 1 列 ,由 于 进行 相似 变换 忌 , 4 五 ， 
为 了 保证 4 并 划 万 | 后 的 第 1 列 口 专门 约 化 为 零 的 元 素 不 会 在 右 梯 
瑟 |, 后 重新 成 为 非 替 , 应 取 互 , 形 如 


1 0 
HA -| 中 | [6.5) 
其 中 H 是 hn 一 1] 阶 Householder 条 阵 , 吾 | 相当 于 {5.]) 中 取 w 的 第 1 
个 分 明 w =0 的 情形 .将 4 写成 相 记 的 分 块 形式 


A (2 ) | ， (6.6) 


其 中 
A = ,a = {0 ) ,bY =( 3 ) ? 
4 


4 是 4 一 1 阶 子 知 阵 .村 起 
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依 和 .5.3, 可 构造 五 | 使 得 
Hia®) = (sgn Ol can 61， 


这 里 @ ={1,0,…,0) 是 4 一 1 维 单位 向 量 .因此 
而 ， : Ga FH 


其 中 
h,, = [sen a,, jj 中 . 
根据 归纳 法 假设 ,存在 An 一 1 阶 正 交 和 矩阵 了 ,使得 
PB A =F, 
态 是 a 一 1 阶 上 Hessenberg 禾 阵 . 
基于 (6.5) 取 法 的 同样 原因 , 即 知 五 形 如 


-mo 
P=|. .|, 
BE 


其 中 户 是 n 一 2 阶 正 交 矩阵. 令 


则 
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{6.9) 


(6.10) 


hi (59) FP 
二 0 , 三 H 四 
| Hi 
Lo | 
吾 是 上 Hessenberg 和 证 阵 . 约 化 攻 为 Hessenberg 形 的 实用 算法 及 其 运 
算 量 叮 以 在 许多 数值 分 析 的 著作 中 找到 . 口 


以 上 定理 的 证 明 也 提供 了 将 4 约 化 成 Hessenberg 拖 阵 的 方案 . 
事实 上 ,在 得 到 (66.9 后, 若 仿照 (6.6), 令 


这 是 一 1 阶 子 算 阵 , 则 存在 x 一 1 阶 朱 阵 


. [1 0 
H,=|. ~ |， 
0 Ff, 


这 里 fH， 是 有 一 2 阶 Householder 托 阵 ,使 得 


: 了 一 
hl, 
HB,AH,=| 0 序 后 ， 
: 2 
0 


其 中 
i, = (en < 外 中 | 


al) 是 闫 一 2 维 向 量 ae) 的 第 1 个 分 量 .于 是 . 令 
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使 有 
| 次， # 这 站 | 
h,, hh 再 * 
0 五 h 水 
HHARH=| 
本 
总 [ *  ，- «| 
如 此 继续 ,，- 共 于 一 2 次 ,可 约 化 成 上 Hessenberg 矩阵 厂 : 
H, ,HH AHH,H, ,=H. (6.11) 
最 后 , 令 
P= HH, 有 


P 是 正 交 算 阵 , 即 有 P AP= 五. 
- 般 , Hessenberg 分 解 是 不 唯一 的 ,但 是 下 一 定理 表明 此 类 分 解 
仍 有 具有 很 强 的 确定 性 . 
5.6.3 定理 设 4eR” 有 禺 个 上 Hessenberg 分 解 ; 


PiAP=H, 0'40=G, (6.12) 
其 中 
P=[p™ … p™] 和 QO=[a" .… qa"] 
起 区 阶 正 交 短 阵 ;而 
H=[h,]=[a0 a no)] 
和 
G=[gy]=[g" es g™)]| 


是 上 Hessenberg 矩阵 ， 
进而 , 设 吾 是 不 可 约 的 ,而 卫 pW = g 由 , 则 存在 对 角 元 素 或 1 或 
一 1 的 对 华 和 矩 阵 DD ,使 得 
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P= DO, H =DGD (6.13) 
这 殖 普 : 
po = +g i=1,.…,h, 
而 且 
[| =|g,|， i j= Ln 
证 利用 数学 归纳 法 . 
己 设 PU = d 山 . 
现 候 定 对 于 果 个 (< 严 < 阿 成 立 
pO = 6890, i=1,,m, (6.14) 
其 中 &, =1 或 一 1. 要 证 明 存 在 5 = 1 或 ~1, 使 得 
pe” 一 Esq! {6.15) 
从 (6.12, 有 
Ap™) = PR 
= ptt hp thanap" (6.16) 
和 
Ag™) Og 
= gq tro +guung "(6.17) 
于 是 
hs = pO Ap™Y, i= 
各 
Bim ={g°) 4g™, i 二 1,.…,1, 
由 此 及 {6.14), 
hh = (e.g0) 4Ale,9™")= 所 五 nm 区 in， 一 1， 
将 这 些 关 系 式 代入 (6.16), 并 利用 (6.14) 和 和 (6.17), 得 
hp) = 8, (4g9") eigng) -eg amg)) 


=6,(4g" ~ gg —— gon9")) 
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一 En8orungt (6.18) 
根据 此 式 ， 
hn 一 bp :一 
区 央 如 个 可 的 ,如 关 9, 履 
Emr | on =1 或 -1， 
因此 (6.1 中 可 写成 (6.15) 的 形式 . 口 
这 一 定理 表明 ,对 于 P AP = 是 不 可 约 Hessenberg 矩阵 的 和 精 
况 而 言 ,在 可 以 相差 正 负 号 的 意义 下 ,PP 和 五 完全 由 PP 的 第 1 列 硝 
5.6.4 定理 设 互 = [heC"” ”是 不 可 约 上 Hessenberg 和 矩阵， 
x 满足 


[m+1) 


m+l) 
Cm mlmgd 


2 一 [ga 


hh 有 x 和 
hh : : : 
和 + =0 
1 hi NX, hs 
0 0 hn x] 1h,,—4] 
(6.19) 
并 记 


K(4) 一 (hm 一 如 jx 十 下 十 本 下 天 十 在 ,， (6.20) 
则 顽 的 特征 多 项 式 
det(H — AT)={—1Y" (A 责 (6.21) 
证 令 


x= on， 


联 立 {6.1 和 (6.20), 可 得 
(H -A =k(A)e,, (6.22) 


其 中 @ ={1,0,…,0) 是 有 维 单位 向 量 . 
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等 式 (6.22) 的 意 恕 是 :和 捧 阵 一 的 前 RR 一 上 列 分 别 以 
Xi ,Xi 内 系 数 的 线性 组 合 加 到 最 后 第 nn 列 等 于 向 量 k(4)e,. 
因此 ,车 将 上 肛 一 谋 的 第 nn 询 析 换 为 (4)e, 并 记 之 为 G , 划 根 据 
行列 式 的 基本 性 质 ， 
det(H 一 0)= detG 
ha hy (4) 


h,, hi, 一 hy 0 
0 ， : : 
: , hn 0 
0 0 hi 0 
一 全 1 kK(A),h,, 7 A ， 口 


这 一 定理 提供 了 求 不 可 约 上 Hessenbersg 知 阵 万 的 特征 多 项 式 
det( 五 一 条) 之 值 的 - -个 方案 : 

《1) 解 一 个 三 角形 方程 组 (6.19), 递 排 地 产生 工交 

(2) 从 (6.20) 算 出 大 (4 

(3) 由 (6.2D) 得 出 det(8 一 41). 

次 对 角 元 素 刀 ,有 ,…, 有 ,| 起 着 特殊 作用 . 

出 于 det( 矿 一 入 ) 和 (有 %) 仪 差 常数 因子 ,内 此 计算 太 的 特征 
值 也 可 转 而 求 克 4) 的 零点 . 


5.7 Givens 变换 和 QR 分 解 


5.7.1 定义 ”Givens 变换 是 指 形 如 
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站 0 O] 
0 …， 
1 0 .i 0 
0 ¢ 0 0 3 i 
: 0 1 0 
GK,0)=!: ; 
: 0 0 
—s 0 0 ¢ 0 下 
: 0 0 1 : 
: ,0 
|O Ce 0 1| 
i k 
{7.1) 


的 nx 第 阵 , 其 中 c=cos0,s =sin0,60 eR,iz 丰 . 

几何 上 ,对 于 任何 向 量 xe 民 ”,G(i,k,0)x 等 于 x 在 (5, 上 ) 华 标 
平面 内 旋转 8 度 后 所 得 的 癌 二 .因此 ,Givens 变换 也 称 为 平面 旋转 变 
换 . 


显然 ,G( 人 大 人) 是 一 个 正 交 矩阵 ,因为 


Cc 字 


一 上 总 


所 以 ,可 以 说 ,G(E,K,9) 是 对 单位 算 阵 作 秩 2 校正 的 矩阵 . 

Householder 变换 对 于 大 比例 的 约 化 元 素 为 零 是 非常 有 效 的 ， 
例如 将 一 个 向 量 除 其 第 1] 个 分 量 之 外 全 部 零 化 .然而 ,在 许多 计算 
中 必须 对 要 零 化 元 素 加 以 更 组 的 选择 .Givens 变换 正 是 这 样 一 种 
工具 . 
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5.7.2 定理 没 x 一 (x ,…,x,】e 民 "而 


y=(F ,yp,) =G{(ik,0)x, (7.2) 
其 中 GE, 生 形 如 (6.1， 则 开 
c= (7.3) 
YX + XT TX 
时 , y; =0. 
证 出 (7.2), 有 有 


Yi = CX + Sx, 
Vr = SX + CX ， 
yj; 二， 区 了 或 此， 
利用 (7.3) 即 得 =0. 口 
市 十 选择 x, 有 任意 性 ,因此 将 x 的 第 无 个 分 量 约 化 为 零 的 
Givens 变换 一 般 是 不 唯一 的 . 
5.7.3 定义 设 A4eR” (mm 之 n,Q eR 民 ”* 是 不 交 知 阵 ,使 得 
A = QR, (7.4) 


总 
R=| |， (7.5) 


Ri 是 nxRn 上 三 角 和 矩阵 , 则 称 (7. 攻 是 4 的 QR 分 解 . 

OR 分 解 在 求解 最 小 二 乘 问 题 等 课题 中 有 重要 的 应 用 ;尤其 在 
非常 突出 的 计算 矩阵 特征 值 问 题 的 QR 方 法 中 实现 QR 分 解 是 其 关 
键 的 步骤 . 

5.7.4 定理 设 4e 民 (mn 之 ,bER",(7.4) 是 4 的 QR 分 解 ,而 
内 


其 中 书 是 mxn 詹 阵 , 形 如 
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因 9 
一 , ， 
其 中 c eRR”,d s 民 ”", 刚 


min|4x—), = lal,. (7 
和 而且 些 极 小 值 在 x e 民 "满足 
展区 三宝 (7.8) 
时 达到 . 
证 根据 假设 , 
|4x-ob =|e" ar-0°o), =|Rx-d +lak, 
由 此 即 得 定理 的 结论 ，, 口 


这 一 定理 表明 了 怎样 利用 QR 分 解 获 得 基本 的 满 秩 ( 即 
rank4 = #) 最 小 二 乘 问题 的 解 : 

() 实现 4 的 QR 分 解 (7.4); 

(2) 按 (7.6) 计 算 c 和 dd ; 

(G3) 解 上 三 角形 方程 组 (7.8) ,所 得 x 即 最 小 二 乘 解 ; 

(4) 计算 最 小 二 乘 剩余 lo . 

实现 QR 分 解 (7.4 和 可 用 Householder 方法 ,也 可 用 Givens 方法 ， 
还 有 改进 的 Gram-Schmidt 方法 . 
5.7.5 定理 设 AeR”™ Gn > n), 则 利用 Householder 变换 和 
Givens 变换 均 可 产生 正 交 第 阵 Q E 腿 ”” ,使 得 


Q'A4=R (7.9) 


是 形 如 (7.5) 的 上 三 角形 .而 且 
(1) Householder 方法 可 在 
n:{m—n/ 3) 
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次 运算 内 计算 出 员 . 
(2) Givens 方法 可 在 


2n:(m—n/3) 
次 运算 内 计算 出 R. 
证 依 5.5.3, 可 相继 构造 有 个 Householder 短 阵 
HI,H,,…,H,, 
使 得 


五 ,4 的 第 1 列 的 第 2 个 至 第 mm 个 元 素 为 地 ; 
五 ;五 ,4 继 之 增添 第 2 列 的 第 3 个 至 第 严 个 元 素 为 去; 


五 ,… 碧 ,Hi 4 继 之 增 洪 第 列 的 第 n+1 个 至 第 避 个 元 


素 为 零 。 
从 而 得 到 
H,:H,H,A=R. (7.10) 
由 此 , 令 
O= HH,...H,, (7.11) 


则 [7.10) 即 表现 为 (7.9)， 
不 礁 统计 ,计算 丸 可 在 nn7(m 一 n/3) 次 运算 内 完成 
约 化 的 具体 过 程 如 下 : 


宣 本 站 六 六 六 
本 * 站 Ei 本 本 
0 0 * * 

于 乒 4 i 
守 六 0O iOi #* 六 
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六 六 党 
站 水 站 条 
; 本 
一 | "|. 
: 0 i 
: 0 0 
| 0 0 0 


现在 考虑 利用 Givens 变换 ,从 有 4 出 发 ,可 相继 选取 如 下 
(m+ 一 1jn/2 个 Givens 变换 : 


Ga = Gh 0 ), i<k, k=2,, mt=l 7.12) 


并 令 
G 


T 
0 一 Cn lm! 


Gm GGG 


mmr nlntl 


C， G OG GG GG (7.13) 


i i 


使 得 成 立 (7.9). 约 化 的 具体 过 程 如 下 : 


站 本 宁 水 六 末 

OO * 于 DD 刘 六 

字 六 来 候 下 于 

: ， 来 家 六 
人 : 4 ; “ 

本 六 水 玉 。 宁 册 
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fw *| [二 * ] 
六 本 北 床 他 
日 日 * 六 0 
六 来 六 六 
— 4 | : :| … 一 -| : 
0Q 0 
本 
来 率 六 * | | * .。 + | 
「 | 
0 ， 
“>| : 二 |. 
0 
10 et 0 | 
全 此 可 在 2a? (x 一 n/3) 次 运算 内 完成 . 
详细 的 算法 描述 可 参见 1GC1989] 的 146-157 页 . 口 


计算 矩阵 4e 民 ”特征 值 问 题 的 非常 香 要 的 QR 方法 ,基本 帮 
代 格 式 是 
A = OR,, Ain = RQ (7.14) 
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即 笃 一 次 迭代 的 主要 运算 量 是 QR 分 解 CO, R ,然后 计算 RO, .如 
时 直接 从 4 出 发 ,从 上 述 定 理 知道 ,每 ”次 选 代 即 对 铬 个 天 (7.14) 的 
运算 量 臣 O(a”). 
但 是 ,在 实际 计算 中 , 常 恢 5.6.2, 应 用 Householder 变换 ,首先 将 
4 约 化 为 与 其 相似 的 Hessenberg 标准 形 玉 ,运算 量 为 O(n ;然后 
从 在 出 发 进行 QR 帮 代 ,QR 分 解 用 Givens 变换 实现 , 则 相继 取 
天 一 个 Givens 变换 
如 =Gi+1,0), i=L..,n-l, (7.15) 


使 得 
GGGH,=R, (7.16) 
为 上 三 角 和 矩阵 ,再 计算 
Hi = RG'G "0, (7.17) 
每 一 次 达 代 (7.19] 和 (7.17 在 -- 起 的 运算 量 为 41 .此 时 ， 
QO, = G0 0,,, (7.18) 
运算 量 为 O(n) .这样 ,使 QR 方法 的 运算 量 大 为 减少 . 
5.8 ”Gauss 变换 和 LU 分 解 
5.8.1 定义 设 x= (nh,…x】 ER",x, 0. 记 
=x x, i=k+L.,n, (8.1) 
向 量 
{x) _ , 加 
(0 (8.2) 


上 


称 为 相伴 x 的 Gauss 向 基 . 知 阵 
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L = 了 -Per = (8.3) 


0 一 号 0 1 
称 为 相伴 x 的 Gauss 变换 ,也 称 初等 下 三 角 眠 阵 ， 
Householder 变换 和 Givens 变换 都 是 下 变 灾 换 ,它们 部 其 约 化 
向 量 的 某 些 元 素 为 零 的 基本 工具 .Gauss 变换 也 是 这 样 的 基本 荆 兵 ， 
但 它 不 是 正 交 变换 . 
5.8.2 引 理 ” 设 瑟 是 相 件 x 一 (Xx,…,x】 的 Gauss 变换 ， 则 
Lx= (m0,.,0) . (8.4) 
~ 一 一 一 


晤 一直 


证 依 5.8.1, 
Lx=h-I erx=x— x =(0, X07.,0) . 口 


5.8.3 引 理 设 工 ,…, 上 是 相 件 x 一 {x4,…,%】 的 Gauss 变换 ， 
则 


0 
1 
I =1 + el = 
hen 1 
| 0 0 1 


k= ,nn—1. (8.5) 
而 且 
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n ly ， (8.6) 


i LL, 
证 注意 到 er 的 = 0, 记 < 大 ,有 


(Perj+rmej=7(oej(oer) 
=7- (en )et =1- (et er =7, 
这 就 证 明了 (8.5). 而 且 , 因 此 有 
L= = (1 十 上 er )(+Aoe 
=I+iVel +...+l "er, 

此 即 (8.6). 口 
S.8.4 LU 分 解 定理 设 4=[a,]eRR”,s = min{m 一 1,n},4 的 
主子 矩阵 


dl 1 a 

A | ls (8.7) 
BC A 

均 韭 奇异 , 则 存在 单位 下 三 角 失 阵 

1 
1 0 

L=|” .|eR”” (8.8) 
hl m1 1 


和 上 三 角 秆 阵 U eR“”， 
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RE de i 


其 中 

Hl Hi Wl, 

Hf), u 
0 一 » r= min{m,n}, 

0 HH,, 

使 得 
4 三 LU, 

而 甘 


det A; = ts, KA=1,…,3. 
证 由 于 a = det 4 关 0, 可 以 确定 Gauss 变换 


. 一 上 
L = /er 一 2 eR”™”, 


共 中 


电 = a /an :了 二 2 


AW=LA= 各 人 
1 0 


其 中 4 = [而 4 eR 


依 5.8.2, 


a al) 
AY | … | ， 
人 


(8.10) 
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容易 推出 det 4 = ajya, 山 假设 det 4, 关 0, 故 o 归 关 0. 因 此 , 仍 
可 用 Gauss 变换 ,将 4 中 的 第 2 列 ( A 世 的 第 1 列 ) 中 的 a 内 以 下 的 元 
素 约 化 为 零 

现 假设 已 确定 Gauss 变换 元 ,，…, 二 ，，e 椒 汪 ”, 使 得 


4 A 
| 1 2 |, (8.13) 


oA 
其 中 A e 民 4- 是 十 三 角 和 矩阵 ， 4 eR (eet) 
at ak&) 
A 
GD al) 


并 假定 a& zz 0. 
那么 ,可 以 确定 Gauss 令 换 
1 


L, =1 -Ier = eR”™”, 


其 中 


一 CA 人) =k+l,e,. (8.16) 


A a) 
AW = 1, A = 二 = 11 |, (8.17) 


这 里 A4( 相 eRR*t 是 上 三 角 和 从 阵 .由 于 
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4) = 0 A A 
0 AV| 0 7 
| 
(五 + LL ) 二 0 ee 一 [II +IV el ) 
i=1 


= 了 + 。 1 0O …: 中 -| 机 | 
总 了 


因而 
‘| 0 Fr 0 | 四 | 
Lt 7 ,| 9 4 0 了 | 
由 此 ,得 
4 一 4 
因为 
det A() = af det dt ， 
推出 


det A, = det Li) det A®) = det At®) = al®) a), 
这 里 规定 a 人) = @ .前 主 了 矩阵 (8.7) 非 奇异 的 假设 莉 洋 约 化 过 程 
可 以 继续 到 大 = 8 .其 时 ， 
U= A eR 
必 上 三 角 矩 阵 而 
天 = eR™" 


是 单位 下 一 角 和 矩阵 ,并 且 4 = 上 LU. 口 
(8.10 称 为 矩阵 二 的 LU 分 解 . 


* 365« 


一 般 , 如 果 4 eC 的 所 有 前 主子 矩阵 是 非 奇 异 的 , 则 称 4 为 
强 非 奇异 矩阵 {strongly nonsingular matrix). 

现在 ,假定 4 eR 是 给 定 的 非 奇异 矩阵 ,考虑 求解 线性 方程 
组 


Ax =b, (8.18) 
其 中 上 es 民 " 是 给 定向 量 ,x s 民 ”是 待 闫 向量 .如 果 4 是 强 非 奇 异 的 ， 
那么 依 5.8.4, 4 存在 LU 分 解 4 = LU .于 是 
Ax=(LU)x = LUx)=b, 
出 此 ,车 令 Ux = yy, 则 Ly = 上 5 ,这 样 ,求解 方程 组 归结 为 先 求解 下 三 
角形 方程 组 


Ly=b, (8.19) 
称 为 向 前 消去 ,然后 求解 上 “角形 方程 组 
Ux =y, {8.20) 


称 为 回 代 .求解 (8&.19 和 (8.20) 部 是 简单 的 递 推 过 程 . 这 就 是 利用 此 阵 
分 解 语 癌 来 表述 的 Gauss 消去 法 ， 
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6 特 型 引 隆 


6.1 带 状 矩阵 


6.1.1 引言 “ 特 型 算 阵 {patterned matrix* 泛 指 元 素 旦 现 可 识别 模式 
的 扎 阵 . 

这 样 的 矩阵 是 大 景 存 让 的 .它们 有 不 少 分 布 在 本 书 的 其 它 章 节 
之 中 ,例如 ,对 称 和 矩阵 、 自 件 征 阵 ， 以 及 相应 的 斜 对 称 和 矩阵 和 斜 月 件 
个 阵 ;Jordan 形 、Hessenberg 形 ; 述 有 友和 窍 阵 、Vandetmonde 逢 阵 , 等 
等 .自然 ,在 所 有 特殊 形式 的 外 阵 中 ,县 简单 的 英 过 于 对 角 算 阵 、 双 对 
和 骨 和 矩阵 和 三 对 骨 和 矩阵 ,进而 是 上 和 下 三 角 朱 阵 , 它 们 都 归属 丁 汕 状 短 
阵 . 


木 章 集 中 一 批 从 视觉 上 可 识别 其 模式 的 矩阵 “从 视觉 上 可 识 
别 ” 的 含义 是 不 言 而 喻 的 ,举例 米 说 , 自 华 矩阵 - 眼 便 可 看 出 ;正定 村 
阵 是 自 伴 算 阵 的 子 类 ,但 般 却 个 可 能 直接 看 出 一 个 白 伴 短 阵 是 不 
是 正定 的 . 

关注 特 型 矩阵 有 上 遇 个 理由 : 

第 ,人 等 种 特 型 矩阵 比 起 任意 矩阵 儿 乎 总 是 至 少 有 - -个 特殊 性 
质 更 容易 如 以 确定 .例如 ,对 角 或 三 角 禾 阵 的 特征 值 是 明摆着 的 ; 友 
抵 阵 的 特征 多 项 式 可 随手 写 出 ;而 Yandermonde 敌阵 的 行列 式 有 简 
单 的 亚 式 表示 ;许多 特 型 矩阵 的 逆 托 中 的 计算 比 一 般 矩 阵 要 省 力 些 ; 

第 三 ,所 研究 的 特 型 生 阵 是 白 然 地 出 委 广 泛 的 各 种 应 用 之 中 的 ， 
包括 控制 与 系统 理论 、 信 号 处 埋 ， 统 计 以 及 短 分 方程 数值 解 等 
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6.1.2 定义 设 4=[ey]s ”所 有 非 零 元 素 包含 在 由 主 对 节 线 及 
其 之 上 的 pp 条 对 角 线 与 其 之 下 的 9g 条 对 角 线 组 成 的 带 内 .利用 元 素 
来 描述 , 即 有 

2 =0, Vi j= ,nn, j-i>p 或 i-j>g. (1.1) 
县 体 地 ,4 形 如 


[ 二 0 | 


~ . | 
i 此 


g+1 
则 称 4 为 {P,9)- 带 状 矩阵 (band matrix). 
常会 于 到 带 状 甜 阵 , 在 党 或 偏 微分 方程 数值 求解 中 花 共 如此. 
机 考虑 两 点 边 值 问题 
和 q(x)y(x)= f(x), 0O<x<l, 
7(0)=2@, 2(1)=p, 
其 中 9 和 上 了 是 已 知 实 函 数 ,w, DB < 恨 .将 问题 离散 化 ,把 区 间 [0,1| 分 
成 下 +1 等 份 , 令 
p=1(n+1); x =h, i=0,1,n+1. 
利用 差 商 还 近 二 阶 导 数 : 
ye js 了 At 


(1.2) 


本 1 ,型 - 
h* 
问题 (1.2) 近 似 好 替换 成 如 下 线性 方程 组 
Ay=hf +b, (1.3) 
其 中 系数 和 矩阵 
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人 


4= ”1 1.4 
-1 0 


0 一 1 2+h’g, 
是 位 T)- 带 状 矩阵 ， 
4; = qlx, ), 一 上. 
向 量 


大 =(A ); f= 0), = 


和 和 
b=(y0,0,,0, ,0 ) ， 
其 中 
Jo = p(x) = 8, p, =y(x,)=p, 
而 


了 = (有 

是 待 求 的 问题 (1.2) 的 数值 解 . 

常见 的 带 状 筷 阵 ( 或 对 应 的 块 带 状 扎 阵 ) 有 : 

(0.0)- 带 状 和 矩阵 ,就 是 对 角 盾 阵 ; 

(LO0)]- 带 状 矩 阵 和 {0.J)- 带 状 矩 阵 ,分 别称 为 土 双 对 角 插 妖 和 下 
双 对 角 甜 隆 ， 

人 JI)- 带 状 矩 阵 ,就 是 三 对 角 虑 阵 ; 

(2.2)- 蒂 状 算 阵 , 称 为 五 对 角 矩 阵 ; 

严 X 天 的 伺 一 10)- 带 状 年 阵 和 人 0, 关 一 J- 带 状 和 矩阵 ,分 别 就 是 上 
三 角 秆 阵 和 下 三 角 和 从 阵 ; . 

nx 有 的 (n 一 1)- 带 状 答 阵 和 人 ,4 一 1)- 带 状 矩 阵 , 分 别 就 是 上 
Hessenberg 矩阵 和 下 Hessenberg 矩阵 . 

下 面 着 重 讨论 三 对 角 短 阵 .从 元 素 看 ,4 = [Gy ] E ”满足 
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a; =0; Vij=L,n, |-J|>1 (1.5) 


时 是 三 对 角 牌 阵 .为 了 使 用 方便 ,n 阶 三 对 角 失 阵 常 用 如 下 表示 : 


4, = ” .| . (1.6) 


6.1.3 定理 ” 形 如 (1.6) 的 三 对 角 和 矩阵 4, 的 行列 式 可 按 如 下 递 推 公式 
求 们 |: 

det A, =a, det A, 1 —b, Cr 1 det A ,, K=12,..,H, 

(1 .办 

这 里 规定 det 4_ =0,det 4, =1. 

容易 利用 数学 归纳 法 和 行列 式 的 Laplace 展 升 1.5.11 给 出 定理 
的 证 明 , 留 作 练习 ， 

这 - :定理 表明 三 对 角 征 阵 的 行列 式 计算 比较 简单 . 
6.1.4 定义 ”矩阵 


了 一 和 eR (1.8) 
-1 1 


称 为 Fibonacci 甜 阵 . 
利用 (1.7) 即 知 (1. 信 中 的 有 4 的 行列 式 正好 是 Fibonaeci 序列 


a 一 .= 了: 


,=A 十 人 KK=3,4,.…: (1.9) 
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nT NT 


的 第 nn 项. Fibonacei 序列 {0x, } 的 头 几 项 是 : 

1，2，3 5，8，13， 
6.1.5 定理 设 4= A, eR 是 形 如 (1.6) 的 三 对 胡 知 阵 ,其 元 素 具 
有 正 负 号 对 称 性 质 : 


六 Ci 人口 ,了 一 1 天 一 下， (1.10) 
则 有 4 相似 十 实 对 称 矩 阵 , 4 的 特征 值 全 为 实数 . 
而 二 ,在 条 件 
bce, >0, i=1,…,n—1 (1.11) 


下 ,4 的 特征 值 全 为 实数 的 结论 仍然 成 并 ， 

证 ” 实 对 称 矩阵 的 折 右 特征 值 必 为 实数 ,因此 只 须 证 明 在 条 忻 
(1.10) 之 下 ,4 相似 于 实 对 称 矩 阵 . 者 虑 用 对 角 拖 阵 对 4 作 相 似 变 换 . 
设 刀 = diag(d,,…,d) 是非 奇异 的 , 则 


d 
al —phb 
a, 
ad, d 
—e a, —b, 
dad d, 
DAD” = 呈 。 
d, 
de 已 
da, 
ad, 
Cn 上 他 1 
di J 
欲 使 其 成 为 对 称 的 ,外 册 
dp = cs, f= 2 用 ， 
a di 
加 此 关系 式 , 在 (1.10) 及 附加 
d, >0, i=1,.,n 
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的 条 件 下 ,等 价 于 
d, = | -0 一 了 {1.12) 


这 是 关于 产生 DD 的 对 第 元 素 的 递 推 公 式 , 其 中 4 可 以 是 任 -- 正 数 ， 
比如 不 切取 qd， =1. 因 此 ,使 D4D7 实 对 称 化 的 实 对 角 和 矩阵 翔 是 存 
在 的 . 

现在 将 条 件 从 (1.10) 减 弱 为 {1.11). 任 意 取 定 一 个 # >0. 对 于 
六 ec = 0 的 情形 : 

(1) 如 果 B; = c=0 , 则 可 将 4 分 成 独立 的 低 阶 逢 阵 ; 

(2) 如 果 瑟 和 0,c = 0, 则 用 (sgnb,)s 来 代替 c,; 

GB) 如 果 5 =0,c, 关 0, 则 用 (sgnc,)e 来 代替 ,. 
， 作 如 此 处 理 后 的 矩阵 ,或 是 单个 符合 条 件 (1.10) 的 矩阵 ,或 是 符合 条 
件 (1.10) 的 若干 低 阶 和 矩阵 的 直 利 . 

根据 完 理 前 -… 半 结论 的 证 明 , 得 知 处 理 后 窍 阵 的 特征 值 全 为 实 
数 .因此 , 4 作为 处 理 后 矩阵 当 5 一 0 时 的 极限 情形 ,其 特征 值 也 必 


全 为 实数 . 口 
6.2 轮换 审 际 
2.1 定义 设 co,c ,Ci eC,nxn 和 矩阵 
Cn C1 2 Cl 
Cin] Co Cl 中 一 了 
C 一 人 mr 2? Cl Co 和 C3 (2. 1) 
€e CC ea Co 
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称 为 数组 cu,ci，…c，) 的 轮换 矩阵 (circulant matrix). 
轮换 矩阵 (2. 了 中 的 每 行 是 虫 前 一 行 的 元 素 右 移 一 个 位 置 , 开 
将 “溢出 "元 素 挪 到 左边 第 1 个 位 置 而 组 成 的 . 
轮换 矩阵 C 完全 由 第 1 行 来 确定 ,在 有 的 著作 (如 [D1979]) 里 使 
用 记号 
circtc cm C ). {2.2) 


“nl 


从 (2.1) 直 接 看 出 ,轮换 矩阵 忆 沿 半 行 主 对 角 线 的 每 一 对 骨 线 上 
的 元 素 是 相等 的 ,C 是 基于 次 对 角 线 对 称 的 . 


6.2.2 定义 ”置换 振 阵 
0 1 0 0 
: 0 1 |! 
P=|: ER (2.3) 
0 1 
] OO .，，,， 总 


是 重要 的 特殊 轮换 矩阵 , 称 为 循环 置换 矩阵 (cyctic permutation 
matrix) 或 基本 加 换 矩阵 或 移 位 矩阵 (shift matrix). 
利用 公交 的 记号 ， 
P= cire(0,1,0,- ， ,0}. 
6.2.3 定理 ” 设 PeR”" 是 基本 轮换 矩阵 , 则 
(1) P* =1. 
(2) PP 的 特征 值 为 


,2 


=e " ,k=l,…n. (2.4) 
(3) PP 与 任 ~- 轮 换算 阵 C EC ”可 交换 : 
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CP= PC. (2.5) 
(4) C EC ”为 轮换 所 阵 的 充分 必要 条 件 是 人 可 以 表示 为 


上 一 1 


C= > .ckP'， (2.6) 
k=0 


这 里 规定 P* = 了 工 . 
证 (1) 和 (3) 可 直接 验证 . 
{2) P 忆 的 特征 多 项 式 是 可 一 1, 它 有 nn 个 不 同 的 根 , 即 PP 的 特征 
值 : 
2 六 一 ] .2 
1 8, 6, .1, 0 ; 9=exp[1E| 
n 


(4} 直接 从 定义 6.2.1 和 6.2.2 推出 . 口 
6.2.4 定理 设 B,C eC” 足 轮 换 矩 阵 , 则 

(1) BC 是 轮换 矩阵， 

(2) BB 和 CC 可 人 交换: BC = CB. 

证 ( 从 6.2.3 的 (1) 和 (推出 . 

(2) 从 6.2.3 的 03) 和 (4 推出 ， 口 
6.3.5 定理 设 C=circ(cs,cl,…,c,;), 则 

(CC 的 特征 值 直 


A =$1,), EF=l:,n. (2.7) 

而 且 属 于 丸 , 的 特征 向 医 可 下 为 
Qa = (2.8) 

人 CC 的 行列 式 
detC = 工人 )， (2.9) 
KE=1 
其 中 

于 站 = cu 二 ee 十 二 (2.10) 
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而 局 ，… 


.由 (2.4) 给 出. 


提 人 .4 和 人 .后 推出 (2.7)， 


证 (U 上 


而 日 , 容 艺 验证 成 江 


CV = Vdiag(g(a, )…,¢(n, )), (2.11) 
其 中 矿 EC” 是 关于 局 的 Vandermonde 年 阵 : 
1 1 1 1 | 
Hl i 3 Hn 
V=| 所 名 A 大 (2.12) 
| ! pz A A | 
(2) det C= 11% 并 利用 (2.7) 口 
无关. 这 表明 所 有 轮换 逢 阵 


值得 指出 的 是 和 CC 


交 的 ) 特 


(2.13) 


部 可 道 过 乒 来 对 角 化 . 
换言之 ,所 有 轮换 算 阵 有 些 同 的 线性 无 天 的 (可 取 为 正 交 
外 辣 量 组 ， 
6.2.6 定 义 设 c,c ,C1 EC,nxn 欠 阵 
| Co Cl Cy | 
QC, 1 Cn C1 Cy- 
C=|ac Oe, Co : 
: cl 
| Cc Qc, OC Cn 


称 为 广义 较 换 矩阵 .特别 , 当 a = 一 


6.2.7 定理 设 C eCQ”” 是 形 如 (2.13) 的 | 


1 只 称 为 斜 轮换 矩阵 . 
“ 广 轮 换 定 阵 , 册 


“ 


(1) C 的 特征 值 是 
不 = (2, ), KE= 1 
(2) 已 的 行列 式 
detC =|]¢(2), 
青 =1 
其 中 萌 仍 由 (2.10) 给 出 ,而 


C= Yep’, 
在 = 
其 中 
0 1 0 0 
:0 1 : 
P=|: OleC”™”, 
0 1 
QO 2 0 
五 的 特征 多 项 式 是 
A —a, 
推出 其 特征 值 为 (2.16). 


人 因此 ,从 {2.17) 即 得 (2.14) 及 (2.15). 


6.3 Toeplitz 所 阵 


6.3.1 定义 了 = 由]EC”” 称 为 Toeplitz 矩阵, 如果 满足 
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{2.14) 


(2.15) 


(2.16) 


(2.17) 


(2.18) 


ut 


ty 一生 二 (3.1) 


四 ji 
具体 地 , 形 如 
加 ni i fs nl 
1 to i fy 
ft 1 fy 
T=| > . (3.2) 
: 
LE ’ i 
| LU 四 f 上 to 
不 完全 由 其 第 1 行 和 第 1 列 的 2 一 1 个 元 素 
起 1 eC 
确定 ,也 说 是 由 拟 多 项 式 
pat A th dt tt td 
(3.3) 
生成 的 . 


Toeplitz 算 阵 沿 平 行 主 对 佣 线 的 每 一 对 角 线 上 的 元 素 是 相等 的 ， 
是 关于 次 对 角 线 对 称 的 . 

特别 ,轮换 矩阵 是 Toeplitz 矩阵 . 

简单 的 Toeplitz 矩阵 


FF= 和 eR (3.4) 
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0 
.0 
B= ， ce 有 RR 人”， {3.5) 
0 1 ， 
因 它们 作用 于 标准 基 fe, ,…,e,} 时 所 产生 的 直观 影响 ,分 别称 为 前 
向 移 位 第 阵 (forward shift matrixz) 和 后 网 移 位 矩阵 (backward shift 


matrix), 


Toeplitz 算 阵 自然 地 出 现在 微分 方程 数值 解 、 一 角 和 气量 等 庄 问 


题 中 ， 
6.3.2 定义 A= [oem 称 为 广 对 称 答 阵 (persymmetric matrix)， 
如 果 4 是 关于 次 对 角 线 对 称 的 , 即 满足 


Hi 一 人 Fi i, j=1,.,n. (3.6) 
等 价 于 
A=EA'E, (3.7) 
其 中 
E=|e，… ae 
是 有 反 序 单位 矩阵 


6.3.3 定理 了 ER 为 Toeplitz 第 阵 的 充分 必要 条 件 是 五 可 以 下 
示 为 


HH—l n—l 
T= B+ Ft., (3.8) 
k= k=0 
其 中 下 和 B 由 (3.4) 和 (3.5) 纵 定 . 


证 明 非 常 容易 , 留 作 练习 . 
6.3.4 定理 ” 非 闸 异 算 阵 T 了 eCQ” 为 Toeplitz 打 阵 的 充分 必要 条 件 
是 存在 nxn 友 矩阵 
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Dr Pn? P! bo 

1 0 0 
COD=| 0 7. : (3.9) 

0 0 1 0 

和 
10 0 po 
. | > p 

Co =|0 | G3.10) 

720 p,, 

I0 0 1 Pi 

使 得 
CHT =TCO). (3.11) 
证 设 T=[fi]. 
直接 计算 得 
Df ps Dt Pn: Dnaprs Dt pr 
i=1 四 i=1 j= 
i fi 7 fi ln 
CT = 
t), 轩 i by, 
| Ll bi2 | i 一 1 | 
(3.12) 
和 


站 了 各 jiP 
j=l 
ty sy hy, 了 pj 
0) 的 
了 ”= 有 {3.13) 
fy by by Zp 
j= 
Lr ls “” Tm 2 ty Pi 
j=1 
如 果 了 是 非 奇 异 Toeplitz 算 阵 , 则 成 立 (3.1),T 可 表示 为 
to n tb -1 
| to fl : £2 
TT 二 t 2 和 to : 
Es » Lt, 
—n+2 i 
tin ttz t_» fi to 
而 且 根 据 (3.7)， 
T=ET'E, (3.14) 
0.12) 和 (3.13) 成 为 
CuT 
了 下 PP 2 Po “*° 了 PP PP 
i=l i=] i=! i=1 
fy fl 沁 放 1 | 
f 1 to fa fy 
| fi io fl 
和 


时 
| ， tf ft 1 PP 
j= 


nm 
to fi 四 i 之 全 Pi 


TC® = ， 
| to “3 Dy 3P ij- 


| 一 上 十 了 fs 加 to 六 ni 1 


从 而 , 欲 使 (3.11) 成 立 , 只 须 证 明 存 在 p,_,P,_,，,…,Po ,满足 


Daprs = pn 一 大 二 1 (3.15) 
j=1 


7 一 1 


这 里 ,注意 到 fps; = ?Pi 六, 令 
is1 j=1 


i = > tp 一 人 3 (3.16) 
i=1l j=1 
(3.15) 是 关于 PnP 2,…, Po 的 两 个 线性 方程 组 .可 以 表示 成 
(PP (3.17) 


和 
T( PP PP， .18) 
上 于 (人 .18? 可 以 改写 成 
_ (PP PT 一 (有 
7 )E |(ET'E)= (th )E 了 


由 此 及 (3.14) 得 知人 3.18) 等 价 于 G.17). 因 为 了 非 麻 异 ,所 以 (3.1 习 对 于 
任意 明定 的 上 有 唯 - - 解 . 
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反之 ,如 果 成 立 (3.11), 那 么 从 (3.12) 和 (3.13) 可 得 
fy = b=2,,h. 
由 此 并 令 
ti at, tr at bj=1,,n, 


推出 了 = 外 1 形 如 (3.2). 口 


6.4 ”Hankel 矩阵 


6.4.1 定义 百 = 上 EC 称 为 Hankel 矩阵 ,如 果 满 足 


hy =has b=leen. 4.D) 
具体 地 , 形 如 
有 hh 六 
A 用 A +1 
H=|h, 罗 nt2 (4.2) 
: hh : 
a hl hs hh, 
Hankel 矩阵 是 对 称 算 阵 , 完 全 由 其 第 1 行 和 第 r 列 的 24 一 1 个 
元 素 
hh » hh ,hh eC 
确定 ， 
Hankel 和 矩阵 和 Toeplitz 矩阵 有 明显 而 上 紧密 的 联系 ,写成 如 下 估 
理 ( 证 明 留 作 练 习 ). 


6.4.2 定理 世态 EQ” 是 Hankel 矩阵 , 则 EH 和 HE 是 Toeplitz 
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算 阵 .车 TeC” 是 Toeplitz 矩阵 , 则 ET 和 TE 是 Hankel 矩 阵 .其 
中 ,EE=[e，… e,]eRR” 是 反 序 单位 矩阵 . 

根据 这 一 性 质 ,对 于 Toeplitz 矩阵 和 Hankel 和 矩阵, 有关 两 者 之 
一 的 结果 , 常 可 直接 应 用 于 其 二. 下面 的 6.4.3 平行 于 6.3.4 即 为 一 
例 |. 

因而 ,有 时 将 Toeplitz 矩阵 和 Hankel 矩阵 统称 为 条 纹 和 矩阵 
{striped matrix). 

条 纹 矩 阵 出 现存 许多 应 用 领域 中 ,包括 随机 过 程 、 时 序 分 析 、 
数字 滤波 、 靠 矩 量 等 . 
6.4.3 定理 ” 非 奇 异 和 矩阵 五 < 他 全 为 Hankel 年 阵 的 充分 必要 条 件 
是 存在 xh 友 朱 阵 


C=|: ， 0 |; (4.3) 


pn PP 7 Pr Pi 
使 得 
CH = 万 C (4.4) 

证 依 6.4.2, 太 为 非 梧 异 Hankel 计 阵 的 充分 攻 要 条 件 是 天 五 
和 HE 为 韭 奇异 Toeplitz 矩阵 .万 = [e，…， @ se 民 ”是 反 序 单 
位 和 矩阵, 

再 依 6.3.4, 非 奇异 和 矩阵 eCQ” 为 Toeplitz 外 阵 的 充分 必要 条 
忻 是 存在 形 如 (3.9) 和 03.1 六 的 xn 友 算 上阵 CU 和 C0, 使 得 

CoO7 =TCO， 
现 取 守 = EH ,十 是 
COEH = EECO， 
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从 而 
(ECVE)H = EC 
对 于 此 式 , 令 
C= ECUE, 
易 见 局 形 如 (4.3) 而 CY = CT; 因此 即 成 为 (4.4). 口 
6.4.4 定 义 设 瑟 =[ EC 是 Hankel 矩 阵 , 如 果 其 组 成 元 素 
成 一 算术 序列 : 


hh =at{(k—Ikd, k=1...,2n—1, (4.5) 
划 称 五 为 算术 短 阵 (arithmetic matrix). 具 体 地 , 形 如 
a a+td a+2d at+(n—l)d | 
atd at+2d at+3d EE atnd 
| at2d a+3d … “a+(n+l)a 
a+3d 2 “+ at(nt+24 
a+{n-ld a+tnd at(ln+ld .. at+(2n—2)d | 
(4.6) 
6.4.5 引 理 ” 设 及 =[ 有 ;1]eC” 是 形 如 (4.6) 的 算术 给 阵 ,而 且 


d=0,MrankH =2. 
证 因为 当 a 0 时 ,五 的 2 阶 主 子 式 


a a+d a qd ， 

ord | 
所 以 rankH > 2. 

另 一 方 击 ,容易 验证 瑟 的 任意 三 行 线性 相关 ,因此 又 有 
rankH <2. 口 


6.4.6 定理 疫 玉 eC ,rankBH 2, 有 T+ 是 非 闸 异 的 , 则 


2 
(I+HY -140+o08 


(4.7) 
l+o,+o, 


= 84 =。 


其 中 
og, =trH, o,= (re -tH ) (4.8) 
当 右 是 算术 和 卸 阵 (4.6) 时 ， 
G =na+n(n-l)d, o, =-n -1 /2. (4.9) 
证 依 5.1.2, 存 在 非 奇异 矩阵 PeCQ”", 使 得 
PHP=J, (4.10) 


其 中 了 是 吾 的 Jordan 标准 形 . 
内 为 rank 玉 = 2 ,J 必 形 如 


J= 0 EC (4.1) 
或 者 
J = 0 eC™”, (4.12) 


这 里 , 千 , 放 , 放 eC, 且 均 不 为 零 . 
先 考 虑 .了 形 如 (4.11). 从 (4.10) 有 


I+H=P(I+J)P. 
由 此 ,并 依 假设 + 五 韭 奇异 ,得 
(I+HY)' =P(I+J)'P 
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= 1+ 必 Pp 
1 
0 | 
_ QQ+h) 
(1+A +4,) 
+ 
=P QQ+4 人 + Pp! 
. 1 


0 
-dt Eto 


1+C +G， l+o 十 人 
其 中 
o =+4=trH, o,=1i = (ray -rH ) 
于 考虑 J 形 如 (4.12). 类 似 地 ,有 
1 1 
1+4 (+AY 0 
1 

(+H)= 1 二 了 4 Pp" 


0 
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40+ 才 | 1 
Tay i 0 
1_ A401+4) 
(1+4) 


0O 


出 此 可 得 (+ 如 六 同样 具有 (4.7) 的 形式 ,此 时 


om =24=tr 开 ,as = 用 = (ra -tH’) 
当 万 是 算术 和 矩阵 (4.6) 时 ， 


o'=tH=at(at+24d)+(at4d)+.…+(at+(2n -2)4) 
=na+n(n—1)a. 


[se -了 (az -_trH’) 


-er eri) 
1 ,fr, 2 
= 五 ? (a -1 : 


口 


6.4.7 定 义 设 太 =[h,;j] eC” 是 Hankel 什 阵 , 如 果 其 组 成 元 素 
战 一 几何 序列 


hh=l; hh =H ,k=2,.,2n—1, {4.13) 
则 称 如 为 几 柯 矩阵 (geometric matrix). 
6.4.8 定理 设 厅 =[h 


上 


EC” 是 由 (4.13) 确 定 的 几何 矩阵 , 则 


* 387* 


(1) rankH =1. 
(2) 当 克 冯 土 ] 时 ， 
1 1—A 
(T+H) bpp 
证 (1) 显然 ,rank 吾 >1, 又 五 的 任 两 行 是 线性 相关 的 ， 
2) 根据 (1), 玉 的 Jordan 标准 形 形 如 
i 


(4.14) 


一 0 x 
P HP=J = . ed, 


0 。 
其 中 PP eC 是 非 奇异 矩阵 注意 到 


1 一 了 
KH=tH=1+R + + + 人 = 4 


上 一 克 


从 而 


因此 ,从 
(上 + 五 三 = PUT+ 站 PP ， 
即 得 (4.14)， 口 
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6.4.9 定 义 、 设 及 [如 ,] eC” 是 Hankel 矩阵 如 果 其 组 成 元 素 


成 一 调和 序列 


Ah, -1, 


1 
=—— ,2 
a+(t—1)a ” 


(4.15) 


则 称 五 为 调和 矩阵 fharnonic matrix). 这 里 假定 a 和 a 使 得 每 个 育 


的 分 母 不 为 零 


特别 , 当 a = d = 1 时 ,调和 和 矩 阵 就 是 Hilbert 矩阵 ( 见 2,5.5). 
6.4.10 定理 设 玉 =[ 思 ,1]eC” 是 由 (4.15) 确 定 的 放 和 算 阵 ， 


则 


+ 


中 一 de 


det1= 后 一， 
[2 
k=l 
其 中 D, 是 召 的 第 开行 中 的 各 分 母 之 积 ， 


于 寺庙 一 了 
Pi = |[ [e+ja), k=L,,n. 


1 
证 其 从 略 . 
6.4.11 定 义工 =[] EC 称 为 Loewner 矩阵 ,如 果 
C -ad, 
i 二 一 ， i, 7 =, nn, 
J; 一 人 


其 中 0 和 di、…,dd 可 以 是 任何 数 ; yy ，…,y, 利 2 


是 保证 所 有 4/ 的 分 母 不 为 地 的 任何 数 . 
如 此 和 矩阵 在 有 理 持 值 中 有 用 . 


(4.16) 


(4.17) 


(4.18) 


,Zz 划 
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6.4.12 定 理 设 琴 (站 = 玉 (f、…,1,)eC” 的 第 i 行 是 由 有 一 1 次 多 
项 式 
10)= Qs) ua 
Li 


按 4 之 宕 递 升 次 序 的 系数 组 成 的 ,= 工 :… 下, 则 Hinkel 矩阵 和 
Loewner 知 阵 有 如 下 关系 : 
(1) 如 果 玉 EC” 是 任 一 Hankel 矩阵 ,那么 


L=W(y)H(V(z)) 4.20) 
是 Loewmer 矩阵 ,其 中 小 = (及 区 ,= 人 (人 


(2) 反之 ,在 (4.20) 中 ,如 果 工 是 Loewner 矩阵 ,那么 五 是 Hankel 
矩阵 ,并 且 | Me 


H=V(y)D" (y)LD" (z)(7(z)), (4.21) 
其 中 
六 后 = diag(f i (h)%, ft, ), (4.22) 
而 V(y)V(z)eC”™ 是 Vandermode 矩阵 [ 见 2.6.1). 
证 明 从 略 . 


6.5 若干 其 它 条 纹 短 阵 
6.5.1 定义 ”4 =[4,]e 限 ” 称 为 Pei 什 阵 ,如 果 


在 ， 一 i, j= lL,n. . 
“ 1, 1 J / " 


如 此 和 矩阵 是 Toeplitz 秘 阵 的 特殊 情形 ， 
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6.5.2 定理 设 4ERR 是 由 全 .确定 的 Pei 矩阵 , 则 
(1) det 4 = (a 一 JJ (人 十 磊 -1}. 


(2) 当 d 去 1 和 d 关 -n+1 时 ,A = [ai]， 
有 十 用 一 之 
ar = d(d +n— 2- (n—1) 1 j= 
dlda+n— 池 - (n-1) 
(3) 4 的 特征 值 为 
44=dtn-l =.=i =d-l. 
相应 的 正 交 规范 特征 向 量 组 为 
-了 fly 
立 1 ,1) 
x = oo— RT 1, E+ L070) ， 天 = 2 
A 1) —— ~ 


(4) 4 是 对 称 的 日 汪 当 qd > 1 时 是 正定 的 ;此 时 , A 关于 矩阵 求 逆 


的 条 件数 
由 


证 4 的 特征 多 项 式 
det(A—A1) 
d-4 1 1 


x{(4)=—+ = 


这 


d+n—l 


d—1 
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dtn—l—-A 过 一 到 1 1 
=Id+n—1—A1 1 可 一 下 1 
dt+n—1-n 1 1 d—1 
三 三 闫 一 1 一 多 1 1 
0 d—1—A1 0Q 0 
= 0 0 dl1—A4 : 0 
0 0 0 d—l—i1 
=(d+n—1-ANa -1-4)", (5.2) 


推出 结论 G3) 中 雇 示 的 特征 值 ;从 而 ,容易 计算 出 G3) 中 所 示 的 相应 的 
正 交 规范 特征 向 量 组 .显然 (5.2) 中 取 = 0 时 即 得 结论 (1). 
现在 , 令 己 是 以 (3) 中 的 特征 商量 为 列 而 构成 的 正 交 矩阵 ， 
P =[x® ‘+ x"]. 
令 效 是 以 (3 中 的 特征 值 为 对 角 元 素 而 构成 的 对 角 托 阵 ， 
D= diag(4,…, 1, ). 
于 是 ,因为 有 A= PDP7 ,而 且 当 a *1 和 d -n+1 时 ， 
1 1 
DY = diag| 一 ,一 
只 二 村 


, | 1 1 1 | 
= diag ,一 一 -一 一 |， 
d+n-l 二 一 】 ad—l 
所 以 当 q 关 1 和 qd 关 一 n 十 1 时 ， 
A+= PD'P. 
实现 此 等 式 右 端的 矩阵 相 乘 , 即 得 结论 (21. 
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最 后 ,由 于 4 对 称 , 而 且 根 据 (3), 当 4 > 1 时 特征 值 全 为 正 数 ,从 
而 4 正定 .因此 , 青 根据 2.5.3 的 (3), 即 得 结论 (4). 口 
当 q > 工 而 接近 工时 ,从 条 件数 
x(A)= {a +n—1)/(d -TH 
看 出 , Pei 短 阵 严重 病态 . 
6.5$.3 定义 ”4=iajy] eR” 称 为 Rodman 和 矩阵, 如果 


a, -4 4 六 = 1 用， (5.3) 
对 于 Rodman 捧 阵 4 : 当 # = 0 时 , 即 为 单位 矩阵 ,可 以 不 考虑 ;而 
当 { 关 0 时 , 令 q = ft, 则 
A=ad4 
是 Pei 矩阵 ,因此 ,通过 对 4 应 用 6.$.2, 便 可 得 到 关于 Rodman 和 扼 阵 
4 = 14 的 下 述 对 应 结果 . 
6.5.4 定理 设 4e 民 ”是 由 (5.3) 和 确定 的 Rodman 矩阵 , 则 


及 一 上 
) de 人 (+4) 
上 i 


(2) 半 f 关 1] 和 并 关 


时 , 4” =[2;1, 


一 下 十 二 
1+t(n—2) i 
a = lr Wt aD ben 
1+t(n—2)-r (nl1) 机 
(3) 4 的 特征 值 为 
=1+nf-t, A,=:…=A =1-t. 


相应 的 特征 向 量 分 判 是 x 中 = (1…,1) 以 及 满足 方程 
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X 十 十 工 一 站 
的 任何 于 一 1 个 线性 无 关 的 向 基 ， 
(4) 有 4 是 对 称 的 且 当 1 < 工时 是 正定 的 . 
证 明 留 作 练习 ， 
6.5.5 定义 ”4=[4;] ER” 称 为 Lotkin 矩阵, 如果 


1, i=1, j=l,,n, 
,二 1 3,4 
人 - - ， 一 了 7 =1,",n. (5.4) 
i+j-!l 


Lotkin 矩阵 相当 于 将 Hilbert 矩阵 ( 思 2.5.5) 的 第 1] 行 的 所 有 起 素 
修改 为 1 而 成 的 . 
6.5.6 定理 设 A4e 了 RR” 是 由 (5$.4) 确 定 的 Lotkin en 则 

(1) det4= 仁 1 57,5 由 如 下 递 推 公式 产 


2k Y2k 
9 =1, 6,,,= ei] (大 +1J3,， 天 =1 有 一 1 


Q) 4 =[cj]， 


= 人 1) ( 刀 
se op jg 


CD n+ri- Dt) 
H+ N10- WA 7 一 人 


i=1:,n, 7=1,…,n—1. 


证 明 从 了 略 . 


= 394。 


当 n=10 时 ,det 4 = (46207x10”) ,4 的 最 大 特征 值 和 最 
小 特征 值 为 
1 一 2.428554 


[Ia 


和 
A = —0.1267649x10™. 


如 三 4' 4 是 对 称 正 定 的 ,人 其 条 件数 等 性 态 比 4 更 坏 ， 
6.5.7 定义 W.L.Frank 给 出 和 给 阵 


1 1 
1 2 
1 2 3 0 
F=Il 2 4 eR”” (5.5) 
1 2 4 -1 nl 
i1 2 4 -1l nn | 
和 
12 11 10 9 2 1 
11 11 10 9 2 1 
IO IO IO 9 2 1 
F=I9 9 9 9 2 lleR'”®, (5.6) 
2 2 2 2 2 1 
上 1 1 1 1 1 
巨 和 本 用 作 特征 值 计算 的 测试 年 活 . 
容易 证 明 ( 留 作 练 习 ): 
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detF =]1, Vn=12,.: (5.7) 
五 的 行列 式 对 其 左下 角 附 近 元 素 的 改变 很 敏感 . 
五 的 特征 值 为 


。 一 
4 -了 -es =112， (5.8) 
2 25 


容易 看 出 ,EP 克 属于 下 面 定 义 的 Brownian 和 矩阵 ,这 里 
互 =[e，… 上 |] 是 反 序 单位 矩阵 
6.58 定 义 训 = [Db,]eC” 称 为 Brownian 矩阵 .如 果 


p=0,, jj>i 

下 十] GE 7 加 

1 ,jf =, nl .9 
bj =by, < 1, n (5.9) 

上 有 具体 地 , 形 如 
h, bin bs bya br 
Bb,, b, b, 3 bh, bs, 
bi 了 b,. 6 
B = 2n 2 3 时 十 +3 (5, 10) 

b,, Dn by : bi bys 

了 村 bn bn : DD;, 2 b, 


Brownian 逢 阵 完 全 由 包含 主 对 角 线 的 汪 对 角 带 上 的 3n 一 2 个 
无 素 确 定 . 
6.5.9 定理 设 中 ER” 是 任 -- Brownian 矩阵 , 则 对 相合 于 一 个 三 
对 胡 算 阵 4 eC ， 
A= PBP' 
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其 中 已 =[Py] 是 双 对 角 Toeplitz 让 阵 ， 


1, 了 一 让 了 一 1 
Ps = 一 上 | j=i-l, i=2, nn, 
0, 了 天 站 一 上 


证 明 禄 作 练习 . 
6.5.10 定 义 设 G=[g;]eR”"， 


gy =2min{i, -1, 天 = 
G 称 为 Givens 和 失 阵 .其 体 地 ， 


1 1 1 : 1 
1 3 3 
G=Il] 3 5 
1 3 5 : 2n-l 
显然 ， GG 是 Brownian 算 阵 . 
可 以 算出 ， 
3 一 ] 
一 ] 2 一 | 0 
oil -12 -1 
2 全 ， 3 
0 -1 2 一 | 


G 和 G 都 是 对 称 正定 的 .G 的 条 件数 
x(A}x16n /7 ， 
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因此 , 稍 大 的 nn,G 便 是 病态 的 . 


6.6 “中心 对 称 算 阵 和 中 心 余 对 称 矩 阵 


6.6.1 定义 CC=icylscC” 称 为 中 心 对 称 和 矩阵 (centrosymmetric 


matrix), 如 果 


具体 地 , 形 如 
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CO, 


=0 


i 


Min 

na 
Cc H+ 
H+ 


Cl mt2 


Ml- 


Cl p+tl 0) tr 
| 四 mn 
Cm 放 ] 
Clim Cl 
CL mt CL mt2 
Cr p+] Mr 2 
mtl.mtl Crtlm 
Cprt] Crm 
Cl m+l Clm 


,j=1,.…,n. 


(6.1) 


= 2m,(6.2) 


全 
土 


n=2m+1.(6.3) 


中 心 对 称 和 矩阵 , 汶 z= 2m7 是 偶数 时 ,有 Pa/2 个 独立 元 素 , 当 
nn 二 2m+1 是 奇数 时 ,有 {n* +1)/2 个 独立 元 素 . 倒 数 第 r 行 的 元素 
是 正 数 第 7 行 的 元 素 按 皮 序 排 询 而 成 
6.62 定理 设 C efQ"” 是 中 心 对 称 答 阵 , 则 

(1) 等 价 地 

C= ECE, (6 
其 中 EE=|e， …， el ] 是 反 序 单位 矩阵 . 
(2) 当 于 = 2m 时 ,CC 可 以 表示 成 


CC CCE] [1 ofce Cl no 
C= 一 ， (6.5) 
EC, ECE| |0 Elc, cio E 


其 PCO,C, TeC™", FE=[e, . e|]eC™. 
(3) 当 n 二 2m 二 1 是 奇数 时 ,CC 可 以 表示 成 
OC, a CE 


C=b’ & bE 


Io oc ac oo0 
=|I0 1 0b a bilo 1 0|, (06.6) 
00 ElC, a ClooE 
其 中 已 =|e。… elC,C,,leC”™,abeC"”,a sf 
让 明 留 作 练 习 . 


6.6.3 定理 设 CeQ ”是 形 如 (6.5) 的 中 心 对 称 和 矩阵 ,并 且 令 
X=C +C,, F=C,-0,, 
和 
-1 二 lf -1 
Ce +77), Ci -5 -7 )， 
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则 
(1) detC =det X det¥. 
(2) 4(C)= 4A( 于 ) HP) 即 C 的 特征 值 是 由 天 的 特征 值 和 
了 的 特征 值 组 成 的 . 


1 Cy CE 
G) Cr- = 
EC, EC,E 
证 取 I = 上 e “" e,],E =|e, “" ejeC”™”, 


则 7 = 了 7 ,于 是 
ee A 
2|-7 El0O ElC, Clo ElE E 
C+O, 0 0 
-| 0 ce ll ?| 
由 此 ,直接 得 出 (1} 和 (2). 而 且 


CcTX Ol -Hx of7 E 
0 yy” 2|E Elj0o -FE 


| TH (Or | 


2 


E(xX71-7"') EQ +E 
| C, | 
= . 口 
EC， EC,E 


6.6.4 定义 3 EC 称 为 中 心 斜 对 称 矩 阵 [centroskew symmetric 
matrix), 如 果 
S =_ESE, (6.7) 
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ta 


其 中 瓦 = [e， …”，elj] 是 反 序 单位 矩阵 . 
6.6.5 定 理 设 S eCe"0”w 是 中 心 斜 对 称 矩阵 , 则 
(1) 点 可 表示 成 
向 a -SE 
S=|p 0 -bE 
ES, -Ea -ESE 


， {6.8) 


其 中 EE=[e。… el],S,S, eC”™;abeC”. 
(2) det $=0. 
证 (1) 设 
S$ a 5S, 
SS=| 5 ow ce'|, 
ES, qd 5S, 
其 中 E=[e,。 … @],S,S,,S,,S, EC apcd EC”: 
& ES 满足 (6.7), 得 
SC 9; 
S=|b ac | = 一 ES5 
ES， d S, 
0 0 ElfS «a Sllo 0 五 
=-0 1 0b a cllo 1 0 
EF 0 0kS, d SE0 DO 


由 此 推出 
S$ =-ESE,S, =-S,E,c =-b'E,d=-Ea,g=0. 
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© i= le 1 0],E=le, * elec™, 


VSr 
10 El[S «a -SF 0 7 
=llo1 ol|ls oo bEllo1 0 
“|yo_E ES, -Ea -ESE|I|IE 0 -E 
0 D Si+S, 
=| 0 0 vb 
S$ —S a 0 
由 此 推出 det S = det(V "SV)=0. 口 
6.6.6 定义 “CsC” 称 为 中 心 自 伴 矩 阵 或 中 心 Hermite 矩阵 ,如 
果 
C=EC'E. (6.9) 
C 称 为 中 心 斜 自 伴 矩阵 或 中 心 斜 Hermite 矩阵 ,如 果 
C=-EC'E, | (6.10) 
其 中 =[e。， … ee | 是 反 序 单位 挟 阵 . 
容易 证 明 ( 贸 作 练习 ) 


(1) 若是 中 心 自 伴 矩阵 , 则 C' 也 是 中 心 自 伴 秆 阵 . 

(2) 若 C 是 中 心 斜 白 伴 矩阵 , 则 +iC 是 中 心 自 伴 矩 阵 . 

关于 中 心 对 称 和 矩阵 的 进一步 结果 可 参见 本 书 参 考 文 献 中 列 出 
的 有 关 资 料 . 
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6.7 ”同伴 矩阵 


6.7.1 定义 ”4 Ee 民 ”" 称 为 同 翌 第 阵 (comrade matrix), 如 果 A 可 以 
表示 成 


[a 1 
oa 
7 1 () 
a, WW 
”» pb 1 
4= C3 QU 3 
0 Yn-l Bi 1 
~ CR Un | 
_ _& -Br -a 
位 时 A oY, 


(7.1) 


其 中 从 > 0,i=1…,n. 
显然 , 当 对 所 有 i, 令 
a,=1, p=,=0 
时 ,同伴 矩阵 就 是 友和 矩阵 . 
取 名 “同伴 (comrade) 矩 阵 " 是 理 仿 “ 友 (companiom) 和 矩阵 "一 可 ,从 
下 一 定理 更 可 见 其 缘由 ,黄种 场合 ,矩阵 都 是 “ 伴 同 ”于 ~ 种 特殊 的 多 


项 式 . 


。 403 。 


各 32 定理 设 同伴 矩阵 4E 限 ”” 形 如 (7.1), 则 4 的 特征 多 项 式 


det(11 -A4)=— a(4), (72) 
A 


1 i 


其 中 
. al4) = PD, (4)+ A Pi (四 + +a pb (4) ta, po (4), (7.3) 
多 项 式 p,(4)…, p, (4) 按 如 下 递 推 关系 产生 : 


| po (4)=1p,(4)=aAd+t ph, 
, (97.4) 
pi{(4) = (ci4 十 PB)p., (一 六 PP (4), i=2,,n. 
证 令 
D=diag(@,,…,a, ), 
则 
det(4D— DA)= 0 0, det(21 — A). (7.5) 
另 一 方面 ,将 
det(4D — DA) 
A +pB -l 
yp OO 
0 -Ma + 一 1 
他 AQ, —y ,+a Aa, ta +p, 


按 其 最 后 一 - 行 展开 ,可 得 
det(AD 一 DA) =a, +a, ph (4)+ a, Pi (4)+ a 
+ (a, —y,) ,2 (4)+ (a, +aA+pB, )p,, {4), 
其 中 p,(4)…, po (4) 由 (7.4) 确 定 .由 此 并 连同 (7.5) 推 出 (7.2) 及 


(7.3). 口 
一 般 , 若 对 所 有 i,a >0,7 >0, 则 下 (7.4) 确 定 的 多 项 式 
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Po (4)…,p, (1) 构成 一 个 正 交集 .具体 地 说 ,存在 区 间 |[c,a] 和 权 函 
数 w， 
w(4)>20，YvA4elc,al, 
使 得 
| w(4a4>0 (7.6) 
和 
a 0, ji, 
Ap {A}p.{A)d4= 
[wp a)p (01, No 
j=0l.,n. (7.7) 
6.7.3 定义 ”如 果 对 所 有 i,&, = y=1, 记 =0, 则 称 (7.1) 确 定 的 4 
为 同事 矩阵 (colleague matrix). 
同事 矩阵 4 对 应 的 (7.4) 产 生 的 多 项 式 是 由 
| 5S.(4)=1,5,(2)= 1, 
5 (4) = 45, (4)-S (四 3 
定义 的 Chebyshev 多 项 式 集 . 
6.7.4 定义 和 矩阵 


(7.8) 


h . | li i, 


fz0, i=L,n-l (79) 


称 为 Leslie 矩阵 . 
Leslie 乍 阵 属 于 (7.1D) 中 对 所 有 fi = 及 =0 的 特殊 情形 .出 现 
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在 人 口 模 型 中 . 
6.7.5 定义 和 矩阵 


”1.0 
4= -bb : ER 
0 0 1 
—b, -Bb 
bz0i=bn (7.10) 
称 为 Sechwarz 虐 阵 . 


显然 ,Schwarz 窍 阵 也 是 (7.1) 的 特殊 情形 ,出 现在 稳定 性 理论 和 
网 络 理论 中 . 
6.7.6 定 理 设 4ER ”是 Schwarz 短 阵 , 形 如 (7.10), 并 设 
H =2b:diag(0,.…,0,1), 


见 
(1) 矩阵 对 (4, 五) 满足 可 控制 条 件 ( 见 3.14.15): 
rank[ FH A'H Ca )H ， (A ) a] = 
(人 2) Lyapunoy 方程 ( 见 3.14.6) 
G4+ A'G=-H 
的 解 是 
GC = diag(b, bb ib, bb,,b, ). 
(3) 4 的 惯性 ( 见 3.14.2) 是 . 
i(A)= (k,n —k,0), 
其 中 天 是 序列 
bbb,,es, baneh, 
中 负 项 的 个 数 . 
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证 明 从 略 .可 作 练 习 . 
6.7.7 定义 ”hxn 算 阵 


EE 
“o 生 
OO 


R= "， "， . ， 
0 0 
一 0 
b, eR,b, 0, i=],,n (7.1]) 
称 为 Routh 和 矩阵 . 


Routh 矩阵 会 在 线性 控制 理论 中 进 到 . 
6.78 定理 设 4e 限 ” 契 由 (7.10) 确 定 的 Schwarz 矩阵 , 则 
(1) 4 为 稳定 入 阵 { 即 共 所 有 特征 值 贞 有 人 负 实 部 ) 的 确 充 分 必要 
条 件 是 五 >0,i=1,…,n， 
(2) 由 (7.11) 人 确定 的 Routh 矩 孟 玉 相 似 于 4 


证 (1) 证 明 从 上 略 ， 
(2) 取 
y = Ediag(C1)" V6.b,,(—1)Y Vb.b, ,Voib,, vb) 


(7.12) 

其 中 EE=[e，… ,| 是 反 序 单位 矩阵 , 则 上 有 

YAY™'=R. 口 

6.7.9 定理 ”如 果 (7.1) 中 的 同伴 矩阵 4 共有 天 个 不 同 的 特征 值 
4 ,4 ,那么 相应 的 特征 向 基 是 


u{2, )={1,p.(4),, pial%)) ， J 一 二 ,天 » (7.13} 


市 且 
MAM = diag(4,…, 7, ). (7.14) 
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这 里 , po(4) ,Pi(4) 是 由 (7.4) 产 生 的 ， 
M =E) … u(4,). (7.15) 
证 明 留 作 练习 . 


注意 , 当 4 简化 为 友 条 阵 时 ,(7.1 引 中 的 矩阵 MW 便 简 化 成 为 
Vandermonde 和 矩阵. 


6.8” 结 式 咎 阵 


6.8.1 引言 ”稳定 性 问题 的 进展 有 赖 两 个 广阔 领域 的 研究 .第 一 是 外 
阵 惯 性 理论 的 研究 , 见 3.14; 第 二 是 关于 结 式 矩 阵 性 质 的 研究 . 
先 看 一 种 简单 的 特殊 情形 .可 以 证 明 : 二 次 方程 
dN +aAt+a, =0O(a xD) 
和 
boAd +hA+Db, =0 
有 一 个 公 根 的 充分 必要 条 件 是 


Dap 
A 
全 
全 


-|=0. (8.1) 


om 
= 
ey 

or 
[9 

Da 


G@.D 中 的 行列 式 是 两 个 多 项 式 
a(A)= a +a nta, 


bp(A)=b A +h a+b, 
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的 一 个 结 式 . 
一 般 , 设 
Cd(4]=@ 和 +a1TT+T 二 Ta ,a 0 (8.2) 
和 
PA)=B A tb A tb A+D, (8.3) 
是 两 个 任意 的 复 系数 多 项 式 ,n > m .相伴 多 项 式 a(4) 和 45(4) 的 结 
式 (resultant) 是 指 关 于 系数 


和 

六 
的 纯 量 函数 ,其 值 等 于 零 当 且 仅 当 a{4) 和 b(4) 互 素 ( 亦 即 没 有 次数 
大 于 零 的 公 因 趟 或 说 没有 共同 零点 或 公 根 ) 
6.8.2 定义 ” 设 a(4) 和 (4) 是 形 如 (8.2) 和 (8.3) 的 多 项 武 , 方 阵 4 称 
为 相伴 a(4) 和 pb(4) 的 结 式 和 类 阵 (resultant matrix), 如 时 det 4 是 相伴 
a(4) 和 b(4) 的 结 式 . 
6.8.3 定理 ” 设 a(4) 和 4b(4) 是 形 如 (8.2) 和 (8.3) 的 多 项 式 ， 
td 二 1,n 之 mM, 又 设 


0 1 0 
C= 0 1 (8.4) 
0 1 
Ta, TH TA 一 4 
是 f4) 的 友和 矩阵 , 则 矩阵 
b(C}=bC" +hC™ + IC+D 7 (8.5) 
是 相伴 a(4) 和 如 4) 的 结 式 矩阵 ， 


证 显然 ,det5(C) 是 a,,…,a, 和 b,…,b, 的 纯 量 函数 . 另 -- 


方面 ,根据 (8.5),b(C) 的 特征 值 是 
BA) atC)， 
因此 
det b(C)= 51) 54 
从 而 ,b(C) 非 奇异 的 充分 必要 条 件 是 
bl4 0, i=1,.,n. 


(8.6) 


由 于 ea(4) 就 是 矩阵 C 的 特征 多 项 式 ,a( 有 4) 的 根 就 是 C 的 特征 值 , 因 


而 ,条件 (8.6) 等 价 于 a(4) 和 b( 和 4) 互 质 . 


现在 推导 矩阵 6b(C) 的 形式 . 设 b(C) 的 行 向 量 为 


0) p00) 
注意 到 C 的 各 行为 
eC=e,, 
eC=(~a,.,-a), 
推出 C”,…,CC” 的 第 1 行为 
erC =(eCjC 


=eC ==eC=e, 
AK=1,.…,m—l1 
C” 的 第 1 行为 
ec” -ec err WM 
(一 6 一 0) m= 
于 是 ,5b(C] 的 第 1 行为 


ro =erafC) 


= 只 eIC" +BerC“ 1 +…+ 瑟 erC+P er 


Tm T 工 i 
=he C+hbe, t+b, 1e; +he 
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口 


| bi,b,0,7,0), m<n, (8 
(b, —Ba 一 a) m=n; 
bp{C) 的 第 2 至 闫 行为 
r=e'b(C) 
=el Cb(C)= el b(C)C = NC 
= rT, 1 一 2 
从 而 短 阵 Bb(C) 有 表示 式 
pO pl) 
全) rc 
MC)=| ro =| rc’ |. (8.8) 
0 race 


6.8.4 定义 ” 设 多 项 式 
-Da, ta zz0; bl4)= 2 A (8.9) 
这 蕴涵 着 0 年 天 次 多 项 起， Bb(4) 是 次 数 不 超 过 总 (以 低 二 7 ) 的 


多 项 式 .表示 式 
a(4]b -ap 
由 一 由 
显然 是 才 和 如 的 二 元 多 项 式 . 记 


VHA = dL) aut) i0, 


i=| j=1 


利 
Z =lz;,], . (8.11) 
Z 是 nx A 的 对 称 矩 阵 , 称 共 为 相伴 多 项 式 a( 衫 和 b(A) Fl Bézout 
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矩 降 , 也 记 作 Bez(a,b). 
显然 ， 
Bez{a,b)= —Bez(b,a). (8.12) 
一 般 地 说 ,Bézout 短 阵 是 对 称 和 矩阵 的 一 种 特殊 情形 ,但 是 不 能 凭 


直观 确定 一 个 只 钵 的 对 称 失 阵 是 不 是 Bézout 托 阵 . 
例 对 于 站 =3, 从 定义 出 发 ,展开 (8.10) 右 端 ,然后 根据 (8.1D 得 


Z = Bez{a,b) 


a,b, —b,a, ab, -ha, ao 一 如 93 
一 ab, -ba, (aob, -boas }+ (ab, —b.a,) aob, -ba, - 
dnb, — Ba, anb, — ba, CE — baa 


从 定义 出 发 可 以 得 到 Bez(a,5) 的 显 式 表示 ,然而 实现 起 来 并 不 
容易 ,建立 Bezlc, 站 显 式 表示 的 捷径 是 和 证 明 其 为 结 式 矩 阵 联系 在 
一 起 的 . 

6.8.5 定义 ” 设 多 项 式 


a(4)= Yar ,ao #0, (8.13) 
i=0 


由 af4) 的 系数 确定 的 三 角 Hankel 矩阵 


a a 
SO=| 全 、 (8.14) 
i 
称 为 a(4) 的 对 称 化 子 (symmetrizer). 
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ts ss 


注意 ,对 称 化 子 S(q) 不 依赖 a(4) 的 尾 项 系数 a,. 
现今 多 项 式 


da(A)}= Nat )= a ta A tA + a, (8.15) 
则 其 对 称 化 子 为 
好) 
SG)-| 


a G， 

. 0 
|. (8.16) 

a, 0 … 0 
e114 ES ) 和 Se 


利用 反 序 单位 矩阵 已 = [e， 证 是 
Toeplitz 矩阵 : 
a, 0 .. 0 
ES(a)=| (8.17) 
qa, .0 
| A do 
利 
do Gr 4 
0 Cn: 
S(a)E = 1 (8.18) 
0 .% 0 a 


对 称 化 子 是 经 常 出 现 的 矩阵 ,从 下 述 性 质 便 可 以 知 其 取 名 的 理 


由 ， 
6.8.6 引 理 设 d(4) 是 形 如 (8.13) 的 多 项 式 ,S{ 四 是 形 如 人 8.14) 的 
zf4) 的 对 称 化 子 ,C, 是 a(4) 的 友和 矩阵 
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_ -和 吧 所 
Un Uo Uo 
则 SejC ,是 对 称 和 矩阵 ， 
-a 0 0 0 
2 3 qo 
S{a)c, 一 0 上 是 一 3 0 
0 do 0 0 
而 且 , 对 于 1 把 天 抒 闫 开工 ,成 立 
S(a)C* = diag(- ES\E,S, ), (8.19) 


其 中 =[e， -… ej];S, 为 x 矩阵 ,是 多 项 式 
a (A)= a HN tt a d+ta 
的 对 称 化 子 ; 5, 为 (4 一 万)x{n 一 万) 秆 阵 ,是 多 项 式 
a (4A)= a + tat 
的 对 称 化 子 . 特 型 ， 
Sla)C” = -ES(GIE， (8.20) 
Sf{ 的 是 形 如 (8.16) 的 二 名) 的 对 称 化 子 . 
(8.19) 和 (8.20) 表 明 , S(a)C* (1 < 过) 都 是 对 称 第 阵 . 
证 明 只 人 须 直接 计算 , 留 作 练习 . 
6.8.7 定理 ” 没 a(4) 和 Bb(4) 是 形 如 (8.9) 的 多 项 式 ;Sa),S(b) 和 
S(6),SG) 是 6.8.5 定义 的 对 称 化 子 , 则 
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Bez(a,b)= S(ajs 伯 和正 -S)s(a)E (8.21) 


证 将 (8.10) 写 成 
CTA =aG20O-aa 2 

其 中 
+ (= Pan, i=1,.,n (8.23) 


是 多 项 式 .比较 (8.22) 竺 号 两 喘 了 的 系数 ,得 
Ji }- pp lp)= a bln) -bap), 
i=l. ,nl1; 
yp)= aob(p) -boalp). 
由 此 从 后 向 前 递 推 ,有 
4) 一 (sp 十 qu tt aH ta JP 
一 人 pm TH tt bt bs h(i), 
i=n,n—l,-.…,1, (8.24) 
因 (8.23),y, (1) 的 次 数 <# 一 1,i =1,…,. 令 Bez(a,b) 的 行为 
0 = (zz) i=1,.,n 
从 {g.23) 箱 (8.24) 推 出 


己 


1 a 
(2°) oC P(A) 
Ap PCA 
at 

亿 ，0…0 0 (8.25) 
ap 
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a{p) ds, Go alf!i 
a | |0 : | 
: a 

ap [Lo 0 a, a” 
， 0 ol 1 

十 L 1 py 
P| a qo 
L 1 


=S(a)E| “ |+ES(a) ® |. 


0 pa 
白 然 ,对 5(jz) 成 立 同样 的 关系 式 .于 是 ,由 (8.25) 有 
1 1 1 


Bez(a,b =S(asCE 2 +S(ajES 人 pb : 


Fi Hu! HM" 
1 1 
ee 大 A | ， 
— S(O)S{(a)E| © |-S(B)ES(a 626 
je J 


注意 到 对 任何 a(4) 和 这 中 


S(a)ES(b)=5 
[8.2 人 成 为 


ES(a), S(a)ESE)= SCJES(a), 627 


* dl6* 


1 1 


Bez(a,b) 2 =|S(a)s(C)E-S(B)S(a)E] 2 


n-l nH-1l 


A x 
由 于 eC 是 任意 的 ,因此 对 不 同 的 p1，… J EC 成 立 
Bez(a, bY (pn sp) 
=[s(a)sEE -se)s ey,.,p,), 
其 路 (jn,…, 4 ) 是 非 奇 异 的 Yandermonde 矩阵 { 见 2.6.0, 此 等 式 
蕴涵 (8.21). ”OO 
6.8.8 定理 设 df4) 和 以 4 是 形 如 (8.9) 的 多 项 式 ;C。 和 C 是 如 同 
6.8.6 中 的 形式 的 友和 矩阵 ,S{a} 和 SB) 是 6.8.5 定义 的 对 称 化 子 , 则 
Bez(a,b5)= S(a¥b(C, )= -SBjalC ). (8.28) 

证 对 于 任意 的 次 数 不 超 过 的 多 项 式 bB (4) 和,(4) 太 任意 

的 w, DEC, 显 然 有 
Bezfa,ab + fb,) )= aBez(a,b, )+ PBez(a,b, ), 

这 表明 当 多 项 式 4 固定 时 ,矩阵 Bez{e, 革 关于 多 项 式 五 是 线性 的 . 因 


此 ,对 于 b(4)= Dor 有 


Bez(a,b)= p22 Bezfe， 2 ) 


到 根据 (8.10) 和 (8.11)， pez(a, 从 ) 是 展 式 
a — Hat) _ ,Ap Hp 


A-H 全 4 一 
] 
=-S a py + ) 


= 
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十 (Re + 二 pt] 


一 在 十 上 


的 系数 确定 的 矩阵 ,检验 (8.19) 中 矩阵 的 形式 ,可 以 发 现 
Bez(a, 4)= diag(- ES,E,S,)= S(a)C!, 


此 即 得 


Bez(a,b) = SajalC  )， 
(8.28) 的 第 一 个 等 号 成 立 ; 再 利用 (8.12), 推 出 (8.28) 的 第 . :个 等 号 也 
成 立 . 口 
(8.28) 称 为 矩阵 Bezfa, 下 的 Barnett 分 解 . 
现在 推导 Bamett 分 解 的 另 :表示 形式 . 依 Cayley-Hamilton 定 
理 1,6.9, 


a(C_ )=0, 
因此 
pC,)=b(C,)- alc,)= FBC” 
Un i=] 
其 中 
> b 
b,=b ——a,, i=1,,n 
Wo 
定义 
~ ~ TT 
7=(B,.b) 
因为 
erCy =(e'C, Cl! = eC =el,, 
j=L-…,n-1, (8.29) 
得 b(C, ) 的 第 1 行为 


elb(C. )= ha = Dber =(B. hb)=7; 
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由 此 及 (8.29),8fC ) 的 第 2 至 行为 
eb(C,)=@ CC’ b(C,)=eb(C, IC = C0, 


了 一 二 
全 此 
pn 
bp(C, ) 一 7 C 
jC 
这 样 ,连同 (8.28), 得 分 解 式 
J 
Bez(a,68)=S(a) 1 C . 《8.30) 
Cm 


6.8.9 定理 ” 设 a{ 直 ) 和 (4) 是 形 如 (8.9) 的 多 项 式 .a(4) 和 Bb(4) 没 有 
共同 零点 的 充分 必要 条 件 是 相伴 的 Bez(a,b5) 为 非 奇 异 扼 阵 . 
证 根据 (8.28), 
Bez(a,b)= S(a jp(C, )}. 

由 于 detS{a)= a 关 0, 从 而 ,det(Bez(a,b)) 埃 0 的 充分 必要 条 件 
是 detp(C,)z0. 关 为 a(4) 是 友和 矩阵 C, 的 特征 多 项 式 ,此 零点 
4 妈 忆 ,的 特征 值 ,而 B(C,) 的 特征 值 是 5(4,》…,5(4,), 国 
此 


Bezla,) 非 奇异 
< detalC )z0 © b(1)#0,i=L,n 
< a(4) 和 本 4) 没有 卡 同 零点 . 口 
这 个 定理 表明 了 Bez(a,65) 是 相伴 多 项 式 a(4) 和 (4) 的 结 式 
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Es 


矩阵 ， 
6.8.10 定义 ” 设 多 项 式 


a(4)= oa z0; bl(4)= Yb Mr zx0, 
i=0 1=0 


而 且 n > m,n 二 nn)x (m+n) 答 阵 


Co ol 0 
0 
do a ”人 
R{ab)=ib, bb I- b, 0 (8.31) 
bb eb, 


称 为 相伴 多 项 式 q(4) 和 5(4) 的 Sylvester 矩阵 . 

下 述 定理 表明 Sylvester 矩阵 R(a,5b) 是 相伴 名 项 式 a(4) 和 
5(4) 的 结 式 矩阵 . 
6.8.11 定理 设 多 项 式 


a(4)= > Xi,a, #0; bl4)= Sot, b, zo0, 
‘= 
而 且 n 之 1m. oa 和 b(4) 没 有 共同 零点 的 充分 必要 条 件 是 相伴 的 
R(a,5b) 为 非 奇异 矩阵 . 
证 视 b() 为 多 项 式 


fo 二 二 -1 =0; mk = 内 :二 0 
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考虑 2n x 2 矩阵 


R(a,g)= yq 机 1 .32 
[uy 1 n 0 
0 do 1 4 


一 方面 ,利用 6.8.5 中 的 记号 ,可 将 R(q,9) 写 
Sla)jE ES(é) 
Rg)= [ss es 
应 用 (8.21 和 {8.27), 推 出 
| I 0 a 0)= "ee ES(a) | 
—_S(g)E Se 区 ~ 0 Bez(a,qg)E | 
由 此 ,及 S(a) 非 奇异 ,得 知 R{(a,9) 非 奇 异 的 充分 必要 条 件 是 


Bez(a,q) 非 奇异 . 
习 一 方面 (8.32) 又 有 分 块 形式 


fo | dm a, 0 
. dt A A, 
| 0 0 
» ; 
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T 本 T ， 
0 Rab)l 0 
由 此 ,及 au 冯 0, 得 知 R(a,5) 非 奇异 当 且 仅 当 R(a,q) 非 奇异 . 


最 后 ,综合 以 上 两 个 方面 ,并 利用 6.8.9, 得 
R(a,5) 非 奇异 <> Re,9) 非 彰 异 人心 Bez{q,9q) 非 奇异 


Go 


6.9 Hurwitz 篆 隆 和 Schur-Cohn 短 阵 


6.9.1 定义 ” 设 多 项 式 
a(1)= Vat’, a #0, 
站 


用 i (a),i_(a) 和 {4) 分 别 表 示 a(4) 按 重 数 计 的 具有 正 实 部 , 负 实 
部 和 零 实 部 的 零点 的 个 数 ， 


i (a)+ EL (a) 十 i(a) 三 形 ， 


二 元 组 
i(a)=(i, (a)i(a}iola)) (9.1) 
称 为 a(4) 关 于 虚 轴 的 惯性 . 
特别 , 当 


i,(a)=io(a)=0 
时 , 即 a(4) 的 所 有 零点 具有 负 实 部 , 称 af 1) 为 关于 虚 轴 的 稳定 多 项 
式 


”相对 地 ,三 元 组 
i(a)= (a) i (ai a), (9.2) 
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其 中 已 (四 ,之 (@J 和 总 (@) 分 别 表示 af4) 按 重 数 计 的 位 于 开 上 半 平 
面 ,于 下 半 平 面 和 实 轴 的 零点 的 个 数 ,zaj 称 为 a(4) 关 于 实 轴 的 惯 
性 . 

显然 , 若 (4)= a( 一 议 ), 则 


i(a)=i(a). (9.3) 
当 a(4) 是 实 系数 多 项 式 时 ,其 复 零点 共 轮 成 对 出 现 ,因此 

i (a)=i'(a). (9.4) 
在 稳定 性 问题 中 ,稳定 多 项 式 的 讨论 非常 重要 .一 种 途径 是 


通过 构造 相伴 多 项 式 的 拭 阵 ,建立 检测 多 项 式 所 有 零点 位 于 开 左 
半 复 平面 的 充分 必 此 条件 .在 实际 应 用 中 ,通常 只 须 考 虑 实 系数 多 
项 式 . 


6.9.2 定义 ” 设 多 项 式 a(4)= ya as 天 0;AX 甩 条 阵 


[a dy Ad, i dn 3 Qn 
do fH dy 0 Hn Hn-? 
0 a CC a 
1 了 2n-5 2 一 3 
H= 0 ， {9.5) 
Uy A i fg H+ 
L090 0 0 12 4 a, 


其 中 a =0,Yi> nn, 太 称 为 相伴 多 项 式 a(4) 的 Hurwitz 矩阵 . 

如 果 将 形 如 (9.5) 的 Hurwitz 和 矩阵 豆 中 的 行 重 新 排列 , 先 第 
1.3,5… 行 ,后 第 2.4,6,… 行 ,那么 , 当 严 = 2 时 ,百人 便 成 为 相伴 多 项 
式 


nh -1 
国术 tad + Hn 
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和 

GM +t aA 二 
的 Sylvester 结 式 和 矩阵 ;当天 = 2m 十 1 时 ,成 为 相伴 多 项 式 

mA + ad + ym 
和 

Ad FA t+ Gn 
的 Sylvester 结 式 矩阵 . 
6.9.3 Routh-Hurwitz 定理 设 e(4) 是 闫 次 实 系数 多 项 式 , 首 项 系数 
au 关 0 ,相伴 al 人 ) 的 Hurwitz 矩阵 的 前 主子 式 序列 

4.4 ,4 

全 不 为 零 则 二 如 没有 纯 虚 数 零 点 ,而 且 


归 


4 4 
i « =V ,4 ,— 9 了 
( ) | " 4 A 
4 
-nv | 3 9 | 
" 1 A 
4 
=P| 和 ,4 到 ,一 
[< 17 ' 4， 3? 
其 中 记号 
vs 
和 
P(s0,s,,°,s,) 


分 别 表示 实数 序列 5,,9 ,…,9 中 正 负 号 交 蔡 和 不 变 的 次 数 . 


这 是 一 个 著名 的 稳定 性 定理 .证 明 可 以 参见 [LT1985] 的 13.9 的 
定理 1. 
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6.9.4 推论 设 a(4) 是 首 项 系数 mu > 0 的 次 实 系数 多 项 式 ,a(44) 


稳定 的 充分 必要 条 件 是 
A1>0,4,>0,.%,4,>0. 


证 应 用 6.9.3. 
a{4) 稳 定 , 即 并 (a)= nn, 必 有 


4 
ve 1 和 je 
4) 4 
这 就 是 说 ， 
4, 4 
ns A 人 
4 ”4 


全 为 同 号 数 .从 而 ,由 a, >0 推 出 (9. 全 成立 . 
反之 (9 可 及 a >0 蕴 洱 (9.7). 因 此 ,i (4a)=#. 
6.9$ 定义 ” 设 多 项 式 


2n x 2 和 矩阵 
- 
S 3 
其 中 
tn A | Gr 
3 = 8 = 0 - 
“, 如 1 人 3 
0 dn a 


5S 称 为 相伴 多 项 式 a(4) 的 Schur-Cohn 矩阵 . 
向 n= 的 Schur-Cohn 矩阵 形 如 


(9.6) 


(9.7) 


(9.8) 


(9.9) 
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dn Hl HW HU; A 
| do HH A (0 24 os 
| co a G4 A a, 


和 ao a a {9.10) 


4 a 

0 Qo 4， 2 

dU dG QO a a 

a 4 a 3 u 2 Hl to 


注意 ,如 果 在 (9.8) 中 ,将 后 #4 列 按 相 反 顺 序 排列 ,然后 将 后 行 按 
相反 顺序 排列 ,那么 所 得 矩阵 可 以 写成 
民 | 
， (9.11) 
ES, ES'E 
这 是 相伴 多 项 式 a(4) 及 其 倒 换 多 项 式 (reverse polynomial) 


ta 3)- Dee" 


1 

的 Syivester 结 式 和 矩阵 ， ， 

- 般 , 什 何 天 xi 邱 阵 3 ,如 (9.10) 中 每 一 虚线 方 框 围 成 的 主子 岳 
阵 称 为 矩阵 5 的 内 短 阵 (inner matrix). 
6.9.6 Schur-Cohn 定理 设 a(4) 是 首 项 系数 ma 关 0 的 闫 次 实 系数 
多 项 式 ,al4) 稳 定 的 充分 必要 条 件 是 其 Schur-Cohn 算 阵 的 所 有 
内 矩阵 的 行列 式 大 于 零 . 

证 明 从 略 . 
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7 “特殊 积 矩 阵 和 广义 道 矩阵 


7.1 Kronecker 积 


7.1.1 定义 设 4=[ay]eC”,B-[by]eC”. 用 表示 4 的 每 个 
元 素 @, 和 巨 数 乘 而 成 的 mp x ng 矩阵 ,其 块 形式 如 下 : 


anB aB B anB 
aB aB :+ a,.B 

A@B=|) ” |， (1.1) 
damnB amB … dmB 


有 4 凶 了 B 称 为 4 和 B 的 Kronecker 积 ,也 称 为 直 积 或 张 量 积 . 
注意 .- 般 
A®BrrBOA, 
即 扰 阵 的 Kronecker 彝 法 个 具 交 换 健 . 
设 x= ( ) ,p= (Vy, ) Ef 克 ” .根据 Kronecker 积 
的 定义 ， 


Xp Xb yy, Xiy 
IT TP Xp i Xs = Ty =x®@y (1.2) 
XP Tz “ Xa A 


通常 称 xy" 为 向 量 x 与 了 的 外 积 . 
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7.1.2 定义 设 4eC”"* .4 的 第 上 次 Kronecker 蹇 42 说 推 地 定 
义 为 
Al=A; A = ABAMY, 一 23… (1.3) 
7.1.3 定理 ”Kronecker 积 有 如 下 基本 性 质 : 
(1) (4)® B= 4A®(aB), 
vaeC,AceC”™”,BeC™. 
0Q2) (4®BI = A ®2B’, 
vAeC™,BeCm. 
G) (4@BIBC=4@(@C)， 
vAeC™, BeC™,CeC™. 
(4) (4+B)@C= ABC+BOC, 
VABeC”™”,CeCm™. 
(5) AB(B+C)= A®B+A®C, 
. V4EC ,BC eC”, 
(6) 车 4,B8 eC*” 是 自 伴 矩 阵 , 则 4 岛 吕 也 是 自 伴 矩阵 , 
(7) 4 名 B=0 的 充分 必要 条 件 是 4=0 或 B=0. 
证 明 留 作 练 习 ， 
7.1.4 定义 ”矩阵 4= [4,1eC”" 的 相伴 向 量 
vecA eC™, 
定义 为 4 的 元 素 按 列 的 顺序 排列 而 成 的 向 量 : 
VecA = (Ge 
{1.4) 


容易 证 明 { 留 作 练 习 ): 
(1) 成 并 
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trAB = (vec4) vecB, vAeC™, BeC”™”. (1.5) 
(2) 定义 
(B,A=uA'B, vA,BeC™, (1.6) 
则 《4e) 是 C”” 上 的 一 个 内 积 . 
7.1.$ 引 理 成 六 
(4® BIC®D)= AC® BD, 
vAeC™, 有 EC Cs DEC (人 
证 设 4=[as],C=[ecw], 划 有 块 形式 


A@B=[a,B8], C8®D=[e,D]. 
于 是 (4 加 吾 IC 因 万 ) 的 所 旋 - 块 是 


{(4® BIC®D) , => a BesD = bbD Cy Jj? ， 
看 = 


这 是 AC 的 他 门 -元 素 与 BD 的 数 乘 , 依 7.1.4 亦 即 4C 令 BD 的 

{i, 门 - 块 . 口 
这 是 通常 矩阵 乘积 与 Kronecker 乘积 的 混合 积 的 -个 基本 性 

质 . 

7.1.6 推论 设 4eC” 和 BeC”” 均 为 非 奇异 算 阵 . 则 A4 久 8 也 

是 非 奇异 矩阵 ,而 且 


(4®8B) =A"®B. (1.8) 
证 依 “7.1.5， 
(4® B)(A4* ®B"')= 44 ® BB" 
=1,®1, =1,. 口 


7.17 定理 设 4eC” 和 BeC”™”, 则 
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(1) 如 果 4e4t4) 且 x ef 是 相应 的 4 的 特征 向量 ， 
HEA(B) 昌 yeC” 是 相应 的 B 的 特征 向 量 , 则 
Aue A(A®B). 
并 且 xX 久 yeCw 是 相应 的 4@ 了 8 的 特征 向 量 . 
{2) 4 留 BB 的 每 个 特征 值 可 表示 为 4 与 B 的 特征 值 的 葬 积 .也 
了 加 吓 说 ,如 果 
UA)= {hd}, 有 = 人 


那么 
A(ABB)={40 i= ,mj Lm}. 19) 
这 里 特征 值 均 接 代数 重 数 计 . 
(3) 成 立 
A(A4® B)= A(B ® A). (1.10) 
证 根据 假设 
AxX=AxX, By= Hy, x¥0, yz<0. 
利用 式 (1.7), 有 


(4@ B(x®y)= Ax®By= y= tx By). 
定理 前 一 结论 得 证 .下 面 证 明 余下 的 结论 

Schur 上 三 角 标 准 形 定理 5.3.3 保证 存在 西 算 阵 eCQ” 和 
VeC™" ,使 得 


UAU=T, 
和 

"BV =T,, 
其 中 了 和 人 是 上 三 角质 阵 .由 此 并 利用 (1.7), 得 

(UV @r)(48 BU BP)= UAU)B VBr)=T, 87,, 

表明 4@B 相似 于 T @T,; 品 然 ,7, @@ 了 7 仍 是 上 二 有 角 和 矩阵 . 央 
此 ,4, 召 和 4@ 有 的 特征 值 分 别 让 好 是 T ,7Ty 和 TT 人 @T 的 主 对 
天 而 入 7 的 二 对 朋 元 素 由 了 的 主 对 角 元 素 和 人 的 主 区 
角 苑 素 的 mn 个 两 两 之 积 组 成 . 
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7.1.8 推论 和 衣 4EC 和 利 及 EC ”是 正定 ( 半 正 定 ) 和 矩阵 . 则 
4 办 召 也 是 正定 ( 半 正 冠 ) 矩 阵 . 

证 上册 假设 ,4 和 吾 是 日 们 的, 依 7.1.3 的 (6). 4 四 吕 也 是 白 件 的 ; 
再 依 7.1.7, 如 果 4 和 如 的 特征 值 全 为 正 的 ,那么 4 例如 的 特征 值 也 
全 为 正 的 ,而 特 入 值 全 为 正 的 特 伴 年 阵 是 正定 朱 阵 . 

关于 半 正 定 的 结论 的 推 证 是 类 和 似 的 . 口 


7.19 定理 设 A4AeC”” 和 BeC” ”有 奇异 值 分 和 解 ([ 见 5.4.5) 
4 = ZH 


和 
B-U:SV,, 

其 中 

U eC™™ ,Ve™,U, eC ™ ,VM, eC 
古本 矩阵 ,而 且 
[2Z, 0 5 
=| > ee, 2 =diag{ 6 ,6, )， 
10 0 
,> 0 是 4 的 非 零 奇异 值 ,和 
2, = sc 二 =diag( 5, ,7 5, ), 
… 之 6,，> 0 蚌 恕 的 非 零 奇异 值 . 则 


Iv 
lv 


9 
Iv 


A®B=(U BU,) [TE BEL, Nr Br ). 
而 且 , 4 久 B 的 韭 零 奇异 值 是 rn 个 正 数 ( 按 代数 重 数 叶 ): 
O60,, t=1,: ; j=l, 
有 4 加 是 的 零 奇 异 值 的 重 数 为 hin ng}—rr,. 
特别 , 4 名 B 和 8B 贪 4 有 相同 的 奇异 值 ,而 是 
rank(A®B)=rank(B® A)=+rn,. 
证 从 混合 积 性 质 7.1.5 直接 排出 .详细 推 证 留 作 练习 . 口 


- 431。 


7.110 引 理 设 AeC”,BeC” ”和 CeC” 是 给 定 的 ,而 
在 EC” 是 未 知 的 . 则 矩阵 方程 
AXB =C 
等 价 于 含 zip 个 未 知 数 的 具有 六 9 个 方程 的 方程 组 
(有 @4]jvecX =vecC, 


亦 即 
vec{ AXB} = (B' 名 4)jvecX . 
证 ”对 于 任 一 第 阵 台 ,用 台 表示 其 第 万 列 . 设 如 = [B51 .因为 


(AXB), = A(XB), = AXB, = bx 


=(bAb db A)veck = (Bi ® A)veck, 
所 以 
B®A 
vec( AXB} = ; |vecX ={B" ® 4jvecX ， 口 
B®@4 
通常 ,对 于 许多 线性 和 矩阵 变换 和 线性 矩阵 方程 ,Kronecker 积 可 
给 它们 以 方便 的 表示 .该 引 理 是 很 关键 的 . 
7.1.11 推 论 设 4,B,C,4,…,4,,B,…,B,X,Y eC”™”. 
(1) AX= Be (I® AvecY = vecB. 
Q) AX+XB=C (1® 4A}+(B' 7))vec =vecC. 
G) AXB, +:.+ A XB, =C 
(B®A+.+B A )vecY =vecC. 
(人 AY+YB=-C 
(IT@A)vec¥ +(B' ®I)vecY = vecC. 
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AT 


i 


让 骨 贸 作 练 习 . 


7.1.12 引 理 设 T:C” 一 CC” 是 线性 变换 . 则 存在 瞧 一 的 矩阵 
天 (站 EC ,使 得 
vecT(T)= K(ThWec¥, VX EC 
证 因为 站 一 vecg 的 映射 vec:C™”” 一 CW 是 同 构 此 
冉 ,T( 正 ) 二 vecT(X) 的 映射 Yec :CY 下 也 是 同 构 映射 ,所 
以 线性 映射 工 ;:C* CY 等 价 丁 映射 
TC SC™, T{vecX ) 三 vecT(X),vX cD 
市 月 全 也 起 线性 的 ,于 是 , 依 1.4.1, 即 得 定理 的 结论 . 口 
7.1.13 定义 ”线性 映射 了:C”™ 斑 C” 称 为 求 导 映 射 ,如 果 满 中 
T(XY)=T(X)Y + XT(Y), VX,Y eC™, (1.1)) 
7.1.14 定理 设 了 :CC 一 人 ”是 线性 映射 .了 为 求 导 映射 的 充分 
必 坚 条 件 是 仓 什 Ce 候 , 使 入 
T(X)=CX - XC, YX eC™. (1.12) 
证 充分 性 ,由 (1.12) 有 
T(XY)= CXY — XYC 
= CXY — XCY + XCY ~- XYC 
=(CX — XC + X(CY — FC) 
=T(X)Y + XT(Y), VX,Y eC™. 
必要 性 ,(1.1D 等 价 丁 
vecT(XY)= vec(T(X)Y)+ vec( XT(Y)), 
VX,Y eC™, (1.13) 
依 7.4.412, 存 在 唯 -的 天 (T)eC”” ,使 得 
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vecT(X)=K(Thec¥, VX EC ， 
青 注 意 到 


vec(AB)= {1 ® AjecB, vABeC™, (114) 
于 是 有 
vecT(XY)= K(T jvec(XY)= K(TN ®@ XjvecY, 
vec(T(X)7)= (1 ®T(X ecY, 
vec(XT(Y)}= (I® XecT(7)= (1 ®@ XK(T ecr. 
(1.13) 可 以 改写 成 
K{(TNI @ XWecr = (1@T(X ec + (I ® XK(Thecr, 


YX,Y EC ， 
由 此 排出 
KTNU®@I)- COXYKT)= /TY), 
vY eC””. (1.15) 
将 六 (7) 殷 成 分 块 形式 


K{(T)=[K,]; K, eC™”, ,j= 
(1.15) 等 价 于 
T(X)= K,X ~ XK,, i =1,…,h, 
开光 一 MK =0, Li-bun, iz), 
VX eC (1.16) 
特别 
T(X)= KX -XK,, VE EC™. 
这 就 是 入 十 本 的 形 如 (1.12) 的 表示 . 口 
7.1.15 定理 对 本 任意 给 定 的 正 整 数 交 和 天 ,存在 唯 -的 矩阵 
Plm, na) em ,使 得 
vec =P(mn)veci, VX EC (1.17) 
如 此 第 阵 P(mm,n) 仪 依赖 于 维 数 加 和 ,具体 地 
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有 By, BB, 


Im 

LL FE, FE a EI 
Plmn)= > > EOE " 2 18) 

pr i 

BE E,, E,, 


其 中 每 个 Ej; eCQ”” 企 (i, 门 位 置 的 元 素 为 1, 其 余 元 素 为 0. 而 日 
P(m,n) 是 置换 矩阵 , 峙 有 
P(m,n)=P(n,m) =P(nm). (1.19) 
证 对 十 任意 的 半 =[%y]eC” ,有 
Ey XE =x%Ey, i=l,m,j=l,n. 


3 


Xx 一 D3,E! 一 > > er xr 
1=1 三 1 i=1 7=1 
再 利用 7.1.10, 得 | | 


wor -Dvec(EI XE)) -$B, Fr) veer 


i=1 j=] i=] jj=1 
(1.17) 和 (1.18) 得 证 . 


(2 =X, X' eC”™, 
有 
vec¥ =P(n,m)vec¥! = P{n,m}P(m,n)}vecy, 
所 以 
Plm,n)= Pln,m). 
另 -- 方 面 ,用 局 表示 Ce 中信 方位 置 的 元 素 为 1 ,其余 元 素 为 
0 的 矩阵 ,注意 到 


E. = (2;) 三 E, 


中 
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有 
Paam)=》 VE @E =》 VET®E, 
pr 气 气 
-eaJ -pt 
(1.19) 得 证 . 
最 后 , 因 P(m,n) 的 元 案 为 0 或 1, 而 且 P(m,n) = Plm,n) ， 
故 必 是 置换 第 阵 . 口 


7.1.16 推论 设 玉 ip 是 正 整 数 ,P(p,m)jeC”m” 和 
P(n,q)eC"”% 农 示 由 (1.18) 定 义 的 置换 逢 阵 . 则 
B®A=P(m,p) (48B)P(n,g), 
vAeC”™,BeC™. (1.20) 
这 就 是 说 , 互 @@ 4 总 是 置换 等 价 十 4®@ B. 
当 m=n 和 p=g 时 , 
B®A=P(n,p) (4®B)P(n,p), 
YAeC™,BeC™r. 
也 就 是 说 , 治 4 和 8B 都 是 方 阵 时 ,B 多 4 总 是 置换 相似 于 4@B, 而 
量 置 换 相 似 性 仅 恢 束 维 数 n 和 pp. 
更 一 般 地 , 设 4,…, 4, eC” ,B,,…,B8, eC”*, 则 
BEA ++B, SA, 
= Plm,p) (4 ® B+.%+ A: ® B, )Pln.9). 012) 
证 考虑 线性 蜡 射 
TIC SIC™, T(Y)= AXB' ,YX eC™, 
则 T(X) =BXTA4'. 依 7.1.10,VX EC ,有 
vecT(X)=vec(AXB')=(B® A)vecx {1.22) 


和 
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vecT (XY = vec( BX A™ )= (A®B)vecX' . (1.23) 
利用 7.1.15, 有 
vecT(X) =P(m,p)vecT(X), vecX' =P{n,g)vecxX. 
(1.23) 可 写成 
Pl(m,pjvecT(X)= {4® B)P(n, qjvecx ， 
等 价 于 
vecT(X)= Plm, py (4 ®@ B)P(n, ghecX 
比较 此 式 与 (1.22), 即 得 (].20). 口 
T.1.47 定义 设 4EC7 ,BeC” ,mnxmn 和 矩阵 
(四 HB@7 (1.24) 


称 为 并 与 8 的 Kronecker 和 . 
这 一 概念 基于 形 如 (1.24) 的 年 阵 自 然 地 出 现在 矩阵 方程 的 
Kronecker 积 的 表示 形式 中 .为 了 给 出 具体 的 说 明 , 考 虚 短 阵 方 程 
AXY+XB=C, {1.23) 


其 中 
4ELE BeQC™ CE 
此 方程 包 插 若 十 重要 的 特殊 情形 :诸如 Lyapunoy 方程 
XA4+AX=C, ACXeC”™. (1.26) 
交换 性 方程 
AX= NI, ANXeC™. (1.27) 
方程 (1.25) 的 Kronecker 积 的 表示 形式 为 
(0, ® A)+(B’ BL, ecX =vecC, (128) 
其 系数 知 阵 就 是 4 与 如 ?的 Kronecker 和 . 
7.1.18 定理 设 4eC”™”,B8eC”". 则 
(1) 7 四 4 与 召 加 于 可 交换 . 
(2) 如 果 4eA(4) ExzeCc" 是 相应 的 寺 的 特征 向 量 , 而 
HEeAB) 是 yeC”" 起 相应 的 B8 的 特 和 外 向 其, 那么 4+j4 是 
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Kronecker 和 (1, @ 4)+ (8 @ 了) 的 特征 值 ,并 且 y@xeC” 是 相 
应 的 特征 向 县， 
(3) Kronecker 种 的 秤 个 特征 值 可 以 表示 为 扫 与 吾 的 特征 值 的 
和 .也 就 是 说 ,如 时 
UA)= {4 ,AB)= fe 4,), 
则 
A B A+(B BLT)= {4 + i= b,j = ,mm}. 
(1.29) 
这 里 三 者 均 按 代数 重 数 计 ， 
(4) 成 立 
(六 ® A)+(B BT))= UV, BB+(ABT,). 0.30 
证 利用 泥 合 积 性 质 (1.7), 有 
(1, ® AB BI )-1,B® AL, 
=B®@A=(B®I JI ® 4). 
因此 了 攻 因 4 与 如 四 也 可 交换 ， 
现在 假设 
Ax=Ax, By= Wy, XA0, yO0, 


则 有 
(7, ® A)+(B 1, Ny x) 
={1,y® Ax)+(By® 1,x) 
=(y®@ A)+t iy x) = (4+pky®x). 
表明 4 十 到 与 四 分 别 是 Kronecker 和 的 特征 值 与 相应 的 特征 向 


时 . 


Schur 上 三 角 标准 形 定理 5.3,3 保证 存在 西 矩阵 区 eC”"'3 
VV 世人 ,使 得 
LU4U = 了 ， 


与 


V°BV =T,, 
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其 中 刀 与 TT 是 上 三 角 和 矩阵 .由 此 并 利用 (1.7), 有 
(V®UYU, AV BV)= "re U4) 


7 0 
了 
=1, @7 = eC 
0  ， 
| 
和 和 
(Vr@UY(B8I NW Bu)= Br)8 (UrU) 
Hd, 于 ee 本 
=T,®1, - 各 eC™™, 
0 Hand 


区 为 上 二 有 角 和 矩阵 .内 此 
(四 避让 (人 国人 (5@T Nr BU) 
=(1, ®7,)+(7, ®1,) 
是 上 三 角 和 矩阵 . 
注意 到 VF@U eC”™ 是 昌 知 阵 ,(1, 久 T,)+ (7, @@7 ) 的 对 
角 交 素 必 是 嫩 与 吾 的 Kronecker 和 的 特征 值 , 百 表明 它们 是 克 的 每 


个 对 角 元 素 与 了 的 所 有 对 角 元 素 了 配对 之 和 . 口 
7.1.19 定理 设 4EC ,有 EC .方程 (1.25) 即 
AXY + XB=C 
对 每 个 CeC”” 有 了 唯 -- 解 著 eC”" 的 充分 必要 条 件 是 
A(AIN A B}=0. (1.31) 


证 注意 到 五 ' 与 召 有 相同 的 特征 值 ,而 且 方 程 (1.25) 的 
Kronecker 积 的 表示 形式 基 方 程 (1.28). 依 7.4.48. 即 知 (4.28) 的 系数 名 
阵 有 和 零 特征 值 的 完 分 必要 条 件 是 
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A(A}MACB)}zD. 
闪 此 ,方程 (1.2 引 对 于 而 音 , 非 奇异 ( 即 右 唯一 解 半 efQ"”) 的 充分 必 
要 条 件 是 (1.31)， 口 
7,.1.20 定理 ” 设 4eC”™" .方程 (1.26) 妈 


XA4+AX=C 
对 得 个 CC eC”" 有 唯一 解 涛 eC” 的 充分 必要 条 件 是 


A A)MA(-A)=D, (1.32) 
也 就 是 说 ,4 eX(4) 玉 水- 和 4 4(4). 
特别 ,大 4 是 正 稳定 的 , 则 方程 (1.26) 必 有 唯 … 解 革 ; 而 且 妆 CC 
为 白 伴 矩阵 时 , 才 也 是 白 伞 矩阵. 
证 依 7.1.19, 方 程 (1.26) 有 瞧 一 解 的 充分 必要 条 作 直 
A4' MA- A)=0. 
中 此 ,以 及 ZX 和 (让)=4( 作 ;而 二 外 -用 = 一 久 用 , 即 得 (1.32). 
若 4 是 正 稳定 的 , 即 其 所 有 特征 值 有 正 实 部 , 则 显然 成 妇 (1.32)， 
获 方 程 (1.26) 总 有 唯一 和 解 , 姻 外 ,注意 到 
YA+A X=C", (1.33) 
因此 , 当 4 是 正 稳 定时 ,如 果 C 是 目 伴 的 , 即 C” = C ,那么 由 解 的 礁 
一 性 知 ,01.33) 的 解 闭 "就 是 (1.26) 的 解 革 ,好 关 ”= 外 , 故 久 也 过 E 


伴 的 
基于 Kronecker 积 的 进一步 的 讨论 可 参看 [HJ1985]， 


7.2 ”Hadamard 积 


7.2.1 定义 没 4=[4y],8=[byJeC””. 用 4o。B 表 示 4 和 B 的 
对 应 元 素 相 乘 而 成 的 m xz 矩阵: 


-dd40* 


gb ah "ab 


] 上 “1 地 

tb, Gd, GD 
AoB=) 的 (2.1) 

Ab And 四 Cr 


于 o 哺 称 为 4 和 BB 的 Hadamard 积 ,也 称 为 Sehar 积 . 
不 巧 , 这 种 乘法 的 记号 e 和 映射 复合 的 记号 相 重 ,因此 ,在 容易 引 
起 误会 的 场合 使 用 时 应 加 以 中 明 . 
如 此 Hadamard 乘法 远 比 通常 外 阵 乘 法 简单 ,但 未 被 广泛 地 了 
解 . 它 出 现在 广泛 而 多 样 的 方方面面 之 中 ,诸如 周期 函数 着 积 的 三 角 
-矩阵 ,积分 方程 核 的 积 , 仿 微 分 方程 中 的 弱 极 小 大 理 , 概 府 论 中 的 特 
征 函 数 ,组 合 论 中 的 结合 方案 研究 , 算 子 理论 中 关 士 无限 矩阵 的 
Hadamard 积 等 . 
Hadamard 积 的 可 相 磁 条 件 是 只 要 两 个 矩阵 有 相同 的 行 数 和 相 
同 的 列 数 . 
显然 ,如 比 冬 法 与 通常 矩阵 乘法 不 同 , 它 是 可 变换 的 , 即 - 
AoB=BoA4. (22) 
7.22 定理 设 4B,C eCQ™". 则 成 并 
(1) Ao(B+C)= Ao B+ AoC. 
(2) Ao(BoC)=(40B)oC. 
(3) (4。 B) =A'oB'. 
(4) (4° BY =A* 608B’. 
(5) 如 有 末 4 和 召 是 目 伴 矩阵 ,那么 4 号 也 是 自 伴 年 阵 . 
(6) 刀 果 4 和 召 是 斜 自 件 年 阵 , 那 么 4e 召 是 自 伴 诈 阵 . 
(7) 如 果 44 是 自 伴 和 抢 阵 , 吾 是 兰 自 伴 和 抵 阵 ,那么 4 如 是 斜 自 伴 
矩阵 . 


这 些 基 本 性 质 可 直接 由 Hadamard 积 的 定义 推出 , 留 作 练习 . 
7.23 引 理 设 A4B eC”* 则 成 立 


A B=(48® Bha,p), (2.3) 
其 中 
a = m+2, 2m+3, + m’} 
和 
B={, nt2, 2nt3, 7 


是 指标 集 ,(4@ Ba,B) 是 4 久 B 的 由 a 指定 的 行 和 户 指 定 的 列 
所 确定 的 子 扶 阵 . 
特别 , 当 m = nn 时 ,4oB 不 4 名 B8 的 主 了 矩阵 . 
证 “检验 等 式 (2.3] 右 端 4@@ 有 的 子 矩阵 的 元 素 即 可 . 口 
这 一 引 理 表明 ,Hadamard 积 4e 刀 等 同 于 Kronecker 和 A@B 
的 “个子 矩 阵 . 
7.2.4 引 理 设 汪 有 EC" 日 设 站 EC 利 瑟 EC 是 对 角 盾 陈 . 
则 


D(A°B)E = (DAE)}o B= (DA)° (BE) 
=(AE})o(DB)= Ao(DBE). 02.4) 
这 一 引 理 表明 ,Hadamard 乘法 癌 对 角 怎 阵 作 道 常 乘法 二 可 交换 
的 .证 明 锥 作 练 习 . 
7.2.5 引 理 设 4 召 EC”” ,记号 


D, = diag(x,,…,x, ), Vx= (nx ) eC”, (2.5) 
则 
(4D,8' ) =-((4°B)x), i=L-m. (2.6) 


wd42 = 


这 里 ,等 式 左边 是 矩阵 的 第 个 对 角 元 素 , 等 式 右 边 是 向 量 的 第 i 个 
分 量 


证 如 果 4=[4,],B=fb,], 那 么 


(4D.8°). -Dorh x, ,Yo bx,=((A°B)x). 


7.2.6 引 理 设 4,B,C eC”". 则 
((4°B}C')} ={(40°C)B'), i=1,m 
这 是 三 重 混合 积 的 一 个 性 质 .证 明 留 作 练 习 . 
7.2.7 引 理 设 4BeC”™”,yeC”,xeC”. 则 
y (A°B)x=0(D;’AD,B') 
其 中 记号 万 , 和 万 , 由 (2.5) 定 义 . 
证 令 e=(4…1) eC”. 
注意 到 DD,e = 了 ,有 
py {AoB)}x=e D(A°B)x 
=e'((D;A°8)x)=t(D; 4D.87) 


(2.7) 


(2.8) 


第 - -个 等 号 依据 7.2.4: 第 . -个 等 号 利用 了 7.2.$, 用 站 ,4 替代 那里 


的 4. 
7.2.8 定 理 设 4,8eC”. 则 
rank(A° B) < (rankAXrankB) 


口 


(2.9) 


证 任何 牧 为 + 的 逢 阵 可 以 写成 + 个 牧 1 害 陡 之 和 ,其 冬 个 牧 1 


敌阵 是 两 个 同 量 的 外 积 ( 爹 见 [HJ1985]). 因 此 ,各 
rankd=F,， rankB=r,, 


则 石 


EF 


Hv. 
了 了 
=] 


4= xy’, B= 
j=1 f 
其 中 x ,wj eC", yi,v EC ,i=b,n ,j=b…, 记 .于 是 


人 oj 


i=l j=l 


这 表明 4。B 至 多 是 +, 个 秩 1 短 阵 之 和 .因此 
rank(A B)<rr, =(rankANrankB)}. 口 
7.29 Sechur 积 定理 {1) 首 4,B eC”"" 是 六 正定 矩阵 , 则 AoB 也 
是 半 正 定 卸 阵 , 
(2) 若 召 是 正定 矩阵 ,4 是 半 正 定 窍 阵 卫 没有 零 对 角 元 素 , 则 
有 4。B 十 正定 矩阵 . 
(3) 茹 4 和 马 都 是 让 定 秆 阵 , 则 4e 召 也 基 正 定 盾 阵 . 
证 人 先 证 (2), 
利用 7.2.7, 有 
x'(AoB)x=tr(D'AD,B'), VxeC”. (2.10) 
注意 ,一 个 自 伴 矩阵 和 一 个 正定 矩阵 乘积 的 惯性 相同 填 白 伴生 
阵 的 惯性 (参见 [HJ19851 的 定理 ?.6.3). 对 于 任何 关 EC”, 托 阵 
DAD 是 半 正 定 的 ;和 如果 xzD 且 4 没有 对 了 角 元 素 为 堆 , 那 么 
D*AD,. 关 0, 因 而 它 全 少 有 一 个 下 特征 值 . 浆 若 吾 是 正定 的 , 则 
8 也 是 正定 的 . 
因此 ,{ Di4D, )B7 所 有 特征 值 是 非 负 的 ,而 且 全 少 有 一 个 是 正 
的 .由 此 推出 


t(D’4D.B')>0, 
于 起 ,从 (2.1 人 0 即 知 4oB 是 正定 的 . 
现在 将 结论 (2) 应 用 十 
A=A+a,B. =B+é,e>0, 
并 令 E 一 0, 即 可 推出 (1). 


= 4 = 


最 后 , 基 寺 结论 (2) 及 如 下 事实 : 匣 A = a;] 正定 , 则 
a =e@ Ae, >0, =1 站， 
即 得 结论 (3). 口 
这 一 定理 表明 止 定 算 阵 类 和 半 正 定 矩 阵 类 牢 Hadamard 积 运算 
下 是 封闭 的 . 
一 个 定性 的 结果 .还 有 各 种 定量 的 结果 . 
7.2.10 定 更 设 4,8eC” 是 半 正 定 矩 阵 . 则 成 立 


4 (4。 B)> > (4 }, (8) (2.1 !) 


min 


和 
A (4 9 B) = Man (A (8) (2， ] 2) 


其 中 多, (四 和 让、 (4) 分 别 表 示 4 的 二 小 特征 值 和 最 大 特征 值 . 
证 依 7.23, 4o 呈 是 Kronecker 积 攻 国 吴 的 主子 矩阵 . 
因为 4 全 如 的 特征 值 正 好 是 4 和 召 的 特征 值 的 两 两 之 积 (多 
7.1.7), 其 最 小 特征 值 是 
4 (A nn (8B). 


Ms (A (B). 


而 自 伴 和 矩 阵 的 在 和 何 主 了 和 牛 阵 的 特征 值 又 必 处 在 其 最 小 特征 值 和 
最 太 特征 值 之 间 ( 上 多 [HJ1985] 的 业 卉 43.15) 因 目 成 训 (2.11) 和 和 
(2.12). 

此 定理 是 一 个 比较 弱 的 定量 估计 .例如 ,4 正定 ,8B = 4 的 信 
形 ,按照 (2.11), 有 

in (4° A ' )> 4 4 ， (47 )=4 il(d Ja ld )， 

得 到 的 是 - -个 很 差 的 下 界 ;市 恢 下 述 定理 就 可 得 到 好 得 多 的 可 用 的 
下 界 1， 
7.2.11 定理 没 A,B eCQ” 是 半 止 定 和 矩阵 . 则 成 立 


最 大 特征 值 是 


-A445 。 


fs(4eB)>Mnf4B5) (2.13) 
和 
A (A°B)> 4s(4B). (2.14) 
证 明 从 略 .可 参见 [HJ1991] 的 定理 5.3.1. 
7.2.12 定理 设 4,BeC” 是 自 伴 矩 阵 ,而 且 4=[a;] 是 半 正 定 的 . 
则 4。B 的 任何 特征 值 4,.s 有 估计 式 


din (Cs (8) < An (B)min ds 


(2.15) 
证 因 吾 -4 和.(B 这 和 本 是 半 正 定 的 , 故 4o( 互 -和 (B)i) 
也 是 半 正 定 的 . 
设 x=(%%,…,%，】 是 4oB 的 相应 特征 值 1,.; 的 单位 特征 向 
量 , 则 有 
0<x'[4e(B -4 (Bh 


一 大 (4 ° B)x 人 (B)x'(4 ° Tx 
= dB 和 A (8B). 
?= 
这 就 完成 了 下 界 的 证 明 . 

上 界 的 推导 是 类 似 的 , 留 作 练 习 . 口 
7.2.13 引 理 ” 设 8=[b]eC"” 是 可 对 角 化 矩阵 ,其 特征 值 为 
太 …… 玫 ,而且 和 非 奇 异 和 矩阵 4 eC” 使 得 

B= Adiag(%,…, 1, jd (2.16) 
溃 B 的 对 角 元 素 和 特征 值 之 间 成 立 如 下 关系 : 


x Qi S As — his (B)min Hi 


+* 才 46 


bi 1 


pb . 
上 =-(4sC47]| 2 . (2.17) 
ba 1 

证 从 (2.[ 人 直接 计算 8B 的 对 角 元 素 . 口 


当 4 是 西 第 阵 时 ,2.16) 傅 定 的 吾 是 正规 乞 阵 ,而 且 
4o( 4 = Ao4 
是 双 随 机 和 矩阵 ( 妃 4.$.1) .如果 还 有 召 的 特征 值 册 ,你 ,是 实 的 ,于 


么 是 还 是 自 伴 的 ,从 (2.17) 推 出 BB 的 对 角 元 素 优 化 于 其 特征 们 (网 
4.5.8). 


在 化 学 上 程 性 能 设计 的 一 种 途径 中 ,广泛 使 用 形 如 4o( 47') 
窍 阵 .在 那里 ,增益 第 阵 {fgain matrixY A e 民 ” 是非 奇异 的 , 它 描述 化 
学 过 程 中 输入 和 输出 之 间 的 关系 ,并 把 矩阵 4o{ 47') 称 为 相对 增 
瘟 阵 列 (relative gain array). 设 计 者 监 检验 在 设备 设计 中 确定 输入 和 
输出 日 标的 相对 增益 短 阵 . 
7.2.14 引 理 ”对 仔 -- 非 奇异 矩阵 4eC”" ,定义 
BA)=A404", BA)=A40(4), 2.18) 


则 成 立 
(1) 和 澳 { 才 的 各 行 的 和 与 各 列 的 和 均 为 上 ， 
(2) 对 任何 非 奇 异 对 角 垂 阵 D,E eC ,有 
@ (DAE)=@ (4) 
和 
P(DAE)=(DE) @(A)(D''E). 
G) 对 任何 置换 扼 阵 P,Q eC” ,有 


(P40)= PE (4)0. 
(4) 对 任何 置换 矩阵 己 EC2 ,有 
B(P)=P. 
G) 中 (4 )= 8(4). 
(GO oO(4)=(@(4)) ， 
O) a(4)=2(4"). 
证 明 留 作 练习 ， 
7.2.15 定理 没 AeC” ”是 正定 矩阵 . 则 
sn{ PAD), A (BA))=1. (2.19) 
证 (2.19) 中 :前 者 从 (2.14) 推 出 ;后 者 得 自 (2.13) 以 及 因 7?.2.14 的 
(Di1leA(s (A)). 口 
7.2.16 定理 ”对 于 任何 4,B eCQ”" ,成 立 


oi(4°B)s o,(A)o,(B), 


其 中 oq,(4) 是 4 的 最 大 奇异 值 . 
证 明 留 作 练 习 ， 


7.3 Fan 积 及 有 关 非 侍 矩 阵 的 Hadamard 积 
73.1 定 义 设 4=[a,],8=[b,]eC”" .并 设 
加 aib,, j= 1 一 1 
6 = qb,, jb 了 一 1 二 ,1 (3.1) 


记 A4*B=icy]eC"” ,并 称 其 为 4 和 如 的 Fan 积 ( 以 Fan Ky 


:和 


命 溃 ), 
Fan 积 是 Hadamard 积 的 一 种 变异 . 


7.3.2 引 理 (1) 若 4,8 e 民 是 M- 和 矩阵 , 则 AWB 也 是 M- 矩 
阵 . 


(2) 若 A4,BeC” "是 H- 算 阵 , 则 4B 也 是 H- 算 阵 ,A。o B 是 非 

因此 ,M- 和 给 阵 类 和 HH- 算 阵 类 在 Fan 积 去 下 都 是 封闭 的 . 

证 (1) A,B eZ,, 显 然 4BeZ,. 因 此 只 要 验 让 4.6.5 
上 小 人 在 一 等 价 条 件 对 4 六 召 成 立 , 便 可 断定 是 M- 邱 阵 . 选 取 4.6.5 
的 (15). 设 DD 和 二 是 止 圣 角 算 阵 , 使 得 4D 和 BE 是 行内 格 对 角 
优势 的 .注意 到 对 于 非 负 实数 ga aa 和 及 甩 ,有 来 说 ， 
如 果 


因此 , ( 4)*(B5B) 是 严格 对 角 优 势 的 ， 

冯 - 方面 ， 

(AD)# (BE)= (Ax BMDE). (G3.2) 

这 表明 对 于 4 六 B 存 在 正 对 角 算 阵 DE ,使 得 (4wBDE) 是 注 格 
对 角 优势 的 . 

再 一 次 依据 4.6.5 的 (15), 4 二 号 是 M- 算 阵 . 

QQ) 依 4.7.2,4 各 的 比较 卸 阵 oY(A) 和 oY(B) 是 M- 知 阵 . 根 
据 (1), 


oA (AwB)= of(A} x of(B) (3.3) 
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也 是 M- 秆 阵 .因此 4 广 B 是 H- 和 矩阵 . 

现在 考虑 4oB. 恢 4.6.5 的 (15), 存 在 正 对 角 和 矩阵 下 ,使 得 
H(A w BJ)F 是 行 严 格 对 角 优 势 的 .显然 ,这 个 下 同样 使 得 
(4。B)F 是 行 严 格 对 角 优 势 的 .于 是 , 依 2.2.3, (4oB)F， 并 国 此 
AsB 都 是 非 奇 异 的 . 
7.33 引 理 设 4BeR”,A4>0,8>0, 则 

(1) 4 五 >0, 也 就 是 说 , 非 负 惩 阵 类 在 Hadamard 积 下 是 封闭 


的 ， 
C) plA4°B)< p(A)p(B). 
证 ” (1) 显然 . 
现在 证 明 (2). 利 用 Kronecker 积怨 , 依 7.1.7， 


p(A4® 8)= pld)p(B)， 


因为 40B>0, 日 依 7.2.3,4oB 起 4 久 B 的 主子 第 阵 , 因 此 从 4.1.4 
可 以 推出 


P(A4°0B)< pA(4® 8B)= p(A)p(B). 品 
7.3.4 推 论 没 A4,B se 尺 “是 M- 知 阵 , 则 
A!'oB!'>(A4wB),, (3.4) 
并 因此 
(AxwB)> (AN(B), (3.5) 
这 里 {4) 是 Z- 答 阵 4 的 最 小 特征 值 ( 见 4.6.25). 
证 令 
R=(I- A)- A4,S=1-(7°4)'4 
故 有 
A=(Io A)-R=(I°e AMI -8S). 
注意 到 


=[s;]>0, $11 = 8 =*** = 一 站 
从 而 
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{1o4) A=I—-SeZ,. 
依 4.6.5 的 (1 4 对 十 4, 存在 Xe 民 ”,X>0, 使 得 Ax > 0; 容易 看 


这 个 x 同样 使 
((1°4)" 4)x>0, 


于 是 (Te 4 六 4= 了 -8 是 M- 矩 阵 , 并 因此 依 4.6.2， 


pS)<1. 
同样 ,对 于 了 B, 有 表示 式 
B=(1°o BX1—7), 
其 中 
=[t,]>20, t= =.=t,, =0. 
而 且 
p(T)<1, 
这 样 ， 
AwB={I°o ALI BMI -SeT). 
并 有 
plSoT)< plS)p(T)<1, 
因此 
(4xB)'=(I-SoT) (lo B) (Te A 
-or ao 人 
(Es 小 (Er 人 oB) (ro A) 
=[G 5) 0 -7 KB (eA) 
=[(7o AX1 ~ SY ol(7» BX7 — 二 
= A'oB. 
最 后 ,由 4.1.4 及 7.3.3， 


pCA#B)') < p(4" 5B87)s pl4" jpB2)， 


条 


*。 451 。 


所 以 
H(AxB)= pl Ax BY)! 
> pl p(B) = 4(4)(B). 口 

7.3.5 定理 设 4,Be 民 ”是 M- 抢 阵 , 则 A4。B" 1 也 是 MM- 化 阵 . 

证 ”个 矩阵 是 或 不 是 M- 算 阵 不 会 因 访 乘 、 活 乘 、 或 同时 厅 
乘 与 右 乘 以 止 对 角 和 矩阵 而 改变 .由 于 4eZ 并 县 有 正 对 角 元 素 ,而 
且 B- 1! >0, 因 此 4oe 如 LEZ 并 具有 应对 角 元 素 . 

将 4.6.5 的 (15) 应 用 于 4 和 号 - ,存在 正 对 角 玫 阵 五 和 五 ,使 得 
有 #4= 4D 行 严格 对 角 优 势 , 肠 = EB 列 严格 对 角 优 势 ( 即 B'E 行 严 


格 对 角 优 势 ). 因 而 , 依 2.2.6, B87 必 是 行 元 素 内 格 对 角 优 势 的 .从 直接 
计算 看 , 行 严格 对 角 优 势 算 阵 和 行 元 素 严格 对 角 优 势 矩 阵 的 


Hadamard 积 4。 号 -1 必 是 行 严格 对 角 优 势 的 .于 是 ,4o 巨 -从 而 
4B 1 部 是 M- 矩 阵 . 口 
7.3.6 引 理 设 4=tay]jeR”™,4>0,cg>1, 则 
pojsp(4)*， G.6) 
这 里 44) = [ez ] 是 Hadamard 天 ( 兄 9.4.1). 
证 半 A44 十 不 可 约 的 情形 加 以 证 明 就 是 驶 了 .此 时 , 依 4.2.4, 存 
在 正 特 征 向 量 x=(%…,%)】 ,使 得 Ax = p(A)x. 取 正 对 角 矩 阵 
= diag(x4,…,x,), 则 和 矩阵 D4D 的 每 行 之 和 都 等 于 p( 人 .内 


为 
ofo4pj ofoo 4oDo 玉 p(4"), 


而 且 所 考 嵌 的 不 等 式 (3.6) 对 4 是 1 次 齐 次 的 : 即 车 GB 司 成 闻 , 则 满足 
条 件 


tepUoj= pl14)™)s plr4y = 和 pl， 
Vk eR,k>0, 
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所 以 ,不 失 一 般 性 ,可 以 假定 4 是 行 随机 和 窍 阵 .十 是 
A < A, Yazl, 

并 且 依 4.5.2, po(4)=1, 从 而 

p(4")s p(4)=1= pl4y 口 
7.3.7 引 理 。” 设 4=[4y],8=[b,]eRR”,A4>0,8>0, 市 且 
a eR,0<a<1,N 

pl4A® Bo) p(4Y p(B)}™. GT 

证 当 Pf4j=0 或 pflB)=0 或 =0 或 w= 1 时 ,G.7) 显 然 成 

立 , 再 者 ,只 须 借 助 标准 的 连续 性 论 让 ,可 以 假定 4 和 召 是 不 可 约 的 ， 
而 且 如 同 在 7.3.6 的 证 明 , 还 可 假定 它们 都 是 行 随机 矩阵 .于 
是 , Pp(4)= p(B8)=1. 利 用 Hilder 不 等 式 ( 见 1.8.9)， 


a 1 
Yarby” ‘(So 2 =]121 2 =] 二 1. 六， 
/=l =! i=! 


由 此 ， 


p(4A® BL)<|4®o Be™ 


gs1=p(4) p(B8)™. 口 
7.3.8 定理 设 4 eR™ ,A 20,7i=l…,k;Q ,0 二 0; 而 匡 
C 十 十 必 之 1, 则 


p(4®) QD A )< old 六 plA, ) (3.8) 
当 本 不 可 约 而 县 四 十 十 区 = 工时 ,(3.8) 成 站 等 号 的 砚 
分 必要 条 件 是 存在 正 对 角 托 阵 万 e 民 和正 数 y ,i 二 2,.…,， 
使 得 


»,A, =D AD,, i=2,..,k. (3.9) 
证 ”利用 数学 归纳 法 .因为 有 7.3.6, 开 = 工时 (3.8) 已 经 成 立 ;而 用 ， 
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如 果 灵 三 + + > 1 那么 


pdf Dro A )< 放生 0 4 


其 中 


所 以 可 以 只 考虑 以 十 … 十 & = 1 的 情形 . 
现在 ,可 以 假定 w, <1; 并 且 按 照 当 纳 法 ,假定 不 等 式 (3.8) 对 于 
太一 1 个 4 之 0 时 成 立 .定义 如 之 0 为 
Be = 加] QO A 1), 
并 令 
局 =a, /1 -a), 7=L… 上 1， 
于 是 ,局 +… 二 所 =1 ,而 且 
B= .44 op 4 
pet) ola) 
< p(B) ™ plAi)™ 
<[p(4) ph 和 ed 
= pA .pA ), 
其 中 第 一 个 不 等 号 依据 7.3.7, 第 二 个 不 等 号 基于 归纳 法 假设 , 
等 号 成 立 的 充分 必要 条 件 的 证 明 从 略 . 口 
7.3.9 推 论 设 4eR”,A>z0, 则 
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a Aa sa B10) 


证 依 7.3.8, 
Ee (jst of 全 下， 
其 右边 因 p( 丰 = P( 4) 而 可 车 以 p( 人， 口 


7.3.10 定理 设 示 ,…,4, EC 是 吾 - 箱 阵 ;C Gy 关 D. 而 上 瑟 
人 十 十 你 之 1, 则 

EL oo ACI)2 IA YA GID 
这 里 记 甘 好 4A) 的 定义 见 4.7.6. 当 4,…, 相 不 可 约 而 有 
C 十 十 Ci 二 1 时 (3.1D) 成 立 等 号 的 充分 必要 条 件 是 存在 下 对 角 
条 阵 D, e 民 ”和 正 数 y,,i = 2,…, 雍 ,使 得 


YiAl= DAND,, i=2,,k. (3.12) 
这 是 于 知 阵 对 侦 丁 7.3.8 的 结果 ,证 明 从 略 ， 
7.3.11 引 理 设 P=[p,]eRR” 是 不 可 约 的 非 负 逢 阵 ,而 且 具 有 右 
Perron 特征 向 量 > 0 和 在 Perron 特征 向 量 v' > 全 , 则 
u Py>v Pu= plP}v'u. (3.13) 
证 设 U=(yt)】,V=(W…sb,】 ,利用 加 权 算 术 - 几 何 
平均 不 等 式 ,有 


pp 
| PP fu Pv) Yr < Pyurv/ /ue' Pv) Pei 
Per Pu) Fl pv /Cv Pu) | v' Pu 


tf=] .f=1 
A > p>0 
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7.3.12 定理 设 4E 限 2 是 M- 和 矩阵 则 
erf4od jeslrer(4e4)e， (3.14) 
其 中 在 不 等 号 左边 e e 民 ", 在 不 等 号 右边 et 式 ,它们 都 是 元 素 
全 为 1 的 向 量 ;而 4 是 在 4 中 删 去 第 i 行 和 第 1 列 后 所 得 的 4 的 
(n 一 1)x(n 一 1) 主 子 算 阵 , 
证 ”不 失 一 般 性 ,假定 ;= 1. 于 是 (3.14} 等 价 于 


1 因 1 0 
e|AocA 一 J £0, (3.13) 
0 A41° 4 


_ det4 五 ， 

det 4， . 
其 中 五 ，E 了 ”是 (1 位 塞 的 元 素 为 1 其 余 元 素 为 0 的 矩阵 .从 行 
列 式 性 质 知 


这 里 eE 限 ”. 今 
| 


det B=det A st4 
det A 


det 4, =0, 
11 


故 召 是 奇异 M- 矩 阵 .通过 分 块 矩 阵 计算 可 得 
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0 4o41 | det4d 
其 中 adj8 是 8 的 转 明 伴随 从 阵 一 一 转 置 侠 于 式 算 阵 : 
adijB | 


1 
| ° 上 二 ea) 


Cl) det8 人 DadetB， 人 detB， 
| CD” deB, (CD detB，… C1) detB,, 
全 1 det B, 全 1 det B,, ,is 全 1] det B, 

召 有 蝎 条 有 用 的 性 质 : 


(1) 若 zv 关 DO 是 民 " 中 的 非 罕 痢 量 ,使 得 
Bu=0, vB=0, 
吕 w By<0. 事 实 上 ,不 大 一般 性 ,可 以 假定 如 不 可 约 , 击 日 
>D0,Y>0. 丁 是 ,8 可 表示 为 
B=al-P, P20, a=a(P), 
上 其 中 户 不 可 约 .出 此 点 Bx =0 和 v B=0, 推 小 
Pu=ou, viP=aYv), 
却 妇 和 ww 分别 是 PP 的 右 和 左 Perron 特征 问 居 .从 而 
u!Byv=au vu' Py 
<au vy—v Pu=au v-ou v=0, 
其 中 成 立 不 等 号 应 用 了 7.3.11. 
(2) Tank 下 = 天 一 |. 因此 ,注意 到 
(adjB)B = (det B) = 0， 
可 和 旬 ladjB8 是 形 如 cuv' 的 秩 1 和 矩阵 ,c > 人 是 常数 ,zz>0 蚌 aqj 如 的 
个 Perron 特征 向 量 ,而 v>0 是 adj8 的 左 Perron 特征 向 其 . 
现在 可 以 完成 定理 的 证 明 : 


T 一 ! 1 0 
e|A4o4 一 le 
0 EE 9 4 
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-一 e (BoadjB)e Te (Be 人 em: ))e 
u!' By<0. 口 
de tA 
7.3.13 定理 设 4e 民 ”起 M- 和 从 阵 则 
tr(4° 4°)=e' (4° 4)esn, G3.16) 


其 中 ee 了 "是 元 素 全 为 1 的 向 量 .等 妃 成 立 的 充分 必要 条 件 是 4 为 
对 称 和 矩阵 . 
证 逐次 应 用 (3.1 必 ,对 任何 MM 外 阵 4 eR ,人 任何 指标 集 
a = {2 bd ), li <i "<i en 
成 立 


el (4 od! )e <kt+e! (4(a) o 4(e] ) e. 
(注意 ,这 里 不 等 导 布 端 ,e e 民 ”* 旦 元 素 全 为 1 ,特别 ， 
e! (4°4 jes l+e! (4(2.…7})e A({2.…,)) )e 
<2+e! (4({3.…#}) A({3,. 1) ) e 


所 .， 


<n—-l+ie! (4({n))e A({n}) )e=n . 
由 此 并 利用 .2.9 即 得 (3.16). 
所 为 对 称 和 矩阵 显然 是 (3.16) 等 号 成 立 的 充分 条 件 , 央 为 此 时 
tr(4" A)=0(4"4)=0=n. 


必要 性 的 证 明 留 作 练习 ， 口 
7.3.14 定理 设 A eR 是 M- 算 阵 , 则 
ds A )<1, (3.17) 


这 里 4(4) 是 Z- 短 阵 4 的 最 小 特征 值 ( 见 46.25). 而 且 , 若 4 不 可 约 ， 
则 (3.17) 等 号 成 立 的 充分 必要 条 件 是 存在 正 对 角 和 矩阵 了 使 得 4D 
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为 对 称 拔 阵 . 

证 对 于 可 约 的 4, 和 阵 4 和 47 ,并 国 此 4。 4-!, 有 由 同一 指 
标 集 确定 的 不 可 约 的 组 成 部 分 .因为 4。47' ) 在 其 中 某 部 分 达到 ， 
所 以 只 须 对 不 可 约 的 有 4 证 明 不 锋 式 (3.17). 

现在 4。4” 是 不 可 约 的 , 依 7.3.5, 它 也 是 M- 拷 阵 .注意 到 

4° 4"')e A(4o47), 
必 有 4(4s 4 > 0 ;而 且 
ljplldo A) 
是 (4。 4 六 >0 的 详 半 径 . 因 此 , 4。 4 存在 相应 于 l4。47] 
的 正 的 特征 向 量 x=(%,…,%,】， 
Lt 4 小- do 4 

取 对 角 知 阵 轧 = diag(X,,…,X,). 因 = De,e=(1,-…,1) eRR”*, 
收 可 得 

|(4D)°(4D}’ |e=|D"(4o4")D|e=t(4o47)e 
由 此 ,并 依 7.2.7, 

u|(4D) (4D)" | = (4Djs(4D 六 |e=ne(4e4)， 
因为 4 是 M- 答 阵 , 依 7.3.13 有 
nl(A4o4*)=t|(4D) (4D) |sn 

所 03.17) 成 六 

7.3.13 还 区 涵 作 4。4"')=1 的 充分 必要 条 件 是 4D 为 对 称 扶 
阵 . 口 
7.3.15 定理 设 和 Be 及 是 M- 矩 阵 ,有 2 =[8] 则 

A4° B71)> A(A)min p,, (3.13) 

这 里 4(4j 是 过 证 阵 4 的 最 小 特征 值 ( 见 4.6.25). 

证 依 4.6.$ 的 (16), 存 在 正 对 角 和 矩阵 咏 , 使 得 D7 BD 是 行 对 
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角 优势 的 .再 注意 到 (D1BD) "和 8B" 两 者 的 对 角 元 素 是 相同 的 . 


这 样 ， 
(4 B87)=4(p-(4e 8")D)= (4 (DBD)) 
依 2.2.6,(D-1BD 六 是 列 对 角 优势 的 ,从 而 有 
4o(DBDi > ddiag(p Bo 


再 依 4.6.28 和 4.6.29, 得 
tl4 oB” ) > tl Adiag(B, Bi ) > A(A}min A 口 
7.3.46 推 论 设 4E 限 2 是 M 和 矩阵 ,由 


ld dj> 工 (3.19) 
n 


证 因为 4 的 对 角 元 素 吓 下 的 ,所 以 可 以 选取 正 对 角 和 矩阵 依 ， 
使 得 (D4A)” 的 每 个 对 角 元 素 者 是 1. 
因此 


npA)')=n. 


又 因为 DA 是 M- 和 矩阵 ,[D4) ”>0 且 ( 靖 4 的 每 个 特征 值 有 
止 的 实 部 ,从 而 


pl(p4)*)< uD) 
十 是 , 依 7.3.15， 
A4o 4 )= dpl4e 4 和 )= 必 pgo(D4 
>{{ Dad) = 


> 一 一 ， 
了 ) u((DA) ) nn 
7.3.17 定理 设 A,Be 民 “是 M- 和 类 阵 ,B 是 不 可 约 的 . 父 设 
,) >0 和 v=(V ,bh,) >0 

分 别 是 B71 的 右 Perron 特征 向 量 和 左 Perron 特征 向 量 .定义 


#= (Wd 


= 三 生 全 “ 


w=uov= (WwW,) ， 
则 
£(A) min{w nb 
好 (BT + 
这 里 从 A) 是 Z 矩阵 4 的 最 小 特征 值 ( 见 4.6.25). 
证 设 8"' =|B,] 令 D= diag(v,,…,v, ),E 


v'B = P(B hr = £(B} T 


l(4e5 1)> (3.20) 


v 召 = 上 3jvV ， 
推出 刁 中 是 列 对 角 优 势 M- 矩 阵 , 依 2.2.6,(DBJ 是 行 对 角 优势 矩阵 ， 


Vv 
A < Bi E ， = ln. 
| v 


再 利用 好 -mw = 4B) wu, 有 
UB) i, 一 yu < >p, J 一 上 
j= /= V, 
十 是 
min {ww} Ww Hb 


< pp, i 
dBew MB)em Ba 和 


其 中 e=(1,…,1) e 恨 ”. 由 此 ,并 利用 7.3.15， 


基于 Hadamard 和 还 有 许多 性 质 ,在 论 普 [HJ1991] 中 有 比较 详尽 
的 投 述 ,而 且 还 论 戌 有 关 的 若干 鼎 用 ， 


7.4 ” 单 侧 逆 


7.4.1 引言 ” 逆 算 阵 概 念 有 多 种 推广 ,统称 广义 道 .这 些 广义 道 保留 了 
“ 逆 " 的 者 干 重要 属性 ,不 仪 对 非 奇 异 ( 方 形 ) 和 矩阵 有 定义 ,而 且 对 奇异 
矩阵 和 长 方 阵 也 有 定义 .首先 介绍 什 阵 单 侧 可 首尾 概念. 
7.4.2 定义 ”和 矩 阵 A eC” 称 为 左 可 道 的 ,如 果 存 在 属于 忆 ”” 的 年 
阵 , 记 作 47 ,使 得 

4 4= 工 ， (4.1) 


并 称 47 为 4 的 左 道 
相仿 ,4 称 为 右 可 逆 的 ,如 果 存 在 属于 C” 的 矩阵 , 记 作 .Ai ,使 
得 
-44 = 了 (4.2) 


并 称 4% 为 4 的 右 道 . 

左 道 和 右 逆 统称 单 侧 首 

显然 ,在 更 = 下 且 4 是 非 膏 异 的 , 则 4 的 单 便道 和 通常 的 逆 
4 是 一 致 的 . 

下 面 将 用 到 1.31 和 1.3.2 中 定义 的 线性 映射 的 值 域 概念 和 海 衬 
间 概 念 .在 咎 阵 和 线性 映射 一 一 对 上 庶 的 意义 下 ,可 以 直接 用 和 詹 阵 来 刻 
面值 域 和 零 空间 . 

设 算 阵 4 eC™" ,对 应 于 4 的 值 赎 名, 是 


R={ hsC"reC 和 . (4.3) 
对 应 十 4 的 要 空间 of- 是 


" 62 * 


ef ={xeC":Ax=0). (4.4) 


7.43 定理 设 AeQ”" ,下 列 条 件 等 价 : 
(13) 4 是 左 可 逆 的 ， 
{2) m> nHrank4=n. 
(3】 本 的 各 列 作为 和 "中 的 向 量 是 线性 庆 关 的 . 
(4) efi = 让 
7.4.4 定理 设 4EC” ,下 列 条 件 等 价 : 
(1) 4 是 右 可 逆 的 . 
(2) mnHrank4=m. 
(3) 如 的 各 行 作为 C" 中 的 向 量 是 线性 元 美的 . 
(和 加 =C". 
以 上 两 定理 证 明 比 较 穿 易 , 留 作 练习 . 
7.45 定 理 设 4efC” ”是 左 可 逆 的 , 则 站 的 所 有 并 道人 形 如 


A7' =[4 一 B44 BlP, (4.5) 
其 中 PP e 民 ”" 是 转 置 朱 隆 ,使 得 


4 
Pa-| 4 A EC7?”，det4d 关 0， (4.6) 


2 

矩阵 刀 eC™” 是 任意 的 . 
证 4 太 可 道 依 7.43, 训 之 ,TankA4 = .因此 方程 
X4=1, (4.7 

是 可 解 的 .从 rankd = # 得 馈 ,确实 在 在 mx 区 转 置 矩 渐 卫 使 (4.6) 成 
所. 由 于 

X4 = (SPYPd)， 
方程 (4. 才 可 以 改写 成 
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| 
{¥ 7] 网 到 或 写成 了 4+4,=1,， 
2 


其 中 马 eC™",F eC ,县 
[Y 了 工 ]= XP 或 等 价 地 天 = 亿 YJ. 
于 是 ,从 .4 非 奇 异 ,得 


把 = A 一 站 二 而 


因此 ,(4.7) 的 解 即 4 的 左 道 
A 二 =[Y 7 ]P 二 [a7 —Y4,4 7,, 
其 中 耳 可 取 任意 的 BeC”*). | 
7.4.6 定 理 设 4eC”” 是 右 可 逆 的 , 则 A 的 所 有 右 逆 A#' 形 如 
- A 44 
4 -可 1 ， 1 | (4.8) 


其 中 P E 限 ”是 转 置 矩阵 ,使 得 
AP=[4, 4] 4Ec，det4 zz0. (49 
知 阵 B eC ™m 是 任意 的 . 
证 明志 7.4.5 相仿 , 留 作 练习 . 
下 面 考虑 方程 
Ax=b, deEforo Med pcd” (410) 
7.4.7 定理 设 4EC” 是 左 可 道 的 , 则 方程 (4.10) 可 解 的 充分 世 些 
条 件 是 


(7, - 44 六 =0. (4.11) 
而 且 , 若 (4.11) 成 立 , 则 [4.1 的 解 还 起 唯一 的 ,并 为 
x= Anb. (4.12) 


证 设 x 满 足 (4.10), 则 


A644 * 


AA47'b = A(A7 A = Ax =b, 
推出 (4.11). 上 反之 , 若 (4.110 成 立 , 则 向 量 x = A475 是 (4.10) 的 解 .如 果 
让 也 是 (4.10) 的 解 ,那么 4(x 一 基 =0, 从 而 由 7.4.3 的 (4) 推 出 
鞠 二 计 ， 口 
7.4.8 定理 设 4EC” 是 右 可 道 的 , 则 对 任何 声 EC”. 疡 关口 ,方程 
(4.10) 是 可 解 的 ,每 个 解 x eC” 形 如 
xs Anb. (4.13) 
证 方程 (4.10) 的 可 解 性 是 明显 的 ,内 为 
A(Ai'b)=b, 
从 调 形 如 (4.13) 的 x 是 (4.10) 的 解 . 
现在 假设 x 是 (4.1 人 D 的 解 ,如 同 (4.9), 将 4 分 现成 
4=[4 A,]P, det A #0, 
其 中 己 <EC "是 车 换 矩阵 .而 且 对 x 作 相 穿 的 分 独 ， 


(1) 
x 
=P ， 


4x0+4xe) =b, 


则 方程 (4.10) 可 改写 成 


xt) 一 A ib A A x 
利用 (4.8), 并 注意 到 5 去 0, 必 存在 C eCW”"}” 使 得 


Ch = Ye， 
推出 
ip 4-l 人) 
6- bp-—A4 <- 由 | D 
Cb xX 
7.49 定理 设 4eC” ,beC”", 针 eC”" 是 方程 
AYA= A (4.14) 


的 和解. 则 方程 (4.10) 有 解 的 充分 必要 条 件 是 
AXp = 坊 . 
和 而 日 ,M1(4.10) 有 解 时 ,其 任何 解 形 如 
x= + Xd)y, yeC’”. 
证 定理 所 假设 的 条 件 (4.14) 等 价 于 
0=(A— AXA)y = A(T - XA)y, Vv yeC". 
这 胡 明 方程 4x =0 的 通 解 为 
X={T- Xd)y, YY yeC”,. 
册 在 假设 人 4.10) 有 解 工 , 4x = 廊 , 则 由 (4.14) 有 
AXb= AX(Ax)}= (dx = Ax =b. 
友之 ,在 成 六 (4.13), 则 


X= XP, 
就 起 (44.10) 的 一 个 解 . 
(4.100 有 解 时 ,联合 (4177 和 (4.18), 即 得 (4.16). 
7.4.10 定理 设 4EC” "是 左 可 逆 的 , 则 
(44 是 等 皖 秆 阵 . 
(2) 447 是 C” 一 名 上 的 投影 算 子 . 
G) dimof,. =m -dim%,. 
证 (1) 直接 计算 ， 


(LT = (人 JAD)=4(4 = 447'. 


{4.15) 


(4.16) 


(4.17) 


(2) 根据 (1) 及 1.3.13, 44， 是 投影 算 了 ;而 且 , 对 于 任 一 x eC”， 


(447' k= A(47'x)e m,. 


剩 下 要 证 明 447 是 从 C” 到 名 的 满 映 射 .事实 上 , 考 xE %,， 


则 存在 yeC”",x = dy ,本 是 


(447° k=(447 y= A A = 4 =xem. 


(3) 依 1.3.3， 


"A400 * 


dim ,i + ddim 名 = dimC™”=m, 


利用 (2), 447 是 C” -> 多 ,的 满 映射 ,表明 


人 = 多， 
男 一 方面 ,显然 0, CC 97404; 友之 , 若 XE04,01, 则 从 
了 了 
447x=0 得 
47z= dd44pzj=0， 
推出 eg，c of, .因此 
efy =, 口 


A -和 
7.4.11 定理 设 4EC” 是 右 可 道 的 , 则 
(1) A 4 是 等 茹 矩阵 . 
(2) 1 一 A4214 是 C” -> of ,上 的 投影 算 子 . 
(3) dim%,, = n -dimef,. 
证 明 与 7.4.10 相仿 , 留 作 练习 . 


7.5 广义 道人 
7.5.1 引言 、 对 十 4eC” 的 单 便道 概念 而 言 .7.4.3 和 7.4.4 表明 ， 


当 且 仅 当 4 为 满 秩 矩 阵 时 单 侧 利 才 丰 存在 的 、 有 意义 的 . 庆 阵 
4 eC” 满 秩 足 指 


rank4 = minfm,n}. (5.1) 


进步 的 目的 是 推广 单 侧 逆 的 概念 ,使 之 适用 于 任何 欠 阵 
4 EC” . 往 意 到 4 如若 存在 单 侧 逆 车 eC”” 的 话 ,于 无 论 是 左 
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逆 或 右 逆 ,都 应 满足 方程 
AXA= A, XAX=X. 
由 此 出 发 ,可 以 建立 一 般 的 广义 逆 概 念 . 
7.5.2 定义 设 A4eC”", 短 阵 4' EC”” 称 为 4 的 广义 道 ,如 果 成 


AA'A= 4, (5.2) 
A'A4A =A. (5.3) 
7.5.3 定理 ”对 于 任何 4 eC” ” ,存在 广义 道 4 eCQ””. 
证 首先 ,mxn 零 算 阵 显然 以 nxm 零 矩阵 为 其 广义 道 ， 
现 设 rank4 =r 关 0, 则 依 9.6.9, 存 在 非 奇 异 和 矩阵 ReC”” 和 
V eC ,使 得 


1 0 
A=R V. (5.4) 
I 
容易 验证 , 形 如 
A! 三 V+ 了 已 RR 
B, BB|I 
B, EEC， B, ET}r (5.5) 
的 托 阵 4 ,满足 条 件 (5.2) 和 (5.3). 口 


因此 ,广义 逆 总 是 存在 的 ,但 一 般 不 是 唯一 的 . 
7.5.4 定理 ”4 EC 有 了 唯一 广义 逆 当 月 仅 当 4 = 0 或 4 为 非 奇 异 
方 阵 ， 

利用 分 解 形式 (5.4) 容 易 推 出 这 一 结论 , 留 作 练习 . 
7.55 定 理 设 4EC ,4 是 4 的 一 个 广义 道 , 则 


(1) 44 和 .44 是 等 圭 矩 阵 . 
(2) tankd = tankd . 
G) (4 是 二 的 一 个 广义 道 
证 依 7.S.2， 
AA'A=A, A'A4'=A. 
因此 ,有 
(4:4} =(4'4)4:4)=(4'44')4 = 4'4, 
(44°) = (44'(44')= (44'4)4' = 4A4 


A =(44.4) = 4 (4) 4 
(4) =(444'} -4 Je 


从 而 (和 人 加) 得 证 .而 且 


rank4 = rank k{(44'4)< min{rank4, rankA' } 
rankA! = rank(4 iAA BE min{rankA' ,rank4} 


推出 2) 成 立 . 
最 后 的 证 明 利 用 了 
rank( AB) < min{rankA, rankB)} ， 
vAeC™ BeC™. 


(5.6) 


这 一 不 等 式 可 以 家 接 从 如 下 事实 推出 :AB 的 每 -和 是 召 的 各 行 的 


线性 组 澡 , 其 每 … 列 是 4 的 各 列 的 线性 组 合 . 
7.5.6 定理 设 AeC”",4 是 4 的 一 个 广义 逆 , 则 


R BH, =C", [5.7) 
ef BR =C". (5.8) 
证 依 7.5.5 的 (1), 44 是 投影 算 子 .显然 , 匈 ，C 兄 , ;反之 ,车 


y= 4xrE 负 , 则 
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y= A4'Ax = (44' 4x) eR, 
推出 郧 | 多 , .因而 , 贸 , = 钢 ,, 即 44 是 C ”一 匈 | 上 的 映射 
由 此 及 7.5,5 的 (2), 有 
tankd4 = rank(44 ) =rankA'. 
于 是 ,因为 显然 有 of，c- oY,， ,而 且 依 13.3， 


.下 


dimof, = mm— rankA' =#h— rank(44: )= dim of ， 
推出 of ，= ef . 

联合 以 上 结果 及 A4' 是 投影 算 子 这 一 事实 ,得 

C ”= A 名 Wp 一 AR 由 oF, + 
(5.7) 得 证 . 

由 于 定义 广义 道 4 的 方程 中 半 和 4 的 地 位 是 对 称 的 ,在 
(5.7) 中 分 别 用 4' 和 4 替换 4 和 4 ,并 相应 地 用 C" 替换 C”, 即 得 
(5.8). 口 

如 果 4 eCQ” 是非 奇异 矩阵 ,显然 成 立 

RD ， =C" B=C", 

A DR, ={0BC"-C". 
上 述 定理 是 将 这 些 结果 推广 到 任意 宅 阵 及 其 广义 逆 . 
7.5.7 推 论 设 4EC27 由 是 4 的 个 广义 首 , 则 

{1) .44 是 C” 一 史上 的 投影 算 子 ， 

(2) 4 4 是 C"” 一 名 ,上 的 投影 算 车. 

(3) 44 = xX, YE 多. 

(4 A AxX=Xx,VXER,. 

证 明 留 作 练 悦 .提示 :CD 和 (2 的 证 明 可 仿照 7.4.10.(3) 和 (4) 是 {1) 
和 (2) 的 直接 推论 ， 
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7.5.8 定理 设 4efC”" ”并 设 团 EC” 和 多 EC” 是 子 宁 间 ,使 得 


NR BBE=T”, of BY=C", (5.9) 
由 存在 4 的 广义 逆 4 ,使 得 
ef. 一 色 ， 兄 = 一品 (5.10) 


证 设 rankd4 = ,并 将 4 号 成 (5.4) 的 形式 : 


1, 0 
A=RIV, J= ， 
0 0 


十 总 
Iv)=R" (Ay)=0, Vy eo 

Vyeof,, VyEeo,. 

类 似 地 ， 
Rix=R (Ay)= Vy), vx= Aye mR,, 

推出 

RixeMm, Vxem,. 
因此 ,其 令 


B={R'x:xeD), y={V: ye YY)}, 
则 从 {5.9 有 
RBGE=C", HW BP=C". 
由 此 可 知 , 存 在 年 阵 X EC 和 了 EC ,成立 


A 
ui -ee -| | = {2 )| 
1 
更 -人 -Ge 


异 | 
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现在 定义 44 为 
1 "| | -1 
A'=V R", 
7 -YX 
容易 验证 4 是 4 的 广义 逆 , 而 且 具 有 性 质 (5.10). 口 
这 一 定理 是 7.5.6 的 道 定理 ， 
7.59 定 理 设 4eC”,(4'4] 是 的 任 一 广义 逆 , 则 
P= A44A) 4 
是 C ”一 及 | 上 的 正 交 投影 算 子 . 
证 根据 (5.2), 
A'A4' A AA4=44. 
再 依 1.7.20 的 (6) 和 (7), 
AA A AA= 4A, A AL A A =A. (51D) 
这 两 个 关系 式 都 可 直接 推出 P? = 已. 
另 一 方面 ,由 于 


P=- 4((44)) 4 = A(44) 4, (5.12) 


(44) =((44) ) 
从 7.5.5 的 (3) 得 知 (4*4) 也 是 4°74 的 一个 广义 逆 于 是 ,对 (4" 4) 
也 成 立 与 (5.1 和 相仿 的 关系 式 , 布 且 利用 这 些 关系 式 可 得 
(p-P'NP-P' -PP +P'P-P-(P'} =0, 

因此 ,P' =P. 

另外 ,显然 ,Px E 员 ,Yr eC”. 

至 此 ,已 证 明 忆 是 C” 到 多 ,的 正 交 投影 算 子 . 

为 了 证 明了 还 是 C" 一 有 品 的 满 映射 . 设 ye 免 , 则 存在 


其 中 
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XEC" 使 得 y = Ax ,利用 (5.1b 中 的 第 一 等 式 ,得 


y= 4444(40= 户 ， 
注意 ,py E CC ". 口 


7.6 Moore-Penrose 逆 


7.6.1 引 言 旭 果 生 是 4EC7" ”的 广义 道 , 从 7.5.7 知道 ,六 4 和 
全 本 是 自 伴 宅 阵 时 ,44 是 人 ”一 名, 上 的 正 交 投影 算 子 ， 二 4 是 
C" 全 久 , 上 的 正 交 投影 算 子 .如 此 ,广义 道 将 可 引出 非常 良好 的 
性 质 . 于 是 ,自然 地 对 广义 逆 的 概念 增添 44 和 A414 为 自 伴 的 条 
件 : 
(4 4 44 

7.6.2 定义 设 4eC” ,和 底 阵 4 EC 称 为 矩阵 了 的 Moore- 
Penrose( 广 义 ) 道 ,如 果 成 立 


AA'A= 4, (6.1) 
A'A4' = A', (6.2) 
(44*} = 44+， (6.3) 

(4*4) = A4*4. (6.4) 


7.6.3 定理 设 4eC”™ 条 阵 和 eC” 是 4 的 广义 逆 , 则 4 为 4 
的 Moore-Penrose 道 的 充分 必要 条 件 是 


of =(R) , Rs ={0h). (6.5) 
也 就 是 说 ,ef ， 和 名, 世 为 正 交 补 , 久 ， 和 oY 互 为 下 交 补 . 
证 4 是 4 的 广义 逆 , 依 .5.6, 成 立 


"473. 


RDN, =C”， (6.6) 


,BR, =C". (6.7) 
因此 , 依 7.6.2, 对 于 本 定理 ,要 证 明 的 是 : 44' 和 二 4 自 伴 , 即 
(Cd = 44，(L44 = 4:4, (6.8) 


等 价 于 郧 | 和 of 正 交 ,24 和 蚁 , 正 交 , 即 
(x,y) =0, VE 只 了 Eey 
(x,7)=0, Vx Eo,y ENR. 
现在 设 (6.8) 成 立 , 则 对 任意 的 Xe 只 ,了 E ef ,由 于 对 x 存在 
> Ee 亿 " 使 得 x = 4z ,对 满足 Ay=0, 并 利用 
(44') = A4', 44'4=4, 


(6.9) 


(x, 切 ={ Az ,y)= (44 Az ,y) ， 


=(4z,( (44') ) y)=( (x,44'y)= (x,0)=0. 
类 似 地 ,对 任意 的 xe of ,ye 名, ,由 于 对 x 满足 4 垃 一 0, 对 让 


在 zeC" 使 得 y= 4'z, 并 利用 
(4'4) = A414, 4A'44': = 4， 


41 


(= 区 4 -E444 
一 (44) x.4'z)- (4'4x.»)= (0, y)=0. 
反之 , 设 (6.9) 成 立 , 则 对 任意 的 
U=xX +y ,v= +y" eC”", 
TX EER, yy" EM,, 
由 于 对 xz 存在 zz” eC" 使 得 
x'= Az', x"= Az". 
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eT 


对 yy" 满足 
A'y'= A'y"=0, 
并 利用 44'4 = 4 和 (6.9), 有 
(44) -44) iv)(44) ur) (A4u) 
= 他 4dv)- (44m v) 
= 人 fx +y ,Adix"+A4d'y ")- (A441x'+ AA'y',x"+y") 

= 人 fx + yA4 Az ")- (44 Az', x + y") 
= {x+ yx")— (x x + y") 
=(y,x")-(x",y")=0-0=0, 
表明 (44'】- 44' =0. 


类 似 地 可 以 证 明 (4'4) -4'4=0. 口 
7.6.4 引 | 理 ”对 于 任何 矩阵 4 eC ,成 并 

of ={R), RON,. =C", (6.10) 

R. =) WBN. =C". (6.11) 


证 一 方面 ,对 于 任意 的 xe 全,yE ef., 由 于 对 x 存在 
EC 使 得 TY = Az, 对 yy 满足 4'y=0, 有 
(x,7)=(4z,7)=(2,4°7)={20) =0. 
表明 及 ,和 oY. 正 交 . 
另 一 方面 ,注意 到 A 和 4" 有 相同 的 秩 . 设 
rankA = rankA” = 
则 有 dim 驶 ,= 二?; 而 A4*x=0 存在 m 一 r 个 线性 无 关 的 解 , 故 有 
dimey . =m—r. 
综合 以 上 两 方面 , 锡 , 四 of , 的 维 数 是 
dim %, + dim of, = 
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因此 (6.10) 成 并 , 

类 似 地 ,可 以 证 明 (6,11}) 世 成 立 . 口 
7.6.5 定理 ”对 于 任何 矩阵 4 EQ"”* 存在 唯一 的 Moore-Penrose 逆 
A el™”. 

证 子 空间 的 正 交 补 的 存在 性 ,以 及 7.5.8 和 7.6.3, 保 证 了 A? 的 
存在 性 .下 面 证 明 其 唯一 性 . 

假定 4 还 有 一 个 Moore-Penrose 逆 47 , 则 根据 条 件 (6.2) 和 (6.3), 


2 ( = 4 = = 4 (0), 
(07-0) = A (2 -4 (0)) 


另 ,J (ln] MN. (6.12) 
另 一 方面 ,利用 (6.1) 和 (6.4), 有 


4° =A°(4°) 4° =(4°4) 4° = A 44 


从 而 


和 
4 =4 {4°) 4 =(14) 4 = A444", 
于 是 


(1-4)44 =o 或 4 人 (7-(TFo 


轧 此 并 依 1.7.20 的 (5), 得 


Nyy 5 Gy -=64 (6.13) 
依 7.6.4,9f, 正 交 于 员 .因此 ,从 (6.12 和 (6.13) 推 出 
(8 -(4)=0 即 全 =4 口 
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7.6.6 定理 ”对 于 任何 矩阵 4 EC ,成 立 


.= ,， 久 ,= 钢 .. (6.14) 
证 比较 (6.10 和 (6.6).(06.10 和 (6.7). 即 得 (6.14). 口 
7.6.7 定理 设 4eC” ,rankd =r ,并 设 
A=FR', FecC”, ReC”™ (6.15) 
是 4 的 一 个 秩 分 解 , 即 满足 rankF = rankR =r, 则 
A* =R(R'RY (FF)F. (6.16) 


特别 ,如 果 4 是 满 秩 祭 阵 , 即 rank4 = min {m,n}, 那 么 
4° (AA ) ， mn 
A = , (6.17) 
(4°4) A, m>n. 
注意 : 当 m = RR 财 表 示 式 (6.17) 成 为 
A'=4. 
证 注意 到 FFF 和 RR 是 yxr 的 满 秩 矩阵 ,因而 是 可 道 的 . 
利用 (6.0, 有 
RA'F=(F*FY' (FF)R'A'F(RRIR'RY 
= (FFY F°*A4’ AR(R*R) 
=(F°F)' F*AR(R*RY 
=(F°F) FFRR(R'R) =1,. (6.18) 
利用 (6.3) 及 (6.18), 有 
RA =(F°F) (FF)R*A' ={F°FY FAA’ 
=(F°F)'F'(44:) =(F°F) F"(4’) (RF’) 
= 人 (FF AIFF =(FF)F. (6.19) 
利用 (6.4 太 (6.18), 有 
A'F= A'F(R'RIR'R)' = A':AR(R'R) 
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一 上 


= (4°4) R(R*R)’ = (RF*}A*) RR'R) 
= R(RA'F)(R'R)' = R(R'RY. (6.20) 
最 后 ,利用 (6.19) 和 (6.20), 及 {6.2), 得 
A' =A°44' =(4'FIR*A')= RR'RY (FPF) F. 
特别 ,对 于 4 满 秩 的 情形 : 当 x = m < n 时 ,在 (6.16) 中 取 
F=1,,R'=A. 
当 F = 二 < 届时 ,在 (6.1 全 中 取 
F=A, R=1,, 

直接 得 (6.17). 口 

在 具体 计算 时 ,对 手 秩 分 解 (6.15), 可 以 选取 4 的 线性 无 尖 的 六 
个 列 作为 FF 的 列 ; 而 只 ”中 相应 的 列 选取 适当 的 单位 向 量 ,然后 再 确 
定 其 余 的 列 . 
7.6.8 定理 设 A4! 是 A eCQ”m" 的 Moore-Penrose 逆 , 则 

(Dn 当 4=0 时 ,A4* =01. 

CO) (4*) =4. 

G3) {ad)’ =a™A* ,Ya eC,az#0. 

人 (4 =(4°). 

(5) (44°) =(4°) 4°, (4°4) = 4°(4°). 

(6) 如 果 疯 = 用 且 4 是 正规 条 阵 , 则 A1 也 是 正规 和 矩阵, 而且 

(4 ={4 六 大 =12… 
(7D) 对 于 和 任何 丁 拖 阵 区 EC ,VeC”™, 
(UAVY =V’"A'U:. 

(8) A':Ax=x,Wxe 贸 ,; AA'y=y, Vy ER,. 

证 表示 式 (6.16) 可 以 用 来 证 明 以 上 性 质 . 
和 为 全 人 区 证 昌 的 方法 ,其 余 任 质 的 证明 狠 作 
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若 4= FR" 是 4 的 秩 分 解 , 则 (CF JR 了 是 LU 的 秩 分 解 ， 
因此 ,利用 (6.16) 及 U 和 六 的 西 性 质 ,有 
(CAry = 人 RPR 人 CPP 
=JR(R REF VAU'. 日 
7.6.9 定理 设 4eC” ,并 设 
T2200 >0, Gn ==0, =0 


r+l 
是 有 4 的 奇异 值 , 则 oJ,…,o-! 是 4+ 的 非 零 奇异 值 
市 且 , 如 果品 ,…,w 和 vw )…,v 四 分 别 是 4 的 单位 左 和 帮 
奇异 向 量 , 那 么 yp,…, Vv 中 和 中, 四 分 别 是 4! 的 单位 左 和 布 
奇异 向 量 . 
证 依 奇 异 值 分 解 定理 5.4.5, 存 在 西 矩阵 UeC”m” 和 
VEC” 使 得 
。 二 03 
w4r=2e| | 5 =diag{(o,,…,0,), (6.21) 
0 0, 


的 备 列 # 吕 ,…,w 中 和 玉 的 各 询 V,…,v 中 分 别 是 有 4 的 单位 左 
和 右 奇 异 向 量 ， 


再 和 依 (6.21) 和 7.6.8 的 (7), 有 
申 “二 十 时 + + BD 0; 
VAU=(UAV) = 于 =| 二 |， 

0, 0 
2!+ = = diag(o7", GD ) (6.22) 
这 表明 ec 是 全 的 非 零 奇 异 值 ,日 六 的 各 列 v00) vv) 和 
U 的 各 列 # 人 gt 分别 是 入 的 单位 左 和 在 奇 江 向 量 . 口 

7.6.10 定理 设 4EC pc”, 则 

xtoi = 4 (6.23) 


满足 
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|4x9 下 =minl4z- 直 ， (6.24) 


其 中 加 |, 是 C” 中 的 Euclid 范 数 . x 人 称 为 方程 组 
Ax=b (6.25) 
在 (6.24) 意 义 下 的 最 佳 逼 近 解 或 称 为 最 小 二 乘 解 ， 
证 对 于 任意 的 xeCQ"， 
Ax-b=A- Ab}H+t(I-A4')-b), (6.26) 
Alx — A'b)e 多 
男 一 方面 ,对 于 和 任何 ye ,存在 Zz EQ" ,使 得 7 := 4z ,于 是 依 (6.3) 
和 (6.1), 有 
(1 A4°)- 6),y)= -6, 42)+ (44'b, 4z) 
= (2,4z)+b,(44') 4z) 
=-(b, 4z)+ (8,44' 4z) 
=—(b,Az)+{5,Az)=0, 
推出 
(1-44°)(-b)e ti. 
因此 ,可 对 (6.2 命 训 用 Pythagoras 定理 (网 1.7.7), 得 


2 


1 时 = 
=|4 (x-x0) -8 
这 一 关系 式 表 明 , 当 
x 一 Oo eoy, 
时 ,特别 ,包括 了 取 x = x 人 ,使 |4x 一 由, 达到 最 小 值 
|azxe -|. 口 


这 个 定理 给 出 了 Moore-Penrose 道 的 一 个 很 漂亮 的 应 用 .在 处 
理 不 相 容 的 或 超 定 的 方程 组 4x = 户 时 ,最 小 二 乘 通 近 是 -个 非常 
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有 用 的 方法 . 
下 一 定理 进步 提供 了 塘 小 二 乘 解 x 仆 道 过 4 的 奇异 值 和 条 
异 向 量 的 显 式 表示 . 
7.6.11 定理 设 A4eCQ”,peC", 并 设 
O20,.>0, o 


r+l = "二 0 =0 


是 4 的 奇异 伪 ,v 中 ,…,vt" eC" 是 相应 的 单位 右 奇异 向 最 ,构成 
C" 的 - -组 基 , 则 方程 (6.25) 的 最 小 二 乘 解 


x = vO QV), (6.27) 
其 中 
A” 问 | 
a = ( Dr ， 了 一 1, 1 r, {6.28) 
[ 


证 设 2 的 是 才 的 单位 左 奇异 向 量 ,构成 C” 的 -组 基 ， 
则 5 有 表示 式 
站 = DT 二 DB， 
其 中 
B={b uO)), j=1,m. 
于 是 ,根据 (6.23), 有 


x = AD = > BAru® 一 > Donv0. 
=]1 i=] 
男 一 方面 ,从 (6.21) 看 ， 
2 =— AvO, i= 


因此 
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- 二 (or 人 i= 1 口 


i 


7.6.12 定义 A eCQ” 称 为 EP- 佐 阵 ,如 果 满 足 
A'A= 44， (6.29) 


注意 , 依 7.6.8 的 (1), 4 为 零 算 阵 时 , A! 出 是 零 短 阵 ;特别 , 视 
0 EC 为 1x1 算 阵 时 ,有 


0 a-0. (6.30) 
容易 证 明 ( 留 作 练习 :着 4 = diag(2 ,1 ), 则 
4A" =diag(2+…,2). 
7.6.13 定理 设 AeC”™ ,下 列 条 件 等 价 : 
(1) 4 是 EP- 和 矩阵 . 
(2) An = hn 当 且 仅 当 A rw = Xu. 
人 G) AX =0 当 是 仅 当 A* 久 X=0,XeC™, 
证 明 留 作 练 习 . 
从 (DD 和 (3) 等 价 推出 :任何 白 伴 抢 阵 是 EBP- 算 阵 . 


7.7 (jk) 型 道 
7.7.1 定义 ” 设 4eC”” ,由 个 按 顺序 编号 为 (1),(2),(3),(4) 的 方程 


如 下 : 
AXA = 4, (1) {7.1) 
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XAT=X, (2) (7.2) 

(AX) = AX, (3) (7.3) 

(XA4) = XA4. 由 (7.4) 

满足 其 某 几 个 方程 的 矩阵 天 < 人 >” 可 称 之 为 4 的 一 种 广义 道 ,如 
此 规定 的 多 种 多 样 的 三文 道统 称 起 记 磊 ) - 道 . 

(1,2,3,4)- 逆 : 指 满足 方程 (7.1)~(7. 和 的 六 , 亦 即 Moore-Penrose 
逆 , 丰 = A1， 

Gj 站- 道 (1 ?< 了 < 大和 4) 指 满足 C7.Ur7.4) 的 第 祈 第 
和 第 下 个 方程 的 个 .这样 的 矩阵 耶 并 不 崔 - , 记 其 全 体 组 成 的 集合 
为 

A{i, zk}, 
并 将 4 包产 寻 的 每 个 成 员 称 为 4 的 仁 大 丰 - 递 .特别 ， 

(1,2,3)- 逆 也 称 为 最 小 平方 自 反 g- 道 或 正规 g 递 ; 

{12,4)- 逆 也 称 为 晤 小 范 数 自 反 g 道 (minimum-norm reflexive 
g-inverse) 或 弱 g- 道 . 

(门道 (I <i< jj <4): 指 满足 (7.1)(7.4) 的 第 i 和 第 j 个 方程 
的 三 , 记 其 全 体 组 成 的 集合 为 

4 全 让 ， 
并 将 4 全 让 的 每 个 成 员 称 为 4 的 (i, 门 - 道 特 别 ， 

(1.2)- 道 也 称 为 自 反 8g- 道 ; 

4 人 L2} 的 每 个 成 员 就 是 4 的 广义 逆 4 ; 

(1,3)- 道 也 称 为 最 小 平方 g- 道 ， 

(1,4)- 逆 也 称 为 最 小 范 数 g- 逆 . 

中- 道 (L<i< 4): 指 满足 (7.1)-A(7.4) 的 第 i 个 方程 的 针 , 记 其 全 
体 组 成 的 集合 为 
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4 和 

并 将 4 们 的 每 个 成 员 称 为 4 的 (i)- 道 特别 ， 

(1)- 逆 也 称 为 g- 逆 或 信道 (pseudo inverse), 记 作 4 . 

“* 自 反 * 一 词 是 鉴于 方程 (7.1) 和 (7.2) 的 对 称 性 :如 果 革 是 4 的 
{1.2)}- 道 ,那么 4 是 着 的 (1,2)- 道 . 

注意 ,各 种 (,j 友 ) - 道 大 多 尚 没 有 一 致 认可 的 名 称 ,包括 上 和 击 所 
列 的 名 称 ( 见 [RM1971]). 

fl}- 道 是 一 个 广泛 使 用 的 概念 .如 同上 述 列举 的 术语 所 显示 的 
那样 ,在 (ij,) - 逆 中 有 应 用 意义 的 各 种 逆 多 是 4f{ 的 成 员 . 
7.7.2 定理 设 AeC™ ,4A eC”” 是 4 的 一 个 (1} 道 ， 则 


All}={4- +7 -A-AYA4 :Y eC™”"} (7.5) 
如 果 rank4 =Y ,而 且 存 在 非 闸 异 矩 阵 ReC” ,OQ eC ,使 
了 0 
A=R|" ， ， 
E oe {7.6) 
那么 有 另 一 种 表示 : 
4 位 = 
le- ye :UeCc mA) Vec (ir er ,WeC eo 
VV WwW 
(7.7) 
证 ” 先 证 (7.5). 4” 是 (1)- 道 ,满足 
AA A= 4. (7.8) 
令 
A =A +7- A AYA4. (7.9) 


= 二 生生 


一 方面 ,对 任意 的 Ye@Q"， 
A4.A=A4 A+AYA— A4 AYAA 4 
= A+AYA— AY4= 4, 
故 Ay < 4 和 }. 
另 一 方面 ,对 任意 的 Be 4 和 10}, 取 
Y=B8-A, 
注意 到 4B4 = 4, 有 
A =A +B-A -A ABA4 +A AA A4” 
=B-A A4 +4 A4- =8, 
表明 B 可 以 表示 成 (7. 外 的 形式 . 
现 证 (7.7) 将 (7.6) 代 入 (7.8), 并 利用 是 和 局 是 可 逆 的 ,得 


ee 
0 0 0 0 0 0 
把 OA4 写成 四 棕 的 分 块 形式 : 
orn=|? | ZE 三. (7.11) 
VV 丈 


i oz vr ol [2 0 
1s ofr wls olo dl 
所 以 由 (7.10) 推 出 Z = 本. 于 是 ,从 (7.11) 有 
和- pe”, (7.12} 
Vv 球 
鼓 (7. 力 成 立 ， 口 
7.7.3 定 理 设 4eC" ,A <4 人 . 则 
© (4) =(4"). 


@) 如 果 4 是 自 件 矩 阵 ,那么 [4 ec 4 人 
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GB) 444 e A{1,2}. 
证 明 留 作 练 习 . 
7.7.4 定 理 设 4eC””",4- e 4) 且 表 示 成 (7.12) 的 形式 , 则 
(1 47 e 4 和 ,2} 的 充分 必要 条 件 是 
WW = VU. 

(2) 4”e 440,2,3} 的 充分 必要 条 件 是 

U=0, WW=0., 
G) A 为 Moore-Penrose 道 的 充分 必要 条 件 是 

U=0, VF=0,W=0. 


证 明 留 作 练 习 . 
7.75 定 理 设 4eC” 具有 分 块 形 式 
4 | (7.13) 
4， 有 4 


其 中 4 eC 是 非 奇 异 短 阵 ,r = rank4 ; 4 eC"M"") 向 且 汪 
足 条 件 


A, = A,4 "4,, {7.14) 
则 


-1 _ 4-l 
攻 和 ”| e Al}, YW eC Ye (7.15) 


证 ”考虑 方程 
4 4X XA 4| [4 4 
4 ANX, XA 4| |4 4, 

的 部 分 解 ,其 中 包 EC ,五 eC "Mw")} 为 了 容易 求解 , 取 
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X=4, X=0, 
并 记 于 ,为 历 , 便 可 推出 存 条 件 (7.14) 下 ， 
X,=-A AW. 口 

此 定理 可 以 引出 一 些 有 意思 的 特性 . 

加 果 4 是 方 阵 ,自然 机 也 是 方 阵 , 取 形 是 非 奇 扯 的 ,那么 形 如 
(7.153) 的 插 阵 也 是 非 壳 异 的 .这 说 明 , 与 Moore-Penrose 逆 不 同 ,即便 
4 是 奇异 的 ,其 (1)- 道 也 有 可 能 是 非 奇异 的 . 

类 似 地 , 当 4 是 自 件 矩阵 时 ,其 (1)- 道 或 (1.2)- 道 不 必定 是 自 伴 的 ， 
仍然 石 则 于 Moore-Penrose 逆 的 情形 . 


例 者 虑 市 阵 : 
1 0 


容 芭 检验 A 起 其 自身 的 一 个 (0)- 道 .利用 (7.5), 取 4 = 4, 可 得 4 的 
(由 - 逆 的 一 般 表 示 

1 

| ”| VD yys EE 《7.17) 

bp; Ys 
尽管 Q.16) 中 的 4 是 奇异 的 ,只 则 yy 关上 7;,(7.17) 中 的 矩阵 便 是 非 
奇异 的 .类 似 地 ,虽然 [7.1 全 中 的 4 是 对 称 的 ,7.1 中 的 算 阵 却 仅 当 
J 三 多 时 才 是 对 称 的 . 
7.7.6 定义 严 - 终 点 网 络 ( 严 -terminal network) 的 电流 向 其 

一人 ) 

和 电压 向 量 


的 关系 是 
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其 中 了 E 归 ”是 不 定 容许 矩阵 ,满足 
Ye=0, e' Y=0, e={L:.,l) eR”, (7.18) 
了 称 为 双 心 矩阵 (doubly centred matrix). 
显然 , 双 心 矩阵 是 奇异 的 . 


7.7.7 定理 。 设 Y ER 是 双 心 年 隆 ,Z = 了 + 工 eer 是 非 奇 时 矩阵 ， 
则 
Z 7 -7 一 eer， (7.19) 
从 而 Z 7 E 了 人 上 
证 依 假设 ,2 可 逆 . 用 Z-! 左 乘 Z= 7+-eer 得 


ZY¥=1- 1 zieer . (7.20) 
n 
另 - -方面 ,用 ee' 右 莱 Z = 了 了 +ee', 注 意 到 (7.18), 有 
天 


Zee' = Yee! + Leer eeTI = ~e(e'e)e' = ee! 
ni in 
等 价 于 
Zee' =eel， (7.21) 
将 (7.2DD) 代 入 (7.20) 即 得 (7,19). 
最 后 ,由 (7.19) 及 (7.18) 即 可 推出 了 JIZ 7= 了 ,从 而 
3 E7 了 什 口 


778 定理 ” 设 丰 ERwo 是 双 心 矩阵 ，Z = 了 + 上 eer 是 非 奇 异 抵 
再 


阵 , 素 二 Z 7 _ Leer , 划 
nt 


1 
XY =YX =/{-—ee', (7.22) 
n 


从 而 下 = 了 ,而 且 考 也 是 双 心 矩阵 . 
证 应 用 (7.18) 和 (7.19), 有 


XY -Zylee'y = ZY = 1 Leer ， 
nn n 
又 仿 关于 (7.19) 的 推 证 ,可 得 YZ = 了 上 ee ,于 是 
n 


YX = YZ7 _1 yeer -了 ZL = 1 eer ， 
n n 


因此 (7.22) 成 立 .而 且 
YXY=Y, (XY) = XY, (YX) =YX. 
义 注意 到 (7.21), 得 


XYY = XX- Xee' -x -lee Jee' 
n 
=X-(Z ee' -ee' )=X¥， 
表明 义 = 了! ,最 后 , 因 
1 
Ze=Yet+—~ele'e)=e, 
:ea 
等 价 于 Ze=e, 故 
Xe=2"e- elerej=Zre-e=0 
ni 


同样 ,有 e' 卫 =0. 所 以 于 也 是 双 心 矩阵 . 口 
7.8 Drazin 遂 
7T78.1 定义 设 4eC™m 矩阵 4 eC”" 称 为 4 的 Drazin 首战 D- 


- 489 - 


道 ,如 果 成 立 


4 = A*, (8.1) 
A" AA" = 4, {8.2) 
A4” = A 4， (8.3) 


其 中 让 是 4 的 指数 ,是 使 得 rankA* = rankA"' 的 最 小 非 负 整数 , 注 
意 , 阁 4 非 奇异 , 则 大 =0 ,并 约定 4" = 了 ,从 而 和 = 47. 

{8.3) 是 说 ,如 同 通常 的 逆 那 样 , 4? 和 有 4 可 以 交换 ,而 Moore- 
Penrose 逆 和 其 它 广 广 道 一 般 不 上 共有 如 此 性 质 . 

但 是 ,一 般 地 ,4” 并 不 满足 (7.1} 中 的 方程 4X4 = 二, 故 
A? gE 4 也 }. 因 而 D- 道 和 全 太 有) - 逆 有 较 大 的 区 别 , 它 应 用 于 有 限 链 
及 其 它 一 些 方面 , 
7.8.2 引 理 设 4eC”™", 4? 是 有 4 的 DD- 道 , 则 
(1) 4 D ttl 一 _ A*, 
CD (4°)" 4 = 4° = 4 (4°) ,1 = 0 
证 利用 (8.1} 和 {8.3), 得 

A* = At+! A = A‘{(44°?)= A* A A= A*'(44° )4 


= 4 A A = = A A 
利用 (8.2) 和 (8,3), 有 
A? = A°(44°)=(4°} 4. 
然后 重复 使 用 此 关系 式 ， 
Dp = A°((4°) 4)4=( °) (4° 4) 
=(4° (4° 4A) == (4 A, =01… 
类 似 地 ,使 用 关系 式 
4° = (44°)4° = 4A(4°}, 
即 得 
A° = A(4°)", 1=0,. 品 
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7.8.3 定理 ”对 于 任何 4 ef 存在 唯一 的 D- 首 4 eC™". 
证 恢 5.1.2, 4 相似 于 其 Jordan 标准 形 . 了 ,可 以 表示 成 


CC 0 
4-PP', 7- | {8.4) 


其 中 PeC” “和 CC eC 是非 奇 兴 外 阵 ， NeC 吓 指数 
为 的 朝 零 矩阵 ,天 夺 严 是 某 个 非 负 整 数 .注意 到 

NO0 N=N"™=...=0, 
方程 (8.1) 成 为 


PF C 0 五 工 和 一 .45+H 4D = 一 Cr“ 0 Pp 
0 0 0 0| | 


由 此 ,有 
E+1 让 
5 ez "| (8.5) 
0 0 0 0 
将 P 4?P 写成 下 配 的 分 块 形式 : 
| 区 “| 
P"'A"P= , (8.6) 
VV HW 
六 中 人 eC ， W eC ) ;而 且 在 等 式 (8. 人 ) 两 端 左 乘 年 阵 


diagfc- ,7 
1s oy -ls 


Z=C0", U=-0. 
类 似 地 ,利用 7.8,2 的 (1), 有 


p-i aop (CC*+1 0 _ 人 0 
0 0 0 or 
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从 而 又 可 推出 


于 是 (8.6) 成 为 


-1 -1 
P-LpP-|C 0 或 4 Op, 
0 r 0 WW 


再 利用 7.8.2 的 (2) 及 (8.4)， 
4 =( n° A 


HOY 0 lps ol 
0 Wt 0 Nt ’ 


注意 到 和 N* =0, 有 
-1 
[5 -Pr 


0 Wy 
je o | col [ce 0 
0 Wilo NN 0 of 
因此 , 玉 =0 ,得 4 的 D- 道 为 
4 = 中 or (8.7) 
0 0 
现在 证 明 4? 的 唯一 性 . 设 4? 也 满足 (8.1)-~{8.3), 则 由 
A A? = A At+! AP 一 A* 
有 
A (ie _ 4°)= 0. 
由 此 ,仿照 上 面 的 证 明 , 便 可 推出 
A — A =0. 口 
7.8.4 推论。A? e 4 了 0) 的 充分 必要 条 件 是 (7.8.1 中 的 )5 < 1. 
证 A? & AQ), 依 7.7.1 满 足 44?4 = 4. 利 用 (8 和 和 (8.7 即 
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成 立 


-1 C 0 C 0 
C0 pp Olpip P= Pp , 
oN 0 0 0 NN 0 NN 


简化 后 得 N = 0. 

因此 ,NN 或 为 指数 天 =0 的 寡 夫 矩阵 ,或 为 指数 天 = 上 的 景 故 外 
阵 . 

NN 为 万 = 0 的 虞 零 算 阵 , 即 N 是 零 阶 矩阵 ,此 时 

A= PCP™ 

是 非 奇异 矩阵 , 42 = A . 

部 为 丰 =1 的 千 零 矩阵 ,， 即 W 是 零 矩 阵 , 此 时 

4= Pdiag(C,0)P, 

全 必 形 如 (8.7. 

因此 , 4? < 4 人 4 备 价 于 大 和 1. 口 

此 推论 表明 ,天 = 0 或 1 时 的 D- 逆 是 (1,2)- 道 ,是 (1,2)- 道 中 唯一 
可 以 和 有 4 交换 的 特殊 情形 .对 这 种 情形 使 用 术语 群 道 (group inverse)， 
原因 是 4 属于 具有 乘法 逆 的 乘法 群 ,并 采用 记号 二 .在 这 种 情形 
下 ,4 可 以 表示 成 (8.4) 的 形式 ,其 中 =03:4 仍 同 (8.7) 所 示 . 

4 在 统计 学 中 有 着 应 用 . 
7.8.5 定理 设 4eC 42 = A7' 的 充分 必要 条 件 是 4 为 EP- 算 
阵 . 

证 明 留 作 练 习 . 
7.8.6 定理 设 4eC”, 则 4 和 4" 两 者 的 非 零 特征 值 互 为 倒数 . 

证 设 4 有 特征 什 和 4 0 及 相应 的 特征 向 量 w ;将 有 4 天 孙 成 
(8.4) 的 形式 ,把 w 写成 
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= wy (8.8) 
wu : 


.并 把 它们 代入 A = 机 ,得 


CuO uu 
| - 加 
鉴 十 PP 是非 奇 异 捧 阵 , 简 化 为 
Cu = 入 是 ， Na = A 
因为 N 的 所 有 特征 值 为 零 及 C 是 非 奇异 矩阵 ,推出 w= 0, 而 且 
= 
由 此 并 利用 (8. 力 ,成 立 


人 -oo 

0 of 0 4 0 

表明 4” 以 刘 " 和 w 作为 畦 征 值 和 相 度 的 特征 向 量 .如 此 性 质 ,对 广 

义 特 征 向 量 也 成 立 . 口 
通常 逆 矩 阵 4 和 4 两 者 的 特征 值 ( 必 为 非 零 ) 是 互 为 倒数 的 . 

上 面 定理 说 明 4" 的 非 零 特征 值 也 具有 通常 道 矩 阵 的 这 种 性 质 .但 

是 , 4” 的 非 零 特征 值 一 般 不 是 4 的 特征 值 的 倒数 . 
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8 和 托 阵 分 裂 和 和 迭代 乱 阵 


8.1 ”和 短 阵 近代 的 基本 原理 


8.1.1 引言 ” 凡 线 性 模型 若 需 给 耶 数 值 答案 ,终究 是 求解 线性 代数 方 
程 组 . 
没 线 性 方程 组 为 


Ax = 五， (1.1) 
其 中 4 eC 上 虹 已 知 丰 奇异 矩阵 ,be "是 己 知 向 量 ,xX eCQ” 是 待 
求解 的 向 量 ,本 草 提 供求 解 (1.1) 的 菜 本 过 和 代 法 中 有 关 秆 隆 的 结构 和 
性 质 . 

一 般 , 一 个 算法 ,假若 其 所 有 算术 运算 能 精确 进行 , 则 能 在 右 限 
运算 次 数 内 得 出 位 昌 的 精确 解 , 便 称 之 为 直接 法 ; 个 算法 ,即便 其 
所 算术 运算 能 精确 进行 ,产生 的 内 是 趋向 于 (1.1) 的 精确 和 解 的 个 
近似 解 序 州 , 便 称 之 为 选民 法 . 

适 代 法 的 一 般 表示 为 


x = 国人 (ad0)， k=m-lm,. (12) 


其 中 
DT Kx HFC, k=m-l,m, 
本 个 
通常 由 矩阵 4 及 向 量 b 导出 , 称 为 迁 代 算 子 .x 中 ,…,x* 了 称 为 达 
代 初 值 ,可 以 任意 给 定 或 按 基 种 估计 选取 . 递 推 关系 (1.2) 依 赖 前 产 步 
信息 ,产生 向 量 序列 和 中 }, 称 为 mm 步 先 代 法 .1 步 迭 代 法 称 为 单 步 先 
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代 法 .如 果 
DB =D, k=m-lm, 
即 选 代 算 子 与 无 无 关 , 则 (1 轨 称 为 定常 选 代 法 ;否则 称 为 不 定常 选 代 
法 . 
单 步 、 定 常 而 且 线性 的 迭代 法 是 基本 的 ,它们 的 统 一 形式 如 下 : 
XD = Gr 人 十 声 ， 天 =012… (1.3) 
其 中 GeC” 由 4 导出 , 称 为 相伴 4 的 选 代 和 矩阵 ,x 人 @) 称 为 初 值 
下 面 主要 讨论 此 类 迭代 法 . 
8.1.2 定义 如果 存在 x” ef 允 * ,使 得 对 于 任意 的 初 值 x(o eC" ,由 
选 代 法 (1.3) 产 生 的 序列 区 的 都 收 全 到 , 即 


lim xy 的 = x", 


ho 
则 称 选 代 法 (1.3) 是 收 伍 的 ,并 以 为 极限 ;否则 , 称 其 是 发 散 的 . 
显然 ,如 果 和 迭代 法 收 钱 到 极限 x”e 从" ,那么 成 立 


xX" =Gx’ +h. 【1.4) 
内 此 , 若 看 在 非 奇异 矩阵 如 研习” ,使 得 
7 一 C= 吕 4 kh=0Ob, (1.5) 


由 (1.4) 等 价 于 4x” = 5 , 即 x' 是 方程 组 (1.) 的 解 . 

这 说 明 , 一 个 有 用 的 形 如 (1.3) 的 迭代 法 ,最 起 码 的 要 求 是 满足 条 
忻 (1.5). 

通常 , 当 条 忻 (1. 引 成 立时 , 称 达 民法 (1.3) 和 方程 组 (1.1) 是 相 
容 的 . 

现在 ,要 考虑 的 问题 是 :怎样 构造 相 容 的 迭代 法 (主要 是 迭代 乱 
阵 的 结构 ) 怎 样 判断 选 代 法 的 收获 性 ;怎样 评价 迭代 法 收 仇 的 快慢 ， 
即 所 谓 收 和 敛 速 度 . 
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关于 构造 相 容 的 送 代 法 ,第 一 步 是 接 适 当 结 构 将 抑 阵 4 分 列 城 
次 部 分 : 


A=M—N, {1.6) 
其 中 寻 是 非 奇 异 矩 阵 ， 
然后 ,将 (1.6) 代 入 (0.1 可 建立 迭代 过 程 
Me = Ne +h, K=O (7 
只 要 取 


G=M IN, RM， 

使 可 以 将 (1.) 写 成 (1.3) 的 形式 . 

显然 ,如 此 磷 民法 必 和 (1.1) 相 容 . 

实际 计算 时 ,无 论 为 了 计算 M- 站 和 杂志 以 采用 造 代 形式 
{1.3), 或 者 为 了 保证 精度 等 原因 ,宁可 直接 利用 人 .办 ,每 挝 代 -- 步 解 - 
个 以 4 为 系数 矩阵 的 线性 方 程 组 ,都 必须 选取 M 具有 特殊 结构 , 诸 
如 对 角 或 块 对 角 , 三 角 或 块 三 角 等 ,以 使 其 求 逆 或 求解 相应 方程 组 易 
于 实现 . 

对 并 的 不 同 的 分 裂 ,引出 不 同 的 选 代 法 . 
8.1.3 定理 下 列 三 个 条 件 等 价 : 

(TH 迁 代 渎 (0L33 居 化 - 

(2) lmG’ =0. 


G) p(G)<1. 
证 (0) 今 (2 设 x EC" 是 方程 组 x= Gx+ 上 的 解 , 即 成 立 
{14). 
将 0.3) 和 (1.D 相 减 ,得 
ID x = GQ 一 ) 大 =012… (1.8) 
由 此 递 推 有 
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Xe 一 和 一 Glx® 一 入 )= 0 (et 一 x') 
一 于 (x® -x*), 
或 者 写成 
(Ore)=G Gr), k=012... (19) 
这 表明 


limx =x" © limG' =0，vx@ eC”. 
全 G): 见 2.1.23. 品 
8.1.4 定 理 ” 没 |G| <1, 则 壬 代 法 (1.3) 产 生 的 序列 从 由} 收敛, 而 日 对 
于 天 三 12… ,成 立 


ae 
和 
Pp 
其 中 和 = mxt ,矩阵 范 数 是 向 量 范 数 导出 的 算 子 范 数 ， 
证 利用 (1.8) 
le® -x |<lole®™ -a| 
= [ol x -x'| 
<|Gl x -x+ [ala -x'|, 
由 此 并 注意 到 | 外 <1, 推 出 (1.10). 


类 似 地 ,利用 (1.9)， 
bk? -x|slee® -< ke -x a1 
再 利用 (1.8) 
|ze 一 3 | = |x® Xx x | 
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sk? -x -a 


< -x")+ hohe™ -x 


推出 
(0 _ 2: 1 | (0) 

jz -zj -iat xz 
将 此 式 代 入 01.12 即 得 (1.11). 口 
8.1.5 定义 设 |G| <1. 称 

1 上 

a(0)=-Iol lo | -me | (1.13) 
为 迭代 法 (1.3) 的 (天 议 迁 代 的 ) 平 均 收 雍 速 度 ; 称 

R(G)= lim R,(G)= -In p(G) (1.14) 


为 适 代 法 (1.3) 的 渐 近 收 竹 速度 (1.14) 中 的 后 一 等 号 见 2.1,26. 

收 敏 速度 可 以 有 不 同 的 定义 ,它们 反映 收 敏 的 和 代 法 的 收 敏 快 
慢 , 是 一 个 重要 的 概念 . 

R (OQ) 的 意义 如 下 : 当 上 | < 时 ,由 选 代 法 (1.3) 产 生 的 向 量 序 
列 必 人 } 收 分 到 方程 组 二 = Gx + 有 的 解 x", 记 

2E00 ox x k=012,.…, (1.15) 
5 是 第 庆 次 挝 代 所 得 x 中 的 识 差 向 量 .从 (1.9), 有 
le she'le®™, 

于 是 ,得 到 | 上 |G 站 是 次 选 代 后 x 中 的 误差 和 初 值 x 中 的 误差 之 比 的 
一 个 上 界 ， 


cl) 1 
Eisler-(e). 0 
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可 以 这 样 来 解说 该 估计 式 : 每 次 迭代 使 误差 得 以 正 缩 ,平均 地 看 ,其 
压缩 率 正比 于 |G“*| .显然 , 随 迁 代 次 数 天 的 增加 ,jG*| 和 1 大 部 是 
很 小 的 正 数 . 为 了 便于 计算 ,自然 地 采用 了 (1.13) 的 定义 方式 . 

但 是 ,平均 收 伊 速度 R,(G) 依 赖 于 选 代 次 数 庆 及 范 数 的 选取 ,在 
理论 分 析 和 实际 应 用 上 常 有 不 使 ,因此 取 其 极限 , R(G) 是 随 迁 代 次 
数 增加 而 渐 近 的 误差 的 压缩 率 . 

8.1.6 引 理 设 4eC” 是 自 伴 矩阵 , 且 分 弄 为 4= 册 一 入 , 卫 为 
非 奇 异 算 阵 . 则 朋 ” + 到 是 自 伴 第 阵 , 吕 对 任意 的 x ef ”成立 
4x 一 Th， (1.17) 
其 中 充 = MNx ,ut =x 下. 
证 因为 
M*+rN=(A4+NY +N=A+N*+N 
=M+N” =Qx- +N), 
所 以 MM" + 入 是 自 伴 矩 阵 ,而 且 
M=M-N+N. (1.18) 
注意 到 MX = Nx ,有 
Mu= Mr- My = Mr Ny= Ax 
和 
Nu = Nx — Ni = MX — NI = AX, 
这 此 
x Ax—xX AX= x Mu XxX" Nu, 
由 此 并 利用 (1.18) 及 x = 六 "M4 ,推出 (1.17). 口 
8.1.7 定理 设 4eC” ”是 白 伴 答 阵 ,日 分 裂 为 有 = 由 一 和 NN,M 为 
非 奇异 托 阵 , 则 
(1) 如 果 4 和 j + 入 正定 ,那么 p(M7'N)<1. 
(2) 如 果 p(MTN)<1,M" +N 正 定 ,那么 4 正定 . 


SOO * 


本 ~ 
二 


证 设 4eA(M"'N), 则 存在 xeC",x 二 0, 使 得 
MNx = Ax. (1.19) 
令 
X=M N= Ax,u=x -X= (LA), 
应 用 .1.6 有 
Qa = (M+ NY. (1.20) 
注意 到 车 4 正定 , 则 因 x0, 有 Ax 关 0 有 凤 Mx Nr ,表明 1. 丁 
是 ,在 4 和 AM'+N 正定 的 假设 下 ,从 (1.2 的 知 | 天 <1; 再 由 
Xe A(M TN ) 的 任意 性 ,推出 p(M -和 N)<1.(1) 得 证 . 
现 证 (2). 用 反 证 法 . 
假若 4 非 正定 , 则 因 p(M"'N])<1 获 涵 4 非 奇异 , 必 和 有 
xfo) eC" ,使 得 


n=(x0) Ax® <0. (1.21) 
从 x 站 出 发 ,构造 序列 
Xe = MNYO, KE=012,... 
因 p(M -Nj<1 知 


lim x = lim(M +N} xz =0. {1.22) 
下 一 9 ky 

令 
wl! x 一 x 天 =1.2..…. 

应 用 &.1.6, 有 

GY 4x 一 (xd = 人 em + Na, 
k=12,:... (1.23) 
由 于 


1 = Ax™ ， 
x 中 满足 (1.21), 必 有 wt 中 0 .因此 ,根据 (1.23) 及 JM* + NN 正定， 
eo)y dx =(x0)) Axt) -Coylx' + Ned) 
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< ko) AxO = 了 <0. 
相仿 ,可 证 对 于 天 =12……, 成 立 
GO Ax® < (xD x) < <0, 
这 与 (1,22) 矛 秆 . 口 
8.1.8 引 理 设 村 =[my]eC” 是 严格 对 角 优 势 矩 阵 , 并 设 
N= [ny]eC"™, 则 


pe sm 2 


证 由 和 气 阵 算 子 范 数 定义 知 , 必 存 在 
y=(p.%,7,) eC", Jb, =1， 


[uw 


X= (mh) = MNy, x, | = maxlx,|=|x,, 


LE 
则 由 ax = Ny ,得 


使 得 
|, = 


0 


时 时 
Dmx) = Dy 
六 el 


十 是 ,从 MM 是 严格 对 第 优势 矩阵 ,有 
pal- Ep]<[eess 下 
f=1, jz j=1. 7 
Pm, = ni jy > ma < > mi 
j=] j=l j=l =l 


< 
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因此 


ee = 人 |. = 上 | 
三 nm 
Bi | 之 ns| 


pe 口 


nn | 
LD - Ph, ] 
.1 


8.1.9 引 理 ” 设 M =[m,]eR” 是 严格 对 角 优势 的 二 - 答 阵 ,并 设 
N =[ny] eR 是非 负 夭 隆 , 则 


p(M N)> Fa (1.25) 
j= jz 


=( Do) = MNe, 
其 中 e = 人 1…,1} e 民 .由 定理 假设 ,并 依 4.6.5, 知 避 ” 之 0, 从 市 
MN2>0, y>0. 
设 y= miny, .从 2My = we, 并 且 注 意 到 L- 和 给 阵 的 定义 ( 见 
4.6.3) 有 


ba 


有 
2 一 DU my 一 Mi Tm, jy 
3 ;=| 


了 =] j= f= #1 机 


< J 2 | (1.26) 


il jzin 


记 MTN =[ 户 ,]. 依 4.1.8, 并 利用 (1.26), 得 


* S03. 


Lain » 


2 Zh, 
> 一 一 一 一 一 > min 一 全 -一 一 . 口 
ms — Ph, 
j=1,j#io j=1, /#1 
8.1.10 定义 ” 设 线 性 方程 组 (1. 了 ) 中 ,系数 矩阵 4 EC 是非 奇 措 的 ， 
己 知 向 量 6 eC", 待 求解 向 量 x eC". 
在 本 章 中 统 -使 用 如 下 记号 : 


pM "'N)> Wn2h, = min y, = y, 


D=diag(a,,,*…,a,,), {1.27) 
0 0 
a *. : 
Cs- . | (1.28) 
Gl MA 0 
0 fy 人 in 
C， = 一 ， {1.29) 
“ Ul 
0 0 
L=sD'C,, U=D'"C,. (1.30) 


利用 以 上 记号 ,第 阵 4 显然 有 分 裂 形式 


A=D-C,-C,= DI-L-U). (1.31) 
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更 一 般 地 ,对 于 分 据 形 式 采 用 同样 的 记号 , 便 可 相仿 的 建立 块 达 


代 格 式 . 
设 4 的 分 抉 形式 为 
A A 4 
4 4 4 lim ， 
A 4， i 
其 中 对 和 骨 块 
A eC™™, i=1,.%,m 
均 是 非 奇 异 主子 托 阵 ， 
H+ 二 
相伴 地 ， 
D= diag(4 1 ) ? 
0 0| 
C, 去 一 3 
A A 0 
0 4 ， 省。 ] 
人 ; 三 一 | | + 
© A 
0 0 
L=sD'C,, U=D'C, 
仍然 ， 


A=D-C, -OO = DI-L-U). 


(1.32) 


(1.33) 


(1.34) 


(1.35) 


(1.36) 


(1.37) 
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相应 地 ,方程 组 (1.1) 的 分 天 形式 如 下 : 


4 4) 而 。 x bY 
人 = a (1.38) 
1 4 人 Xx”) bl™) 


采用 分 块 形式 的 选 代 格式 称 为 换 选 代 . 相 对 地 ,采用 非 分 块 形 式 
的 迁 代 赂 式 称 为 点 选 代 . 


8.2 Jacobi 和 达 代 旗 阵 


3.2.1 定 义 设 4=[4y]eC” 分裂 为 

A=M,—N,: 

M,=D,N,=C,+C, (2.0) 
记号 疡 ,C, ,CC 的 定义 见 8.1.10. 并 且 设 对 角 矩 阵 娓 是非 奇异 
的 . 

从 代 格式 
Dx* ={C + Co jxrt +pb ,天 =012… (2.2) 
称 为 求解 方程 组 (1.D) 的 Jaeobi 选 代 法 . 
记 其 和 欠 代 矩阵 为 7， 
J 三 M7N, 三 Dn(C， 十 Cr) 

=L+U=I-D'4d (2.3) 

称 为 相伴 和 矩阵 4 的 Jacobi 矩阵 ， 
点 Jacobi 选 代 法 的 分 量 形式 如 下 ; 
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at = oa +pb,, i 1,- “1 $ 


JR 
= 012… (2.4) 
点 Jacobi 迁 代 知 阵 形 如 
0 Wh Gin 
dl ll 
Cl 昌 
< . . 
了 一 一 | : : . (2.5) 
' Hn 
CE, 1l.n—l 
Wl Hj nl 0 
Hm Uj 


8.2.2 定理 设 4e 展 ”是 对 称 正 完 矩阵 ,和 2D 一 4 正定 , 划 
plJ)= pF N,)<1, (2.6) 
Jacobi 过 代 法 (2.2) 收 化 . 
证 由 于 4 为 实 对 称 甜 阵 ,已 ”= 厂 , 得 
一 二 Cr 二 Cr 
=D-A4A+D=2D- 4, (2.7) 
由 此 并 从 定理 假设 , 知 4 和 好 ; 十 入; 都 是 正定 的 .现在 依 8.1.7 的 
(1), 即 得 (2.6). 
表 应 用 8&1.3, 推 出 Jacobi 办 代 法 (2.2) 收 全 口 
8.2.3 定理 设 4e 限 ”是 对 称 和 矩阵 ,2D 一 4 正定 , 晶 Jacobi 选 代 法 


(2.2) 收 合 , 则 4 是 正定 的 . 
证 一 方面 , 因 成 访 (2.7), 故 
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M;+N,=2D-4 
大 正定 的 . 另 一 方面 , 依 8.1.3, 有 p(M7N,)<1. 因 此 , 依 8.1.7 的 
(2), 4 是 正定 的 ， 口 
8.2.4 定理 设 4=[aj]eR™,a, 0,i=L-…,n; 记 
D= diag(e 2， }, C=D-A, J=D"C.(2.8) 
了 是 相伴 4 的 Jacobi 给 阵 . 则 4 为 了 -矩阵 的 充分 必要 条 件 条 件 是 
ol 用 <1. (2.9) 
证 4 的 比较 矩阵 

4)=|D|-Ic=|Dk7 -|), 

如 果 pl 用 <1, 那 么 7 一 | 川 可 复旦 


(MN) = Yh 20. 


Pe 
于 是 ,eg( 4 可 逆 , 且 
eg(4 =(1 -MD 20. 
依 4.7.2, 4 是 H- 气 阵 . 


反之 ,如 果 才 是 开 矩 阵 ,那么 of 和 > 0 ,从 而 了 一 | 可 可 逆 , 日 
(I) =ox(4Dl>o. 
利用 
-ph rr) 


SM ps 2 


因此 了 | 几 收 全, 依 2.1.23， ol 用 <1. 品 
k=0 
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8.2.5 定理 设 4=[o]sRR 是 严格 对 角 优势 或 不 可 约 对 角 优 势 


犯 阵 , 则 
= ph N,)< 1 
Jacobi 碗 民法 (2.2) 收 敛 . 
证 依 2.2.3,4 是 韭 奇异 的 ,并 因而 
a 0,7=1,…,h, 
点 Jacobi 达 代 短 阵 = 工 +U 形 如 (2.5), 妈 的 元 素 为 
0, i=j, 
(7), -a i b,j =1,,n. 
因此 , 依 2.2.2, 当 4 严格 对 角 惰 势 时 ， 


> wji|- > Dl, j= 
jl is 
从 而 
et)= 人 |。 <1. 
汉 有 4 不 可 约 对 角 优 势 时 ， 
Wl <]1, i=1,..,n. 
之 


并 至少 对 个 8 成 立 天 格 不 等 .这样 一 方面 p= <1: 
另 一 方面 1 一 J 最 然 也 是 不 可 约 对 角 优 势 的 , 故 det(7 一 J x 0, 表 
上 明 p(7)z1, 从 而 必 有 pl7)<1 
再 应 用 8.1.3, 推 出 Jacobi 选 代 法 (人 2. 习 收 化 口 
此 定理 的 另 “ 证 法 多 8.6.4. 
8.2.6 定义 ”对 于 方程 组 (1.10) 的 分 抉 形式 (1.38) 的 迁 代 格式 


AGOF™ 一 一 》 GO +b", i=1, 


f=1, #1 


509 。 


k=0,1,2,.… (2.10) 


称 为 求解 忒 方程 组 (1.3 人 的 块 Jacobi 选 代 法 . 

采用 分 无 记号 (1.32)(1.365 夺 代 格 式 (C2.10) 的 守 阵 形式 仍 如 同 
(2 其 迁 代 年 阵 称 为 相 件 4 的 分 块 形式 (1.3) 的 抉 Jacobi 矩阵, 形 
式 上 仍 如 同 (2.3). 


8.3 Gauss-Seidel 迭代 知 阵 


8.3.1 定义 设 4=[q,]eC” 分 裂 为 
A=M,-N,, 
M,=D-C,,N,=C,, 人) 
记号 忆 , CC EC 的 定义 见 8.1.10. 并 设 第 阵 M4. 是 非 奇 异 的 ， 
选 代 格 式 
(D-C, ED = Cr + 天 =012… (3.2) 


称 为 求解 方程 组 (1.1) 的 Gauss-Seidel 选 代 法 . 
记 其 迁 代 矩阵 为 包 ， 
Y=MaNc=(D-C) Cs =- DG3 
称 为 相伴 矩阵 4 的 Gauss-Seidel 矩阵 . 
点 Gauss-Seidel 选 代 法 的 分 量 形式 如 下 ; 


好 
AI) 一 (kt) (x) _ 
a; x -ex x) Pax +b, 一 
j=i+l 


k=012,... 0G3.4) 
8.3.2 定理 设 Ae 民 ”是 对 称 正定 矩阵 , 则 


* 510* 


p(%)= paNoj<1， G5) 
Gauss-Seidel 夺 代 法 (3.2) 收 敛 . 

证 见 8.4.2. 口 
8.33 定理 设 4=[a;]eRR” 是 严格 对 角 优 势 或 不 可 约 对 角 优 势 
和 矩阵, 则 

p(2)= pM aN, )< 1, 
Gauss-Seidel 先 和 代 法 (3.2) 收 钱 . 

证 仿 22.3,4 是非 奇 异 的 ,并 因而 
ad; 0,i=1,…,n, 

因此 名 是 有 意义 的 . 设 4 是 各 =(1~LU 的 任 -- 特 征 值 ,而 
对 人 是 相应 多 的 特征 向 量 , 则 放 和 x 满足 

BxX=( -1 Ur=A. 
等 价 地 ， 

(1 -好 -Cixr=0. (3.6) 
现在 证 明 必 有 | 有 <1. 利 用 反 证 法 . 


和 衬 1, 邪 么 在 4 严格 对 闻 优 势 的 条 件 卜 ， 
| 和 | < <|4|, i =Y.,n. 
> HM <|4, i= bn 
在 4 不 本 的 对 入 优 交 的 条 位 下 ， 
D3 + DY Sh hee 
Ci 记忆 


并 且 关 于 最 后 的 不 等 号 号 至 少 对 一 个 ;成 立 严 格 不 等 号 .这 上 圾 明和 在 
两 种 条 件 下 ,方程 (3.6) 的 系数 矩阵 也 是 严格 对 和 角 优 势 或 不 可 约 
对 角 优 势 的 ,内 而 是 非 奇 异 的 .于 是 , 力 程 (3.6) 只 有 零 解 ,全 xX 冯 0 
牙 盾 ， 

因此 , 空 的 所 有 特征 值 的 模 均 小 于 1 ,从 而 p( 名 <1 

再 应 用 8.1.3, 推 出 Gauss-Seidel 迭代 法 (3.2) 收 敏 、 口 
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此 定理 的 另 一 证 法 访 8.6.4. 
8.3.4 定理 设 4=[qy1e 工 ,a 关 0Q ,i 二 1,…,n, 相 位 知 阵 4 的 
Jacobi 究 阵 = 工 +U 之 0, 则 下 麟 四 个 关系 式 必 有 且 只 有 一 个 成 


2 
(0) pl(ND)= pF)=0. 
2) 0< pf(g)< pI)<1. 
G) p(N)= p(F)=1. 
(4) p(%)> P(N)>1. 
大 此 ,Jacobi 矩阵 了 和 Gauss-Seidel 沾 阵 当 或 同时 人 收 伍 ,或 同时 发 散 ， 
证 由 .>0 知 过 >0,D>0. 注 意 到 工 是 严格 下 二 角 邱 阵 ， 
必 有 LL" =0, 得 
他 一 己 状 = 了 + 天 二 天 十 二 
推出 
2 = 人 -2 六 70. 
因此 , 依 4.4.2, 存 在 Xe 恨 ",x 之 0 且 x 冯 日 ,使 得 
CC-LiUr=Ax, A4=p(2)>0. (G3.7) 
先 考虑 J 不 可 约 的 情形 .此 时 , 依 4.2.4, 才 >0, 而 且 x >0, 于 是 
(3.) 等 和 价 于 
(下 +U= A G.8) 
和 


Gd (3.9) 
因为 
AL+U>0, L+oU>0, 
而 且 xX > 0, 依 4.2.4, 从 (3.8) 和 (3.9) 推 出 
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pl(AL+U}=4, -1 (3.10) 


另 一 方 血 , 依 4.1.5， 
pL+U) 和 plL+tU) 
对 于 + 之 0 是 单调 递增 的 ,而 且 还 可 以 证 明 是 严格 单调 递增 的 .因此 ， 


车 p(J)=1, 则 由 dr + ]=1 扒 4= 1; 反 之, 芒 4 = 1. 则 有 


Pp(N)= pAL+U)=4=1. 
现在 设 0 < p(J <1. 圭 
pl(L+tU) = p( 门 <1， 


xp =1, 故 从 pl 工 +1U) 关 于 1 的 单调 性 推出 


元 > |, 即 有 0< 人 <1. 


然而 P( 红 + 世 ) 关 于 # 也 严格 单调 递增 , 且 p( 纪 + ， = po 人)， 
从 而 推出 
0<4=pol4+D)= py)<1， 
类 似 地 可 以 证 明 , 车 p({.7) > 1, 则 
4=p(2)> p(J)>1. 

至 于 J 可 约 的 情形 ,证 明 从 上 略 ,可 作 练 习 . 

最 后 ,(2),(3),(D 在 一 起 ,显然 著 涵 (1). 口 
8.3.5 推论 ” 设 Jacobi 矩阵 了 >0, 而 且 0< p(J) <1, 则 成 立 浙 近 收 
全 速度 不 等 式 

R(T )> R(J). (3.11) 

证 从 8.3.4 的 (Q2) 直 接 推 出 . 口 

8.3.6 定 尽 ”对 于 方程 组 人 (1.1) 的 分 块 形式 (1.3 和 的 迭代 格式 


* S513* 


4 fo 六 一 ,3 坊 GOF™ 一 > 4 GOF +b", 
了 一 1 


j=1+! 


= k=0l2,... (3.12) 


称 为 求解 火 方 程 组 (1.38) 的 块 Gauss-Seidel 近代 法 . 

采用 分 块 记 号 (1.32)(1.36), 进 代 格 式 (3.12 的 答 阵 形式 仍 如 同 
(3.2). 其 迁 代 矩阵 称 为 相伴 4 的 分 瑞 形 式 (1.32) 的 换 Gauss-Seidel 矩 
阵 ,形式 上 仍 如 同人 .3 


8.4 逐次 超 松 凶 (SOR) 友 代 算 阵 


8.4.1 定义 设 4=[a,]eC” 分裂 为 


A=M, —N,, 
1 1 一 局 
M,=—D-C,N,=——D-C,, (4.1) 
名 个 
其 中 四 e 限 , 刀 关 0 , 称 为 松弛 因子 . 记 寻 五 ,CC 天 C 的 定义 见 
8.1.10. 并 设 和 矩阵 47 是 非 奇 异 的 . 
碗 和 代 格式 


(D-ecjre =(ocr+(0-ojDjzro +ow, 
K=O012,... (4.2) 
称 为 求解 方程 组 (1.1) 的 逐次 超 松 弛 (successive overtrelaxatiom) 选 代 


法 .简称 SOR 选 代 法 . 
记 其 迭代 和 矩阵 为 区 ， 
2 =MHDTN =(T -wi (owU + w)), (4.3) 
称 为 相伴 矩阵 4 的 SOR 给 阵 . 
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点 SOR 选 代 法 的 分 量 形 式 如 下 : 
(6 


了 


盖 | 9 
tol- 0 Dax +b, -a 
-1 


j=i+] 


Ge AX 


i=1l nt; Kk=012,.. (4.4) 
当 旬 二 1 时 , SOR 选 代 法 就 是 Gauss-Seidel 达 代 法 . 
8.4.2 定理 设 4=[4;]e 民 ”是 对 称 正 定 矩 阵 , 则 当 松 弛 因子 @ 
满足 
0O<D<2 
时 ,有 


PD )= ps N,)<1, (4.5) 
SOR 进 代 法 (4.2) 收 敦 .特别 ,Gauss-Seidel 适 代 法 (3.2) 是 收 人 敦 的 . 
证 由 于 4 为 实 对 称 和 矩阵 ,D' = DD,C? =C,, 得 


M+N, -[22-c] + 
人 ce 


D+C,)-2 2D, 


(4.6) 
注意 到 4 正定 蕴涵 六 正定 , 故 当 0 < 四 <2 时 af +N 是 正定 的 . 
于 是 , 依 8.1.7 的 (1), 妈 得 (4.5). 

再 应 用 8.1.3, 推 出 SOR 友 代 法 (4.2) 收 伐 . 口 
8.4.3 定理 ” 设 4eR 是 对 称 矩 阵 , 娓 是 正定 的 ,生存 在 we (0,2) 
使 SOR 大 代 法 (4.2) 收 合 , 则 4 是 正定 的 . 

证 注意 到 成 并 (4.6), 

M+N, =“ 外 
他 


是 正定 的 .又 依 8.1.3, p(M2N, )<1 .因此 , 依 8.1.7 的 (2), 4 是 正 
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定 的 ， 口 
8.4.4 定 理 设 4=[ajlsC ,as z0=1 出 
plZ,)2h -wl, voeR. (4.7) 
而 且 仅 当 2 的 所 有 特征 值 的 模 全 等 于 性 一 | 时 取 等 号 . 
证 考虑 2 = (I 一 QL (wU +(1 一 ww 的 特征 多 项 式 
P(A)= det(H —%,). 
注意 到 工 是 严格 下 三 角 和 矩阵 ,了 oz 此 奇异 而 且 det(T 一 @L)=1. 


PH)= det — wL)det(A -2) 
=qdetl((4+@0-1)/-wAL-wU). 
用 {wp)…,4,(@) 表 示 也 的 特征 值 ,它们 之 积 与 p(4) 的 常数 项 
差 一 个 因子 (1 ,而 p(4) 的 常数 项 为 
p(0)= det(( —-w)H -eoU)=0 -wyY, 


得 
II2aO@=Cyt-oy 
由 此 有 
pl, )= max|h, {wzh-al. 
而 且 推 出 仅 当 
Lo =…=|4,(2)=h -a 
时 p(%,)=h -a. 品 


这 一 定理 表明 ,在 讨论 儿 的 收效 性 时 ,对 于 松弛 因子 四 来 说 , 仅 
须 考虑 的 取 值 范围 是 
-wl<1 或 号 成 0<w<2. (4.8) 
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8.4.5 定义 ”方程 组 (1.1) 的 分 正 形 式 (1.3 如 的 迭代 格式 
A __ 4 


+ 小- > A, Co) 一 > 4 (co 为 +650D 一 4 co ， 


i j=i+ 


i= ,7m, k=0,1,2,.…: (4.9) 


称 为 求解 块 方程 组 (1.38) 的 块 SOR 选 代 法 . 

采用 分 块 记号 (1.32)(1.36), 选 代 客 式 人 4. 甸 的 矩阵 形式 仍 如 同 
(4.2). 其 磷 代 系 阵 称 为 相伴 4 的 分 块 形式 (1.32) 的 块 SOR 矩阵 ,形式 
上 仍 如 同 (4.3). 
8.4.6 定理 设 4e 民 ”是 对 称 和 矩阵 ,采用 分 块 记 导 (1.32)-(1.36), 且 
设 吕 是 正定 的 , 则 块 SOR 迭代 法 (4. 男 收 敏 的 充分 必要 条 件 是 4 为 
正定 的 且 

0O<m<2. 
此 定理 是 8.4.2 和 8.4.3 的 直接 推论 . 


8.5 对称 逐 次 超 松 弛 (SSOR) 和 迭代 托 阵 


8.5.1 定 久 设 4eC2 分 型 为 
A=M —N,, 


上 - 
M,= oCG-@) (p-elc, +Cy)+wCD Co] 
1 
= DPD-aoC, DD (DD- oC,), 
joc)p"(D-o0) 
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N= 1 (1 -oF p+ol -woXc, +C,) 


” of- 十 


+ozC;DTC，| 


-or+oc)p "(ojproc) 


C5.1) 
其 中 心 e 民 ,9 关 0, 称 为 松弛 因子 ;记号 DD,Cj ,Co,L,U 的 定义 见 
8.1.10. 并 没 矩 阵 44 ,是非 奇异 的 . 
先 代 格式 


(DPD-wc, jx =(0 -wD+oC, rt + ow, 


(D- wo,, Je ={0 -wD+ wc, je + ep, 
k=0,12,... (5.2) 
称 为 求解 方程 组 (1.1) 的 对 称 逐 次 超 榨 驰 (symmetric successive 
overelaxation) 选 代 法 , 简称 SSOR 迁 代 法 . 
记 其 迭代 矩阵 为 多 ， 
兄 = 杂 = 和 总 
2 =(7 -0U)'(oL+ (0)), 
w=-oL) (ov + -oy), (5.3) 
其 中 儿 就 是 (4.3) 给 出 的 SOR 选 代 惩 阵 , 多 称 为 相伴 和 矩阵 4 的 
SSOR 窍 阵 . 
8.5.2 定理 设 4E 妥 ”是 对 称 正 定 扎 阵 , 则 当 Q< 和 < 过 时 ， 
pl)= pMN, )<1, (5.4) 
SSOR 迭代 法 (5.2) 收 敏 . 
证 由 于 有 4 为 实 对 称 算 阵 ， 
D*=D, C=0,, 
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Mi +N,=— (PD -wc )D "(DpD- oC,) 
of2 一 中 
+( -op+oc)p "(0)p+oc,) 
(5.5) 
注意 到 4 正定 蕴涵 也 正定 和 {D - wC;》= DD 一 wC, 非 奇异 ,容易 
看 出 当 0 < <2 时 MM' + NN, 是 正定 的 .于 是 , 依 8.1.7 的 (1), 即 得 
(5.4). 

再 应 用 8.1.3, 推 出 SSOR 选 代 法 (5.2) 收 化 ， 口 
8.5.3 定理 ” 设 4e 恨 “是 对 称 答 阵 , 厂 是 正定 的 , 且 存 在 we (0,2) 
使 SSOR 和 迭代 法 (5.2) 收 敏 , 则 了 二 是 正定 的 . 

证 注意 到 成 并 (5.5),M'+N, 是 正定 的 ,又 恢 8.1.3, 有 
PMMATN, ]< 1 内 此 , 依 8.1.7 的 (2), 4 是 正定 的 . 口 


8.6 加速 超 松弛 和 对 称 加 速 超 松弛 选 代 和 矩阵 


8.6.1 定义 设 4AeC” 分裂 为 
A=M,,—N,,; 
M,, -lp-_Zce,, 
Cy 《人 
N =-2 p12 


和 Cr 十 人 or， (6.1) 
wD 加 


其 中 yy,w eR,w 关 0, 称 为 粮 弛 因子 ;记号 DD,Ci,C,L,U 的 定义 
见 8.1.10. 并 设 和 矩阵, 。 是 非 奇异 的 ， 
迁 代 格式 
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(Dp -7C jx =(1 -wo)D+(w -7)C, + oC ba + wb, 
k=012:... (62) 
称 为 求解 方程 组 (1.1) 的 其 速 超 梭 弛 (accelerated overrelaxation) 适 代 
法 , 简称 AOR 选 代 法 . 
记 其 先 代 矩阵 为 世 , (4)， 
TA)= MN 


rw TF 
=(D-7CT (0-opP+(0-7)C, +oCe) (63) 
称 为 相伴 矩阵 4 的 AOR 知 阵 . 
迁 代 格式 
(pc 0 op + 7) toc ht 40, 


-IC -00D+ on + oc +os, 
天 = 012…， (6.4) 
称 为 求解 方程 组 (1 的 对 称 加 速 超 松 驰 (symimetrie accelerated 
ovelrelaxation) 选 代 法 ,简称 SAOR 帮 代 法 . 
记 其 选 代 和 矩阵 为 多 。{ 人， 
F(A)=%, (A) ,(4): 
% (A)={D-1C0 7 (oP +r(e -rc, +oC,), (6.5) 
其 中 人 {4) 是 AOR 甜 阵 (6.3). F(A4) 称 为 相伴 箱 阵 4 的 SAOR 和 矩阵 
AOR 人 磷 代 法 是 一 类 广泛 的 选 代 法 .特别 ， 
当 y = 0,@w = 1 时 , AOR 法 就 是 Jacobi 迭代 法 . 
当 y 二 人 二 1 时, AOR 法 就 是 Gauss-Seidel 迭代 法 . 
当 y = 媚 时 ,ADOR 法 就 是 SOR 和 迭代 法 ,SAOR 法 就 是 SSOR 夺 代 法 ， 
8.6.2 定义 设 4=[Io]sR ,集合 
Q(4)= {8 =[b,jeR™” :网 | = layli, f= L,.-,n} (6.6) 
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称 为 4 的 等 机 矩阵 集合 . 


8.6.3 定理 设 4=[ajljeR”™ ,ay 0,i=1,…,n; J 是 相伴 4 的 
Jacobi 碗 代 和 矩阵:0 <y < 则 下 列 三 个 条 件 等 价 : 
(1) A 是 H- 和 矩阵 . 


(2) “romneynoele 2 jz 
1+ pl 
PE 2 G))< 1. 


(G3) 对 于 任意 的 Ge Q(4 naelo a) 


p(B,G)<1. 


证 记 
D= diag(a,,,: 人 a,, )， C=D-A, 
则 ,7 = DIC. 
先 考 虑 4 为 不 可 约 矩 阵 的 情形 . 
先 证 (1 草 涵 (27? 和 (3). 此 时 , 4 是 H- 算 阵 .从 下 述 证 明 可 以 看 出 不 
妨 假 定 G= 4. 
因 4 不 可 约 , 故 |=|D "上 C| 是 非 负 不 可 约 和 矩阵 . 依 4.2.4, 存 在 


X= (i.…,，】 eRR",x > 0, 使 得 


pc -st en 

令 
O = diagfzr ), 4=k,]= 42. 
注意 到 
D = diag(a ij)= DO 

和 

C=D-A4A=C0O 
从 (6. 妨 得 
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ll= plJh)a,l, 一 "天 ， 
另 一 方面 ， 
2 
其 中 ， 
M=D-y,, 
N=-(1-w)Pr(w-7)C, +owc,.; 
Ci:=C.0, €,=C..0. 
依 定 理 假 设 ,有 
DO<y< 2 ， 
1+ p( |) 
又 依 8.2.4, p<1. 
于 是 从 (6.8), 有 


和 2 总 | - 
他 | -7 之 加 | >|a,| roe 
1 
ey 1- 冯 | 
1 ~ ~ 
> BT 
2 | ， 
-A elo, {= . 
这 表明 1 是 严格 对 角 优 势 矩阵 


利用 8.1.8 及 (6.9)， 


pO 0) 
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aa aa ea 


(各 
-ola,l+ (wm— 7 |+o > | 


-| 机 


全 Ha. 
[EA 


la,| 
.1 
山 一 dj 十 op( 几 和 | 本 ”了 二 | 
周一 7 之 全 
入 
<h-o+eolHl) <1. (6.10) 
最 后 两 个 不 等 号 基于 : 当 正 数 4,b,c 满 是 4 >c 和 a 之 bb 时 ,成 立 
b-e -Ce b 
立 一 5 a 
至 此 证 明了 在 条 件 0 < 四 < 下 有 一 @|+ wp 中 <1. 欠 
此 (成 立时 何必 成 应. 
相仿 可 证 
p(%,(A))< 2%.{( 记 <h~-ol+op(|)<1. 561D 


综合 (6.1 全 和 (6.11, 注 意 到 
F(A4)=0°%,(A)Q, 


p(2,(4)= po 人 (起 < 李 (让 
= 他 (ws( 4 


<(h-al+ wl <1. (6.12) 
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因此 (1 成 立时 (3) 必 成 立 ， 
现在 , 反 过 来 证 明 (KU 不 成 立 则 人 和 (3) 必 不 成 立 .此 时 ,4 不 是 于 
和 矩阵, 取 G = of 机 即 几 的 比较 矩阵 , 则 人 是 荆 -矩阵 但 不 是 开 和 矩阵 . 
依 8.2,4, 必 有 p( 四 >1 .天 此 ,从 (6.8) 得 
a,|< Pal, i (6.13) 
j= ji 
(&|>0, i=L.,n, 
故 可 取 充 分 小 的 y > 0 ,使 得 
J 一 1 用 
地 | =- 2 >0,，|a|-y 2 局 > 0， 
j= j=i+ 
i=L- nh (6.14) 
令 
= Bl-zxle,l, N= (1 -四 ]| 可 + (@-r)C + olc,, 
而 且 
ty 三 ef af Ne， 一 el 多。 ex( ,7 =,-…,n, 


其 中 eX(4 是 的 比较 矩阵 . 依 8.1.9, 并 利用 (6.13) 和 (6.14), 对 于 任 
意 的 


2 
or J | 
有 有 


pls(Gj= poEoGeu(d) 
-pl pn) 


nm 
>min 》 六 
lsisn 全 
产 
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(0Q- ma,|+ (w - -nal+o Dh a | 


>min 一 一 一 一 一 二 一 一 人 一 > 1. (6.15) 
| [8,|- ro 


这 样 ,证 明了 条 件 (0 不 成 立时 存在 GE 02(4) ,满足 


0O<y<w< . 
l+p J 
但 p( (4))> 1, 即 条 件 (2) 不 成 立 . 
相仿 , 令 
uj 三 6 %, (A (A))e, i,j = n 
可 证 
min Pu, >1. (6.16) 
再 记 


Bb,=e'%, (oY (A))E, (A (A)e,, j=leeen. 
依 8.1.9, 并 利用 (6.15) 和 (6.16), 得 
pF,(6)= pl (A)= 0p, x(t) 


= mm 二 = -mn > Pu, 
-2 

, 
EA 
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这 表明 (不 成 立时 (3]) 必 有 不成立. 

至 此 ,对 于 4 不 可 约 的 情形 证 明了 定理 . 

下 面 考虑 4 可 约 的 情形 .采用 通常 的 处 理 方法 :将 4 的 所 有 
零 元 素 普 换 为 6 ,所 得 矩阵 是 不 可 约 的 , 记 之 为 4., 这 样 便 可 把 有 
关 不 可 约 矩 阵 的 结论 应 用 于 4 ;然后 ,利用 和 矩阵 的 连续 性 质 ,从 4 
引出 4 的 相应 结论 .在 这 里 ,套用 如 此 模式 并 不 困难 ,因而 只 以 推 
证 人 ) 划 涵 (2) 和 (3) 为 示范 , 推 证 (D 不 成 立时 (人 和 (势必 不 成 立 则 寥 
作 练 习 . 

由 于 4 是 下 矩阵 , 依 8.2.4, 有 pl 用 < 1 其 中 了 = DC 是 相伴 
辽 的 Jacobi 第 阵 . 义 4 的 对 角 元 素 均 不 为 零 ,相伴 4 的 Jacobi 矩阵 
必 形 如 J = DD 7"C,. 鉴 于 特征 值 连续 地 依赖 于 答 阵 的 元 雪 , 当 
5 地 0 时 ,有 
因此 , 必 存 在 5 >0, 使 得 当 0 < <5 时 ,p(7 
8.2.4, A 是 了 -和 矩阵 .于 是 , 当 


2 
O<é<e, "SY S01 
l+ pl 


时 ,对 4 仿照 (6.10) 和 (6.12) 的 推导 ,有 
pg (4) <h -ol+ op(y,) (6.17) 


pl2, {4s -ol+ op(y.)). (6.18) 


. 2 
l+ ol. 


此 


)<1 .这 样 , 仍 依 


和 


E， >0,6 SSE 使 得 当 D<eE<e 时 ,有 
2 2 1 2 


2 
1+ pol/ 
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从 而 , 当 0 < 5 < 5 时 ,(6.17) 和 (6.18) 成 立 .进而 ,在 (6.1 和 (6.18) 中 令 
50, 得 

pS ld) sh -ot op()<1 
和 


pl(Z (4A))< (1 一 圳 + op 人 六 <1. 
至 此 ,对 于 4 可 约 的 情形 ,让 了 明了 (0) 绚 遂 (2) 和 (3)， 口 
8.6.4 推论 设 4 是 严格 对 角 优 势 矩阵 或 不 可 约 弱 严格 对 角 优 势 宗 


阵 .0 < < < 一 ,其 中 J 是 相伴 4 的 Jacobi 矩阵 则 对 应 
1+ pi 人 


的 Jacobi,Gauss-seidel,SOR 和 SSOR 沈 代 法 都 赴 收 人 敦 的 . 
证 直接 从 4.7.5 和 8.6.3 推出 . 口 


8.7 ” 算 阵 的 正则 分 烈 


8.7.1 定义 设 4eR”,4 = MH -AN 称 为 矩阵 4 的 正则 分 列 , 如 果 
(D M e 民 ”是 韭 奇异 的 且 M >0; 
(2) NN eR” 是 非 负 的 . 即 和 N >0. 
4= MM 一 NN 称 为 矩阵 4 的 弱 正 则 分 裂 , 如 果 
(1) M >0, 
(2) G= MIN >0. 
8.7.2 定理 设 4=j- 交 是 矩阵 过 的 正则 分 型 , 旦 4 >0,， 则 


4 
+N)=—2 1, 7.1 


迁 代 格式 (1.7) 收 伍 ， 
证 根据 定理 的 假设 ,有 
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G=M N={A+N) N=(I+F) F, 
F=sA'N. 
而 且 G>0, 严 >0. 依 44.2,p(G) 是 G 的 特征 值 , 且 存 在 相应 的 非 
负 特 征 向 量 ， 
细 一 方面 , 若 x 是 F 的 相应 于 特征 值 了 的 特征 向 量 , 则 
fx=m, Gx=(I+ FFx=— ox. 
】 十 了 


这 表明 广 也 是 忆 的 特征 问 量 ,对 应 的 特征 值 为 


= oo (7.3) 


{7.2) 


反之 ,车 4 是 G 的 特征 值 ,Gz = + FF) Fz= yz, 则 
Fz = ul + Fz ， 
由 此 ,推出 疡 关 1, 从 而 
Fz= 4 z 
l—x 

这 样 ,仍然 得 出 特征 值 关系 式 (7.3). 

现在 取 x 是 G 的 相应 于 p(G) 的 非 负 特 征 疝 量 .由 于 下 也 是 非 
负 和 矩阵 ,下 对 应 x 的 特征 值 7 必 为 非 负 数 . 显 然 ,对 十 f 宇 0， 

zj 人 + 了 

是 单调 递增 的 ,因此 选取 = = pl) 时 (7.3) 中 的 雪 在 AG) 中 按 模 这 
最 入 值 , 即 成 立 


二 他. 


__p(F) 
Pp(G)= TH 
由 此 式 直 接 看 出 p(G)< 1, 从 而 (7.0 得 证 ,再 依 8.4.3, 迭 代 格 式 (1.7) 
收 敏 . 口 


8.7.3 推论 设 4eRR” 是 Stieltjes 入 阵 ,A4 = 一 NN 是 4 的 正则 
分 裂 ,其 中 入 是 实 对 称 的 , 则 
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eo 


An 


证 依 4614 有 4 关 D, 从 而 (7.1) 成 立 .因为 4 和 六 都 是 实 
对 称 入 阵 , 依 3.6.9, 有 


p(47)=]4 ,plN)=|NL,, 


<1. (7.4) 


所 以 
pA N)< | N), < Il = et)otw) 

由 此 并 从 (7.DD 及 5 > 0 时 zj(1+7T) 的 单调 性 即 得 (7.4). 口 
8.7.4 定 理 设 4e 民 ”是 M- 和 矩阵 ,MM 是 从 卫 普 某 些 非 对 角 元 素 为 
零 而 得 的 矩阵 ,并 令 入 =M 一 4, 则 4= 放 一 N 是 44 的 正则 分 列 ， 
市 且 PMIN)< 1. 

证 直接 从 4.6.6 的 (03 和 人 .7.2 推出 . 口 
8.7.5 定理 设 4eRR”“, 4 >0. 尺 设 

A=M, -N=M,-N, 
是 4 的 两 种 正则 分 裂 ,满足 和 N, > Ni > 0 而 且 排除 等 号 ( 即 N, 和 
AN 一 N 均 非 零 矩阵 ) 则 
1> pM7'N,)> plM iN,)>0. (7.5) 

证 应 用 (7.1), p(M TN) 是 关于 p(4:N] 单 调 递增 的 ,因此 只 

须 证 明 


p(A7N,)> ol )>0. 07.6 
因为 入 , > >0 ,排除 等 号 , 旦 4 ”>0, 有 
A'N,>A'N,>0, (7.7) 


且 排 除 等 号 . 
先 考 虑 47N, 是 不 是 约 的 情形 .由 (7.6) 看 出 , 471N, 从 而 


(47'N,) 也 是 不 可 约 的 . 依 4.2.4, 存 在 x,yeR”,x>0,y>0， 
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成 立 
(AN = p(47 N.Y 
和 


(A'N,) y= p{A'N,)y 或 y (AN,)= p{ A N, )y" ， 
由 此 以 及 (7.7) 并 排除 等 号 ,有 
y! (42, )x = p{AN, jx 
>y (LN )x = p(AN )y'x >0., 
此 式 因 JEBRR, yxr>0, 故 等 价 于 (7.6)， 
现在 先 考虑 4 NW, 是 可 约 的 情形 .鉴于 4 >0 且 Ni >0, 如 
果 A1N 的 仁 门 -元 素 为 0 ,那么 W 的 第 了 列 元 素 必 全 为 0. 因 此 
必 存 在 置换 矩阵 了 e 民 ”" ,使 得 
~ [fo 8 
P(A'N, )P’ -| 外 
其 中 
C ER C>0, 甩 ER ,及 >0. 
并 且 由 NN) #0 得 知 1<r<sn-1. 依 4.2.4, 存 在 忆 的 相应 pfC] 的 
特征 向 量 ve 民 ”,v > 0 ,成 立 
Cy = p(Ch. 
由 于 
P(A NW)=p(P(AN)P')=p(C)>0, 
容易 看 出 ,可 取 P(47N, )P' 的 相应 p(47N, ) 的 特征 向 量 为 


u 1 
显然 ,x > 0. 另 一 方面 ,从 [7.7 有 
P(A'N, ]P' > P(AN, )P' >0. 
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= MT A 


注意 到 
p{AN, )= p(P(AN, )P ) 
依 4.4.2, 存 在 y ER”,y20,y 了 人 避 , 使 得 
T 
(P(A°N,)P") y=p(AN, )y 
或 
y {P(AN,)P')= p(A'N, 用 于 
于 是 
(P(4N )P! )x = p{(A'N, jy 
>y (P(AN)P')x=p(47N,)y'x>0. 
此 式 仍 有 yx>D0, 故 仍 等 价 于 (7.6). 口 
8.7.6 推论 设 4eR”™,A4 >0,4=M 一 Ni=a ;一 AN 是 4 
的 了 栈 种 正 风 分裂, 满足 克 , > N >0 而 且 排 除 等 号 , 则 存在 渐 近 收 敏 
速度 不 等 式 
RUdTAN)> RON }>0. (7.8) 

证 从 (1.14) 和 {7.5) 和 直接 推出 , 口 
8.7.7 推 论 设 4e 了 ”是 不 可 约 的 Stieltjes 矩阵 ,MM, Ee 了 
均 由 置 4 的 某 些 非 对 角 元 素 为 零 而 得 ,而 及 4= M, - N 和 
4= ML -和 ,满足 N, > N >0 排除 等 导 , 则 

0< plMTN)j< p(M7'N,)<1. 

证 从 4.6.14,4.6.4,8.7.4 和 8.7.5 直接 推出 ， 口 
8.7.8 定理 设 4eR* ,4=71-B, 其 中 B= 上 +U 非 负 不 可 的 
的 站 笋 矩阵 .志和 妆 分 别 是 严格 下 和 上 三 角 和 矩阵 , 则 (4.3) 的 SOR 秆 
阵 22 对 于 所 有 0 < <1 是 收 化 的 ,而 日 当 

0O<w <w, 1 


=" 531+" 


0< pl®, j< pl®, }<1, (7.9) 


并 因此 
R(%, )< RS (7.10) 
证 定义 
A=M,-_N,, 
其 中 依 (4.1)， 


1— 
M,=LIL, NWN,= ?rrv. 
他 他 


根据 定理 假设 ,显然 ,对 于 所 有 0< 包 S1 来 资 ,4= 杂 一 六 是正 
则 分 像 ; 而 且 


A=I-B, B>0, plB)<1. 


依 4.6.5 的 ( 坟 和 (G3) 等 价 , 知 A>0. 另 一 方面 ,容易 看 出 , 当 
0< wi < 外 , <1 时 ,有 0 < Ns < AN。 , 且 排 除 等 号 .这 样 ,应 用 8.7.5 


和 8.7.6 即 得 (7.9) 和 (7.10). 口 


8.8 交替 方向 隐 式 迭代 (ADD 生 阵 


8.8.1 定义 设 4eC” 分裂 为 
A=H+r. (8.1) 
方程 组 (1.1) 即 4x = 声 可 以 写成 如 下 一 对 等 价 方程 组 
(H+riir=(r{—V)x+b, 
(V+rijx= (ri-H)x+b, 
引入 选 代 格式 


reR,r>0. (8.2) 


1 
(H+ ,1 | ={r, ,1 -Vx +b, 


1 
(V+nd)x =(n,1— a +b, 
k=0L2... (8.3) 
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其 中 天 称 为 加 速 参数 ,(8.3) 称 为 求解 方程 组 (1.0 的 Peaceman- 
Rachford 隐 式 交替 方向 选 代 (implicit alternating direction iterative) 
法 ,简称 ADI 法 . 

记 其 迁 牧 矩阵 为 全 ， 

T= +r) (rr HUH+rIV (Ir) (8 

称 为 相伴 算 阵 4 的 Peaceman-Rachford 矩阵 . 

交替 方向 法 一 闻 源 于 形 如 (8.) 的 迁 代 格式 最 初 是 为 数值 求解 
偏 微分 方程 问题 而 设计 的 . 

考虑 以 如 下 Dirichlet 问题 为 模型 问题 : 


Aulx,y)= Ar) (xy)en, (9) 
u(x,y)= g(x,») (x,») e842, 
其 中 

Ac 区 
而 


={x :Ox p< 

是 单位 正方 域 ,002 是 人 2 的 边界 ,了 和 g 是 已 知 函数 . 

以 等 步 长 h = 了 天 ,通过 水 平方 向 (平行 于 x 轴 ] 和 垂直 方向 (平行 
于 了 了 轴 ) 两 组 网 格 线 ,将 正方 域 忆 剖 分 为 若干 正方 形 网 格 , 其 结 点 为 

(ih, jh), j= 0 m. 
然后 ,在 每 个 内 部 结 点 协 , 六 }(1<i,j< mm 一 1) 处 以 中 心 差 商 通 近 
偏 导数 ; 
Aulih, jh) 
_ (+ 1)n, jh)— 2u(ih, jh)+ u(t —1)a, jh) 
ha” 


Mh + 8) 2u(h, jh)+ uh, UV -1)h) (8.6) 
再 
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这 样 ,问题 (8.5) 近 似 地 离散 成 
— Aulih, jh)= f(ih, jh) (ih,jh)e®!, 
ulih, jh)= glih, jh) (ih, jh) e002. 
对 结 点 加 以 适当 的 编导 之 后 ,(8.7) 可 以 写成 如 下 形式 的 线性 方程 组 : 
A = 0,, (8.8) 
其 中 轴 是 4={(m 一 1 阶 方 阵 ,其 每 行 至 多 有 5 个 非 零 元 素 ;wi 是 
会 个 分 量 的 待 求 向 量 , 其 分 量 是 待 求 的 
ulih, jh), Ww(ih, jh)el. 
实际 计算 时 得 到 的 是 每 个 ww( 沪 , 冯 ) 的 近似 值 ;5 是 由 和 g 确定 
的 已 知 向 量 . 
注意 到 (8.6) 所 含 的 两 项 ,其 前 一 项 是 沿 水 平 网 格 线 的 ,后 一 项 是 
河 垂 直 网 格 线 的 ,因此 可 将 4 分裂 成 相应 的 两 项 
4, = H, +V, 
从 而 采用 形 如 (8&. 习 的 迁 代 格式 时 ,其 第 一 个 方程 是 沿 水 平 网 格 线 求 
解 ,第 二 个 方程 是 沿 垂直 网 格 线 求解 ,两 个 方向 变 替 进行 . 
8.8.2 定理 设 五, 六 <C ”是 自 件 半 正 定 矩 阵 , 而 且 两 者 至 少 有 一 
个 是 正定 的 , 则 对 于 任何 yr > 0 ,由 (&.4) 确 定 的 Peaceman-Rachford 咎 
阵 站 是 收 敦 的 . 
证 只 须 推 证 p(T, ) < 1 ,考虑 
T={V+a)r (+r). 


(8.7) 


依 (8.4)， 
T= HAH+rIN (rr -rN +r),, 

于 是 ,由 全 相似 于 了 ,有 
plr.)= pl )< 


s|G1- HAH + Ler-rXr rn) . 9) 


宇 
2 
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根据 假设 , 吾 和 大 的 特征 值 都 是 非 负 实数 ,不 妨 设 刀 是 正定 的 , 则 其 
特征 值 还 是 正 数 .用 4 表示 百 的 特征 值 ,x 是 相应 的 特征 向 


量 , =1.…,4 .从 
Hx,=Ax, i=L.,n, 
推出 
I- H)x,=(r-d)x, i=l,.,n 
和 
(H+riy'x, = 1 Xx, i=1,*,n 
7 十 4 
因而 ,G7 一 太 H+ 江 ) 的 特征 值 为 
r—A ， 
-7=1,'n. 
r+ 


注意 到 (x 一 日 KH +r1) 是 自 伴 的 ,而 且 
r>0,4 >0, i=L..,n. 


依 3.6.9, 有 
1 7 一 由 
|ez=- HAH+r) | = max rp <1. 
类 似 的 论证 应 用 于 
IV +r). 
注意 到 六 的 特征 值 可 以 为 零 ,有 


-rr sl 
综合 (8.9),(8.10) 和 (8.11), 得 p(T ) < 1. 


(8.10) 


(8.11) 
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9 年 阵 困 数 和 轴 数 矩阵 


9.1 年 阵 和 郴 数 


2.1.1 引言 ”从 其 余 各 章 可 以 提取 许多 形 如 
Co 下 CCP (1 

的 映射 ,它们 依赖 于 rn,n, p,q 的 值 以 及 对 应 关系 .例如 

(DC 一 CC 了 (4)=trd 是 4eC” 的 迹 . 

Q) fC” 一 Cf(4)= det 4 是 deC” 的 行列 式 . 

G) fC” 一 Cf(4}=vec4 是 由 4 eC 的 列 连接 
而 成 的 回 量 . 

(人 fC OC™™, f(A)= A4°. 

5) fC oC"”, f(A4)= A*4. 
(0) :IC cl 了 (4)= Ci(4) 是 4eC”” 的 第 
大 合成 矩阵 . 

0 fC™ 一 C™m 了 (4)=A@B 是 矩阵 4eC”* 和 外 
阵 BeC” 的 Kronecker 积 . 

(8) Cr CC” ,f(A4)= 4o 4 是 矩阵 4eC”” 和 其 自 
己 的 Hadamard 积 . 

(9) f :CO SC™,f(4)= Ya A ao...sa, EOD) 是 矩阵 


1 站 


4 eC" 的 多 项 式 ， 
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00 A:CC™,f(0)= 4A()=[a,()eC”” 是 以 消 数 为 
元 素 的 矩阵 . 

这 些 例 子 包含 二 种 情形 ; 

第 一 种 情形 如 (1) 和 (2), 值 域 是 数 集 , f 符合 传统 的 函数 概念 . 

第 二 种 情形 如 (10), 定 义 域 是 数 集 , 是 什 阵 值 (包括 向 量 值 ) 函 
数 ,其 矩阵 的 每 个 元 素 是 传统 的 一 元 复 或 实 变 景 ! 的 函数 . 

第 三 种 情形 如 余下 的 (3)-(9), 大都 是 矩阵 集合 到 矩阵 集合 (包括 
向 量 集合 ) 的 映射 ， 

无 论 何 种 情形 ,现在 常 一 概 采用 “函数 "一 词 .这 样 , 依 定义 域 来 
区 分 :第 一 和 第 三 两 种 情形 定义 域 是 矩阵 集合 , 了 可 称 为 矩阵 (的 ) 函 
数 ;第 二 种 情形 定义 域 是 数 集 , 矿 确定 的 是 以 通常 函数 为 元 素 的 放 
阵 , 可 称 为 函数 (的 ) 拭 阵 ， 

不 过 ,上 述 例子 中 的 了 都 是 依 已 有 概念 有 明确 定义 的 ,对 它们 
的 讨论 似乎 并 不 很 依赖 这 里 的 函数 观念 ， 

新 的 更 一 般 的 一 个 问题 是 :如 果 4 是 一 个 给 阵 , 卫 是 一 个 通 
常 的 一 元 实 或 复 值 函数 ,那么 f(4) 的 意思 是 需要 加 以 定义 的 ,应 
当 怎 样 来 进行 定义 呢 ? 集 中 考虑 C”” 一 fC” 的 情形 .这 种 情形 涉 
及 广泛 的 自然 函数 美 型 ,因为 它 包 括 着 当 了 是 多 项 式 时 ,可 以 按 
自然 方式 定义 相伴 了 的 多 项 式 矩 阵 函 数 , 当 /是 解析 函数 时 ,其 
窜 级 数 展开 是 多 项 式 的 自然 推广 ,从 而 可 以 建立 相伴 的 了 (4) 的 
概念 ,另外 ,对 于 不 是 多 项 式 或 者 不 能 用 军 级 数 表示 的 了, 则 须 另 
辟 蹊 径 , 并 且 已 利用 矩阵 4 的 谱 及 插值 多 项 式 给 出 了 (4) 的 一 种 

存在 其 它 并 非 基 于 多 项 式 矩 阵 函 数 的 关于 /(4) 的 有 用 概念 . 
例如 ,一 种 思想 是 矩阵 4 E 克 2 出自 连 续 积分 核 

K{so): {ablxta bo 
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的 离散 化 ,4 = fa,] = [天 (ce ,外 ,并 导致 考虑 核 的 (逐次 ) 罕 


天 (x,y) K(x,y), 
将 它们 离散 化 , 即 是 Hadamard 4。 A, 4。 4。A,…: 更 一 般 的 核 函 
数 了 (KK(%e)) ,产生 所 谓 Hadamard 矩阵 函数 


[ge,», ] -| )|. 
反 过 来 的 问题 是 考虑 形 如 
f(X)=4 
的 某 些 类 型 的 非 线 性 矩阵 方程 .利用 标准 型 ,矩阵 分 解 ,以 及 其 它 工 
具 来 求解 , 求 矩 阵 的 平方 根 (七 : = 4 ) 战 对 数 (e* = 4 ) 就 是 重要 的 
例子 . 

函数 (的 ) 矩 阵 41) = [ay(j 称 为 对 于 + 是 连续 的 ,可 积 的 ,或 
可 微 的 ,如 果 其 所 有 元 素 分 别 是 1 的 连续 的 ,可 积 的 ,或 可 微 的 函数 . 
由 此 出 发 ,建立 了 函数 宛 阵 的 衬 等 微分 学 ,导出 一 些 值得 重视 的 恒 
等 式 和 不 等 式 .特别 ,每 个 dl (是 多 项 式 的 函数 矩阵 4(。), 传 统 上 
以 4 为 参 变 量 , 称 攻 和 为 4- 矩阵 .有 一 系列 关于 4 -矩阵 的 基本 
结果 . 

更 进一步 是 讨论 4( 打 的 多 项 式 矩 阵 函数 f(A( 站 ,对 其 导数 的 
直接 表示 式 虽 然 不 难 计算 ,但 是 因 木 可 变换 会 有 很 繁复 的 形式 .因此 ， 
有 必要 考虑 f(A(1) 的 导数 的 - 般 公式 . 

9.1.2 定义 设 4EC”, 其 谱 为 
(有 = {4…, 生 :加 ,i 证 ， 


而 且 
m(f) =(t 4) (1.2) 
是 4 的 最 小 多 项 式 ,其 中 m, >1 是 4 的 扩 的 指数 ,=1…,5 .如 
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果 上 了 是 一 元 实 或 复 值 冰 数 ,存在 
A) ORM) FA, ), 
大 = 1 ,5， (1.3) 
则 称 了 为 定义 在 4 的 谱 4X(4) 上 的 函数 .(1.3) 称 为 了 在 4(4) 的 值 . 
显然 , 任 一 复 系 数 多 项 式 在 任 一 4 eC”" 的 庶 上 有 定义 .特别 ， 
有 4 的 最 小 包 项 式 在 AA)} 上 的 值 全 为 等 . 
9.1.3 定理 设 儿 ,…,4, 是 不 同 的 实 或 复数 ,而 mx,…, 区 ,是 于 整 数 ， 
及 三 了 | 十 十 纲 ，， 
设 玉 是 一 元 实 或 复 值 商 数 ,存在 
fHO(M), j=0, 一 1 
k=l..,5, (1.4) 
则 存在 唯一 的 次 数 < m -1 的 多 项 式 p(t), 使 得 
PIF)= SOW), =O 1 
=l:,s. (1.5) 
证 对 于 每 个 开 ,1< 大 < 和 ,确定 - -个 次 数 <m 一 1 的 多 项 式 


ABE 
PAGETLAG AG! (1.6) 
其 中 必 ,( 门 形 如 
Q(t)= 60 ta -htt ona) ,7 
Wi (1) 取 作 
1, $ 二] 
gx 人 -| | ( (1.8) 


r=]l ,rk 


tA1Y ,ss>l1. 


容易 看 出 ,对 于 任意 的 


C0 HE" Rpm, 1+ 
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Pi( 满 足 条 件 
Pi(4)= pO (4)=.= pe (4)=0, vizk. 

因此 ,多 项 式 

p(t)= p(t) + + p,(t) (1.9) 
满足 条 件 (1.5) 的 充分 必要 条 件 是 

pH)= FO), j=0b,m, -1; 
k=l,s, (LI0) 

根据 (1.6), PP (四 的 导数 


pg- 中 Cox， 
了 = = ,1,.: “ m,—l1; =1,',5. 
再 利用 (1.10) 和 (1.7), 有 


/O00)= ET pw) 
j=0b 1 k=b,s, (1.11) 
因为 对 每 个 固定 的 无， 
Wi(Ati)#0, 

所 以 由 (110D 从 了 =0 开 始 递 推 ,可 以 得 到 使 (1.10) 成 立 的 系数 
cuoaur asm .于 是 ,由 (1.9) 给 出 的 多 项 式 p{) 满 足 所 要 求 的 
条 件 (1.5). 

从 次 数 < mm 一 1 的 名 项 式 含 m 个 系数 及 (1.5) 正 好 食品 条件， 
可 以 推出 p() 是 唯一 的 .具体 让 明 留 作 练习 . 

(1 人 中 的 p(1) 称 为 Lagrange-Hermite 插值 公式 , 儿 ,…， 4 交 
为 插 秆 结 点 ,(1.5) 称 为 插值 条 件 . 

( Die PQ 的 ~ 般 表达 式 如 下 : 

pu 


* 人 


_ Tlie /0 -ly He-4Y 


业 =] j=0 六 dt’ TI 人 1 YY =1 


a a {= 


-让 中 pa- ) 0 (1.12) 
其 中 
Oa- 2 p= ET 


KkK=1,,8. (1.13) 


如 果 
mi 一 … 和 一 更 , =1, 
那么 s = im ,插值 条 件 简化 为 
pf jj= f(4,), k=1,,m. (1.14) 
插值 公式 p(1) 成 为 


二 4) )… 人 一 ) 
p 1}= f pl 1 二 . 
OE OG -AY i) 
(1.15) 

这 就 是 熟知 的 Lagrange 插值 公式 . 

插值 多 项 式 p{t) 是 叭 ~- 的 ,但 可 以 有 不 同 的 表示 形式 . p{f) 的 
又 一 种 表示 基于 函数 了 的 均 差 , 它 无 顷 区 分 播 值 结 点 的 相 异 和 相 重 
的 情形 . 
9.1.4 定义 ” 设 广 是 一 元 实 或 复 值 多数 , 放 ，…,X, 是 属于 让 定义 域 
的 实 或 复数 , 暂 日 假定 它们 是 相 异 的 ,但 最 终 允 许 有 相 重 值 . 
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A fA) f(4), 
Af(4,4,)=A (4 ,4,)= 
并 且 递 归 地 ， 
AAA 


二 AL ,A )— A fh ,Ai ,hi ) 
1 一 4 


FA) ) 
几 一 多 


1 人 2 


(1.16) 


E+1 


. k=l,m—1. (LIT 
外 84 0 ) 称 为 关于 结 点 所 ，…, 久 ,的 无 阶 均 头 . 
39,15 定理 次 数 < pn 一 1 的 多 项 式 
pl)= 8)+A ,Lh) 
+ 外 Fa ,NA Nt-1N—1)+. 
十 各 一 'f (4 一 厂 ) 人 一 1] (].18) 
满足 插值 条 件 (]1.14). 


证 显然 ， 
p(4)= 7(%). 


p(t )= FJ+A ,LA -1) 
= /(4)-(f(4)- 7(%)= 7f(4,). 
利用 数学 归纳 法 ( 留 作 练习 ), 容 易 推出 成 立 (1.14). 口 
(1.18) 称 为 Newton 均 差 播 值 公式 . 
根据 这 个 定理 ,表达 式 {1.18) 和 Lagrange 择 值 公式 (1.1$) 应 是 
相同 的 多 项 式 .特别 ,两 个 公式 的 1 站 的 系数 必须 相等 ,从 而 得 出 恒 
等 式 


而 且 
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AAA ) 
人 f(4) 
k=] (4 一 所 ) (人 一 A XA 一 Ms 一 1,) 
{1.19) 
由 此 得 知 :如 果 如 ,4 是 相 异 的 , 了 是 连续 函数 ,那么 了 的 每 个 均 
差 是 关于 其 结 点 对 称 而 且 连 续 的 消 数 . 
为 了 将 Newton 公式 (1.18) 和 Lagrange-Hermite 公式 (1.12) 联 系 
起 来 ,必须 考虑 怎样 定义 上 某 些 结 点 相 重 时 的 均 差 .由 于 结 点 相 异 时 均 
差 对 其 结 点 是 连续 的 ,要 保持 连续 性 ,有 结 点 相 重 时 均 差 的 定义 只 能 
有 一 种 方式 ,例如 
A f (4, )= lim AT f (4, ,hh ), 
(1.20) 


条 件 是 右 端的 极限 存在 . 
9.1.6 定理 设 了 是 实 或 复 值 函数 .如 果 上 了 在 单 连 通 开 集 忆 CC 上 
是 解析 的 ,元 ,…, 放 EeDD, 或 者 ,如 果 耻 在 凸 集 DDCCL 上 Kk--1 次 连 
续 可 逢 , 届 ,不在 瑟 的 相对 内 部 而 且 是 共 线 的 (特别 ,它们 全 为 实 
数 时 , 户 也 可 以 是 一 线段 ), 那 么 可 以 保持 连续 性 地 将 均 差 的 定义 扩 
展 至 允许 有 相 重 的 结 点 ;特别 ， 

AFL 


1 


(£1) 
Ce (4), 01.21) 


= lim Mf(4,, 4 )= 


a 
其 中 多 与 和 ,网 一 起 是 共 线 的 . 
证 如 果子 在 单 连通 开 集 忆 上 解 机 ,到 
TcoD 
是 严格 包围 点 4 .4 ，……,4 的 简单 可 求 长 曲线 .根据 Cauchy 积分 定 
理 , 当 帮 ，……4 和 丰 异 时 ,有 
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1 (di 
27i Tr(f—4).(t—h) 
f(%) 


上 
二 . 【1.22 
St -44).(a, -和 JU -Ar -41) 0 
再 根据 (1.19), 有 
A fh hh)=3 (Wa (1.23) 


了 一 二 六 (一 和 
注意 到 右边 的 积分 是 ,…, 黎 的 这 下 和， 
相 异 或 有 相 重 ,因此 可 以 用 (1.23) 将 均 差 定义 扩充 特有 相 重 的 结 点 . 
特别 


0 


现在 设 了 在 凸 集 D 上 率 一 本 4 共 线 . 
考虑 累 次 积分 
[3 (4， 下) 


= 人 CO + + 

+( 一 和 (1.24) 

这 一 积分 是 有 意义 的 ,因为 其 被 积 函 数 的 自 变量 是 届 ，…… 刀 的 凸 组 
合 .如 果 点 九 ,…, 4; 相 异 , 作 一 次 积分 ,得 恒等式 


(4 站 ,1 “， 4) 
Ni — 心 -1 


依次 对 天 一 2 天 ~ 3… 递 推 , 最 后 可 得 
看 (4 ,4 )= ji-A) 
i 一 1, 
将 这 些 恒等式 与 均 差 定义 9.1.4 比较 表明 4 ,4 相 异 时 ， 


p= AAA 
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注意 到 (1.24) 的 积分 是 娘 ……4 & DD 的 连续 两 数 ,可 以 用 
A -1 (4 ,) 
1 Ty Pr 1 
= f+ A) +: 
+(4 -4 ja “dr (1.25) 


将 均 差 定义 扩充 至 有 相 重 的 结 点 .特别 
Ac7( = 人 Gear dn 
Cant 4 
-全 7/ (2). D 


9.1.7 定 理 设 了 是 实 或 复 值 函数 ， 

如 果 上 在 单 连通 开 集 九 一 C 上 是 解析 的 ,信芳 = 五 ,由 (123) 定 

或 者 ,如 果 了 在 凸 集 姜 CC 上 闫 -1 次 连续 可 微 , 邹 是 五 的 相 
对 内 部 ,由 (1.25) 定 义 均 差 . 

在 以上 两 种 假设 的 任 一 情况 下 ,对 于 

册 ， 三 分， 
将 仍 由 Newton 公式 (1.18) 定 义 的 多 项 式 p{) 改 写成 
p(t)= 全 | (4 A 十 


tat(dy, A +o (dy, .26) 


那么 
(1) 所 有 均 差 和 (1.26) 的 系数 
AT 
是 元 ,…, 如 ,EE 人 急 的 连续 的 和 对 称 的 函数 . 
(2) 对 于 选取 的 点 丸 ，…-,4, ,车 允 许 其 中 有 相 重 的 ,并 且 设 
人 


是 其 相 蜡 值 ,A 的 相 重 数 为 rmi ,在 =1 8 ,了 | 十 … 十 职 , 一 天， 
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则 
pi )= fo, ), j=0,,m, -1; k=l,…,8. 
所 以 p{) 是 Lagrange-Hermite 插值 问题 (1.5) 的 解 . 

证 ”由 (19) 已 知 , 当 了 连续 时 ,对 于 相 异 的 4 ……4， ,了 的 每 
个 均 差 是 关于 其 结 点 对 称 而 且 连 续 的 .现在 ,根据 (1.23) 或 (1.25) 定 义 
均 盖 ,9.1.6 表明 ,在 有 相 重 结 点 时 , 仍 保持 其 连续 性 ;显然 ,连续 性 又 保 
证 了 保持 其 对 称 性 .因此 ,从 Newton 公式 (1.19) 经 展开 和 并 项 而 得 的 
(1.26) 的 系数 也 必定 是 连续 和 对 称 的 .结论 (1) 得 证 . 

基于 以 上 结论 ,可 以 接任 何方 便 的 顺序 重新 排列 妨 ,……4， 而 
不 会 改变 多 项 式 p(t) ,现在 ,将 和，…4 中 ,个 相 重 的 九 集中 排 
列 在 前 面 ,利用 (1.23) 或 (1.25), 有 表示 式 

p 人 -7 六 故人 


{1m —1) : 
十 了 Qi y™” + RO- A | 
Qn, -1) 
其 中 R(F) 是 多 项 式 .推出 
pH(4)= 0 ), j=0,1,.,m —1. 
一 般 , 如 果 将 歼 ,…,4, 中 1m 个 相 重 的 入 集中 排列 在 前 面 ,可 推出 


pO(4)= fH), j=0,b.,m, —1, 
结论 (2) 得 证 . 口 


92 ”多项式 矩阵 负数 


9.2.1 定义 ”存在 儿 种 关于 多 项 式 的 概念 及 其 相伴 的 多 项 式 第 阵 函 
数 的 概念 . 
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设 pfz) 是 通常 的 纯 量 值 多 项 式 ， 

P 人 (的 三 人 所 十 人 二， 
GZ EEC, (2.1) 

可 以 自然 地 定义 相伴 pl?) 的 生 阵 函数 p(4)， 

Dp(A}=a, 4A” +a, A + + a Atal, 
YAeC™”, (22) 
另 一 种 情形 , 设 P( 人 是 矩阵 值 多 项 式 ， 
P= A” + A ++ 4+ A,, 

A A eC™". (2.3) 


Hn 


可 以 自然 地 定义 两 种 相伴 已 (的 矩阵 函数 已 (4) 和 瑟 {4)， 
P(A)=A"A, +44 ,+."+AA +4,, 
vAeC”™ (2.4) 
P(A}= A,A”" + A A" i ++ A+ 4， 
vAel™” (2.5) 


显然 ,除非 4 与 所 有 系数 矩阵 4,,…, A, 可 交换 ,省 则 PG) 和 
已 的 一 般 是 不 同 的 . 

Pd),P(4) 和 五 ( 侨 的 计算 常常 可 以 简化 ,对 于 多 项 式 次 数 
形 比 抵 阵 阶 数 产 大 的 情形 来 说 尤其 如 此 .因为 依 Cayley-Hamilton 
定理 1.6.9, 络 定 矩 阵 4 < 他” 大 于 天 一 1 次 的 宕 总 可 以 表示 成 低 次 
罕 的 线性 组 合 ,因此 当 癌 > 一 1 时 , 形 如 (2.2),(2. 习 和 (2. 引 的 多 项 式 
函数 总 可 以 修改 成 至 多 包含 4,4:，…, 4” 的 表达 式 , 然 而 修改 后 
的 形式 依赖 于 矩阵 4， 
9.2.2 定理 设 4eC”, plt) 是 (2.1) 给 定 的 多 项 式 .并 设 


A= S37, 
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其 中 


了 一 . (2.6) 
0 J (1) 
是 4 的 Jordan 标准 形 ,J (4,) 是 由 关于 4 的 特征 值 色 的 车 于 
Jordan 块 组 成 的 n, xn 类 阵 ,7 二 1,…,s , 则 


pl (2)) 0 


p(A}=5 …. 3 ， (2.7) 
pm) 
而 且 ,-- 般 地 说 ,对 于 左 xK Jordan 块 J (4)， 
plJi(4)) 
Lr | i 1 {#1} 
pl2) tp'4) 二 pr) jp 
1 '. 1 ke) 
p(24) PT) 、 te (4) 
- plA) : 
0 ~ 
p02) Lpl) 
Pi 
(2.8) 
(2.7) 中 的 每 个 对 角 块 
pl (2) 
是 关于 4= 帮 的 以 形 如 人 2 人 的 矩阵 为 块 组 成 的 起 对 角 和 二 
阵 ,i = . 


证 根据 (2.2), 以 及 定理 的 假设 ,显然 成 立 (2.7, 因 此 ,主要 是 推 
证 (2.8). 


» dd" 


注意 到 
J (4)= ANU+N eC, 


其 中 WeCt 姑 是 无 次 守 堆 矩阵， 
0 1 0 


于 是 有 


由 此 推出 


最 后 的 表达 式 的 镍 阵 形式 即 为 (2.8). | 
特别 ,如 果 有 4 eC “可 对 角 化 ， 
A=SAS™, A=diag(41,…,4,), {2.9) 
那么 
p(4)=p(SAS™)= Sp(4)S™ 
ph) 0 

= . S71. (2.10) 

0 0,) 
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9.2.3 定理 设 上 是 C”” 上 的 矩阵 算 子 范 数 . 
(1) 设 p(t 是 (2.1) 给 定 的 多 项 式 ,并 设 


Pups (t)=|as le” ta sh” + ta + ao|, (2.11) 


lp(4+ E)- p(ANs pa. (Al+ leD- pe 
< 加 po 人 + vaE eC”™, (2.12) 
其 中 p'.(1) 是 p,, (人 关于 1 的 导数 . 
@) 设 B(4) 和 也 (和 分别 是 2. 必 和 (2.5) 给 定 的 矩阵 系数 的 多 
项 式 ,并 设 
Ps 的 三 | 4 从 二 全 二 4 十 ,人 233) 


则 


则 
lp(4+E)-P(A 


lp(4+E)- 2 < 已。 人 4+ 人 -Re 人 4 


<|ElP,. (4+|El), v4E eC™, Q.14) 
其 中 Pi. 是 PP 人 关于 tz 的 导数 . 
总 的 说 , p(1),P(4) 和 了 (4) 都 是 C” 上 的 连续 函数 ,在 C™” 
的 每 一 个 紧 子 集 下 上 是 Lipschitz 连续 的 ,也 就 是 说 ,对 于 每 个 如 此 
的 天 ,存在 正 数 工 ,使 得 
(8)- f(s LNB- AN, vABeKk, 0. 
这 里 用 了 代表 p,PP 或 P. 
证 三 种 情况 共同 的 基本 事实 是 二 项 式 (4+ EE》 的 非 交 换 的 


展 式 


为 了 便于 说 明 ,以 大 = 3 的 情形 为 例 : 
(4+ 本 = 人 +(U2BE+4E4+E4) 
+(AE’ + EAE+E:A)E’. 
由 此 ,并 利用 范 数 的 三 角 不 等 式 及 次 可 加 性 ,有 
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4+ Ey — 4s< HAT hal ael +hal 
=(4+leD) -1 
a+ Ey — As (a hel) -Al ,k=12,.. (2.160) 
因此 
lp(4+ E)- p(AN < < ED -I 

= Pubs ( 4 + 个 人 Po ( 才 
= 可 po 全 < 人 2 人 4 人 

其 中 
IA<e < rlal. 

以 上 不 等 式 蕴涵 p{4) 的 连续 性 . 


关于 在 紧 子 集 天 < 由 和 上 Lipschitz 连续 , 取 
ABeK, E=B-/h4, 
即 得 
|p(B)-— p(AN=te(4+ (8-4)- p(a 
<|8— Alp',. {Al+a— 人 Z 人 -种 ， 
其 中 =max{p'. 册 +18 一 :4.BeK}. 

(2) 的 证 明 相仿 . 口 
9.2.4 定理 设 plt] 和 rl(t} 是 复 系数 纯 量 值 多 项 式 , A EC , 则 
p(4A) =r(4) 的 充分 必要 条 件 是 p(t) 和 r( 和 ) 在 4 的 谱 久 4) 上 有 相 
同 的 值 ( 见 9.1.2). 

证 设 (1.2) 中 的 m( 站 是 4 的 最 小 多 项 式 , 令 

gt = pl)-r(e). (2.17) 

如 果 p(4)=r(4 4 那么 g(4)=0. 从 而 ,g( 站 可 被 (1) 整除 , 亦 

即 存 在 多 项 式 g(), 使 
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SC)= ?On 人， 
由 此 ,成 立 
Pa 人 )- ro] 一 ge ) = 0, i=0,1,.,m —1; 
EK=1,..,s. {2.18) 
这 表明 p( 和 xr(f) 在 (A) 上 有 相同 的 值 . 


反之 , 若 (2.18) 成 立 , 则 8 的 以 灰 为 m, 章 零 点 ,=1-…,s .因此 


g(f) 必 为 (1 中 的 mf) 整除 .鉴于 m(f) 是 4 的 最 小 多 项 式 ,推出 
8(4)=0, 等 价 地 , p(4)=7(4). 口 
根据 这 一 定理 及 9.1.3 可 以 得 出 这 样 的 结论 :对 于 任何 给 定 的 
AsC” 及 次 数 >n 的 复 系数 纯 量 值 多 项 式 p(1), 必 存在 次 类 

<n -1 的 多 项 式 x(1), 使 得 
p(4)=r(4). (2.19) 


9.3 非 多 项 式 知 阵 函 数 


9.3.1 引言 ”现在 考虑 对 于 一 般 的 一 元 复 或 实 变量 # 的 纯 量 值 连续 
性 函数 六 Jj 以 及 4 ef ,应 当 怎样 定义 矩阵 值 函数 FL ， 

似乎 很 自然 要 求 /(A) 是 4 的 连续 函数 ;而 且 如 同 (2.10) 那 样 ， 
当 4 可 对 角 化 , 4 = S4S ,4= diag( 厂 ,……) 时 ， 


fa) 0 
f(4)=8 …， SS . GB.) 
0 / (1) 
对 于 4 可 对 角 化 的 情形 ,(3.1) 是 否 给 予 了 f(A) 的 值 一 个 确定 
的 定义 ,或 者 说 它 是 否 依 束 于 4 的 特征 值 的 排序 或 对 角 化 的 相似 算 
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阵 呈 的 选择 昵 ? 
假设 t,…,t. 是 44 的 特征 值 密 ,…, 刀 ,中 的 不 同 值 ,省 设 4 的 在 
一 对 角 化 如 下 : 
A=TMT',M = diag(#,.…,4,), 
则 ya,…, 14 只 是 入 , ,和 前 一 个 不 同 排序 ; 另 一 方面 ,可 以 利用 
Lagrange 公式 (1.15) 构 造 一 个 次 数 和 3 一 1 的 多 项 式 p(i) ,使 得 
pli,)= AG)， i=1,",8. 
因此 
f(4)= Sdiag(f (4.)…, f(4,)5 7 
=Sdiag(p(4, )…, pl 5S” 
=Sp(A)S™ = plSAS )= p(4) 
= pMT™ )= Tp(M )r7 
= Tdiag(pl4).…, plp, 7™ 
= Tdiag(f Ga), f(T. 
这 一 结果 表明 (3.D) 给 定 的 (4) 的 值 与 用 于 表达 4 的 对 角 化 形式 
无 闫 . 
因为 可 对 角 化 矩阵 在 C”" 中 是 稠密 的 ,也 就 是 说 克 ” 中 任 一 
矩阵 痢 可 以 利用 可 对 角 屁 往 阵 序列 来 逼近 ,所 以 对 于 定义 C”” 上 的 
了 (A), 要 保持 连续 性 ,至 多 有 一 种 方式 (或 者 说 达到 一 种 结果 ). 只 要 
了 (站 足够 光滑 ,这 样 一 种 方式 是 确实 存在 的 . 
会 令 人 惊奇 的 是 : 当 闫 > 2 时 , (和 是 4eC” 的 连续 肖 数 这 
一 条 件 蕴涵 f(t) 必 是 可 微 的 . 
设 了 (0) 在 14eC 的 一 个 邻 域内 有 定义 .考虑 可 对 角 化 矩阵 
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4 1 
4 | seC, sz0. 


0 A4+E 
对 此 ,有 
4 =S,AS,, 
其 中 
4 0 
= . 
” k | 
而 


1 1 一 
， -| | 3 wk .| 
0 & aio0 1 
因此 ,对 于 充分 小 的 & 关 0 ,根据 (3.1) 的 要 求 ， 


-sO ok 


0 f(4+e) 


-| i 


E {3.2) 
0 f(A+e) 


由 于 


4 1 
4. 0=| | 当 E 一 0， 


0 4 
如 果 了 (4A) 在 A = J(4) 连 续 ,那么 f(1) 必须 在 t = 所 连续 且 可 微 ， 
而 且 f(J, (4 的 值 必 定 是 

f(2) 7 G3) 


/20)-w@/4)-| 7 


一 般 , 如 果 f(4) 对 一 切 n>2 及 在 任 一 4eC” 处 连续 ,那么 
了 (站 必须 是 一 个 解析 函数 . 
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现在 设 ji) 在 4 <C 为 中 心 具有 正 半径 的 小 圆 盘 内 解析 . 考 
虑 可 对 角 化 矩阵 


4.= | ] eC™ gz0.(3.4) 


0 A+(r-l)e 
必 存 在 非 奇异 矩阵 8 eC** ,使 得 
A=SAS, 
=S diag(4,4+6,.…,4+(X-1)e)S 7. 6.5) 
注意 : 
A 1 0 


A i 
4 — 1,(4)= -1 eC™ ,Me 20, (3.6) 


An 
J (44) 是 一 个 Jordan 沁 , 是 不 可 对 角 化 的 . 
对 于 充分 小 的 6 关 0, 设 py 的 和 已 和 全 是 Newton 捅 值 多 项 
式 . p, 人 满足 
pa (4+ (7 -De)= f(A4+( -De), j=L,k. 
疡 7 (人 满足 
PED)= 0), 7 
于 是 ,根据 (3.1) 的 要 求 和 (3.5), 
14)= SF FR +e f+ (kt -De)s, 
= 8, (ps (4) ps (4 + E)， “Pa (4 + (k 一 1jzjjz 
= pa (4,). (3.7) 
因为 
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Da (4, ) 二 {ps (4 )- Pa (A (0 


十 {P， (J (4)- pw CD)} + Pr (2)) : 
根据 9.2.3 和 (3.6)， 
Pa, (4.)-p, (4) =—0 ， 当 2 一 0， 
又 根据 9.1.7 的 (1)， 
Pa (J {4)) pal (4)), 当 & 0, 
所 以 
pa(A)> pot), Me>0. 0G9 
这 样 ,从 (3 和 (3.8) 得 知 , (4) 存 4 = (和 1) 连续 的 必要 条 件 是 
fi(2)= ps (i (0) 
[00) 7 §7 (WD 2 (0) 
f(4) f'(2) : 
= . -. " (3.9 
CD 
( (2) 
| f (1) 
经 过 以 上 概略 的 讨论 ,将 条 件 (3.9) 与 (2. 力 及 (2.83) 比 较 ,可 以 较为 
自然 地 引出 如 下 关于 非 多 项 式 和 矩阵 隙 数 f{4) 的 一般 定义 . 
9.3.2 定义 设 4eCQ”", 其 谱 为 
AA)={4,, 天， 
而 且 ,4 的 最 小 多 项 式 为 
m= 4) .4 Y, (3.10) 
其 中 jw; 之 1 是 4 的 特征 值 41 的 指数 ,= 1…s .并 设 
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4 = 六 1 ， = …. ， (3.11) 
0 


了 是 4 的 Jordan 标准 形 ,其 中 

Srin; l<s, 8 一 1 十 和 二 =n. 
每 个 对 角 块 J (4 是 特征 值 包 的 上 x Jordan 块 ,二 放 ,…,n, . 设 
了 是 DCL 的 实 或 复 值 函 数 ,A(4)ccD, 而 量 f 是 A(A)1: 的 函 
数 ,也 就 是 说 ( 见 9,1.2), 每 个 具有 指数 m, > 1 的 如 是 也 的 内 点 ,了 
在 是 可; 一 1 次 可 微 的 . 令 


A= sa 5 
0 A, 4.) 
(3.12) 
其 中 每 个 对 角 块 定义 为 
0) fA) 27 于 A 让 | 
1 AY 
Un)= 0 LF"(4) 
() 人 
上 f(4) 
(3.13) 
如 此 和 拖 阵 值 函 数 败 攻 称 为 租 伴 纯 量 值 干 函数 (stem functiom 广 的 
准 素 和 矩阵 函数 (primatry matrix function). 


从 定义 看 出 , 准 素 矩阵 函数 『( 4 ,对 于 取 定 的 4eC”", 仅 涉及 
干 函 数 了 在 4(4) 或 在 外 4) 附 近 的 局 部 性 质 ， 
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9.2.2 和 9.2.4 表明 , 当 f(t) 是 多 项 式 时 ,对 于 任何 4 eC”", 准 素 短 
阵 函 数 FL4) 和 (2. 匀 的 多 项 式 矩 阵 函 数 有 相同 的 值 ; 当 A eC 
可 对 角 化 时 ,无 论 /人 是 否 多 项 式 , 准 素 矩 阵 函 数 六 4 和 (3.0 有 
相同 的 值 . 
介 平 (是 多 项 式 和 4 可 对 角 化 两 个 极端 之 间 成 立 同 样 结论 
的 一 种 重要 情形 ,概括 成 如 下 定理 . 
9.3.3 定理 设 广 是 实 或 复 值 解析 函数 ,具有 知 级 数 表 示 
fE)=a0 +attat: + (3.14) 
其 收 敏 半 乱 r > 0 .如 果 4 eC”,p(4)<r, 那 么 矩阵 曙 级 数 
f(A)=al +a Ad+a,A’+.. (3.15) 
校 C”” 上 的 任 - -种 范 数 均 收 伍 , 而 旦 其 和 等 于 相伴 干 函 数 了 的 准 素 
矩阵 孙 数 (4). 
证 依 2.1.22, 存 在 C” 上 的 算 阵 范 数 周 使 得 上 <r. 由 此 推 
出 无 穷 级 数 (3.15) 关 于 Ce" 上 的 任 一 种 范 数 均 收 敏 .特别 ， 4) 的 
每 个 元 素 的 数 项 级 数 是 绝对 收敛 的 .如果 4 的 Jordan 标 准 形 由 (3.11) 
给 出 ,将 4 = &71S -代入 (3.14), 得 知 f(4) 满 足 (3.12). 最 后 , 仿 9.2.2 中 
的 计算 ,表明 


f (i(4)= D0)’ = F200) 


其 中 应 用 了 N = J (0),N* =0 ;这 正好 是 (3.13). 口 
9.3.4 定理 设 4eCQ”", 其 最 小 多 项 式 为 

Pi 全 = 让 一 石 六 人 一 不 三 ， 
刀 ，…, 妈 是 相 措 的 ,mk >1 ,天 = 1 …,8 . 设 广 和 中 是 定义 域 包含 点 
4 …… 几 .的 实 或 复 值 函数 .每 个 具有 严 ; > 1 的 是 了 和 gg 的 定 浆 
域 的 内 点 ,而 且 六 和 8g 在 丸 处 zm, 一 1 次 可 微 . 设 A(4) 和 g(4) 分 别 
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A 


是 相伴 干 函 数 f 和 g 的 准 素 矩阵 函数 . 则 
(1) 存在 次 数 <n 一 ] 的 多 项 式 p(t) ,使 得 


f(A4)= p(4), 
P( 人 ) 可 以 取 在 m(?)= 0 的 根 处 插入 了 及 其 有 关 导 数值 的 任何 多 项 式 . 
(2) 准 素 矩阵 函数 A(4) 是 有 定义 的 ,也 就 是 说 , f(A) 的 值 与 表 
示 才 所 用 的 具体 的 Jordan 标准 形 无 关 . 
(3) 对 于 任何 非 奇异 和 矩阵 了 了 eC" ,成立 
(477 )= (A 
(4) (4) 能 与 可 同 4 交换 的 任何 矩阵 交换 . 
(5) g(4A)= f(A4) 的 充分 必要 条 忻 是 
go (4)= f°), i=0, m1; k=l,,s. 
(6) 车 有 4=4 人鱼 … 命 4, 则 
f/(4)=/(41)®…® /(4). 
(7) 车 4 有 Jordan 标准 形 
J 人. je … 申 J (4 上 
其 中 


SSren; ls 9， 三] 有 十 十 大 一 并 ， 

则 f(A) 的 Jordan 标准 形 和 
jj) 和 BA 

的 Jordan 标准 形 相同 .特别 , (4) 的 特征 值 为 了 (%，)…, 4、) 代 
数 重 数 分 别 为 二 7. 

证 考虑 Lagrange-Hernite 公式 (1.12) 给 出 的 多 项 式 p(t), 
则 有 

pO(M)= 0 ), i=0b,m —l; 天 = 

比较 (2.7),(2.8) 和 (3.12),(3.13), 家 明 f(4)= p(4). 

为 了 证 明 (2), 设 

A= S11! = TIT, 
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其 中 了 和 了 是 4 的 Jordan 标准 形 .因此 ,存在 ( 块 ) 轩 换 矩阵 尸 ,使 得 
J = PJP7 根据 (3.12) 和 (3.13), 
f(7)=Pf(T)P' 
又 根据 (1), 存 在 多 项 式 p( 耻 ,使 得 p(/)= 了 (J 于 是 
(77 =7PF (TI) PT =(TP)p(T TP) 
=p((7P)(TP)" )= p(TPIP'T") 
= p(t )= p(4)= p(57S” 
= Sp(J)S™ = S(T)S™. 
对 于 结论 (3), 设 4A4= SA ,了 是 4 的 Jordan 标准 形 , 则 有 
TAT™ = (TS)A(TSY, 
从 而 
BA =TrCdr- 
结论 (4 可 从 (1) 推 出 ,因为 与 4 可 交 措 的 矩阵 必 与 4 的 任何 凶 
项 式 可 交换 

结论 (5) 直 接 得 自 定义 9.3.2. 

结论 (本 和 (7) 也 直接 得 自 定 尽 93.2. 只 要 把 约 化 直 和 为 Jordan 
标准 形 的 相似 矩阵 , 选 作 直接 约 化 被 加 项 为 Jordan 人 
伺 算 阵 的 直 和 和 . 

准 素 矩阵 函数 了 (4) 是 4 的 多 项 式 这 一 事实 很 重要 ,然而 同样 
重要 的 是 对 这 种 依赖 于 4 的 多 项 式 的 理解 .并 无 必要 存在 单 一 的 多 
项 式 可, 使 得 对 于 ACE) 有 定义 的 所 有 计 eC” 成 立 
p(X)= f(xX). 

例 考虑 /(1)= cost . 设 4eC” 的 最 小 多 项 式 为 
m(t)=(£—1) (2), 
依 93.4 的 (1), 任 何 多 项 式 p(1) ,只 要 满足 
pl)= /0)= co0s1, pAY)= /0)= -sinl 
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和 
pQ)= Fl2)= cos2， 
就 有 cos 4 = pp(4). 可 以 利用 Lagrange-Hermite 公式 (112), 取 


p(i) es ‘SC | 


ft—2 


ol 


=(t—2H- cosl+(sin1l—cos1i)t—1)+(t -1Y cos2. 

这 是 2 次 多 项 式 ,对 于 最 小 多 项 式 为 (一 1) (f 一 2} 的 阶 n =3 的 任 
何 和 矩阵 4eC”™ ,成 立 p(4)= cos4. 蚂 然 ,对 于 最 小 多 项 式 为 
一 1 (f 一 2) 的 因子 的 4e 人 CQ”, 也 成 立 p(A)= cos 4. 
9.3.5 推 论 设 4eC” ,六 和 和 g 潢 是 9.3.4 的 假设 , 则 

0) 和 如果 (j=c,ceC, 屠 么 f(A4)=cl. 

(2) 如 果 了 (1)=i ,大 么 f(A4)= 4. 

(3) 如 果 有 到)= f(t}+ g(f), 那 么 

MAA)= f(A)}+ g(4). 
(4) 如果 下 人 j= jg 人 ,那么 
A(A)= f(A)e(4)= g(A) (A). 


(5) 如 果 
g(A)z0,vieA(4); A)= /f(yg(), 
那么 中 [4 是 非 奇异 的 ,而 日 
Ad)= 7 (4g(AN' =[s( OF f(4). 
证 (1),(2) 和 (3) 直 接 由 定义 9.3.2 推出 . 
对 于 (4), 依 93.4 的 (]), 构 造 多 项 式 p, (1) 和 p, (站 ,使 得 
f(A4)=p.(4),  g(4)= p,(4). 
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今 
plt)= pi()p, (0), 
9.3.4 的 (5) 保 证 ,在 4 的 特征 多 项 式 的 零点 处 , p, Qt) 和 p,( 分 别 揪 
入 了 (人 和 8 人 的 值 及 其 导数 值 .利用 乘积 求 导 法 则 计算 得 知 .Al] 
在 4 的 特征 值 妃 处 春 在 直至 加 , 一 1 阶 导数 ,而 且 
Ah0()= pH), i= 0 mi —l; 天 =1 3， 
轩 此 ,有 (4) 是 有 定义 的 ,并 依 9.3.4 的 (5)， 
MA(A)= p(A4)= p,(4)p,(4)= f(4)g(4), 
从 了 (A) 和 g(4) 都 是 4 的 多 项 式 推出 两 者 是 可 交换 的 . 
现在 证 明 (5). 令 
zy 全 = etl), 
注意 到 在 4 的 特征 值 处 ,zy( 和 g{) 具有 同样 的 可 导 性 , 故 准 素 和 外 
阵 函数 y{4) 是 有 定义 的 .因为 1 = gj 人 的 ,从 (0D 有 
1=g(4)y(4), 
所 以 y( 有 =[e(4 上 | .十 是 ,从 () 推 出 (5). 口 
例 设 4eC” 非 奇异 ,f(7)= 1ft. 
由 于 了 的 定义 城 为 D=C- 人 0), 了 在 D 上 解析 ,4 的 每 个 
特征 值 是 品 的 内 点 , 故 /4 可 以 作为 准 票 矩阵 函数 求 值 . 依 
9.3.5 的 (5)， 


f(4)-= A, 
亦 即 通常 的 矩阵 之 赣 . 因 为 
0- ri 02 
所 以 (3.13) 确 定 的 非 奇异 Jordan 块 .7 {4) 之 道 是 第 1 行为 
1-11 CD 
A442 
的 上 三 角 Toeplitz 矩阵 (J (4)). 
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9.3.6 推 论 设 4ek ”和 8 满足 93.4 的 假设 ; 设 了 是 五 "CC 上 的 
实 或 复 值 函数 ， 
g(4).…,g(4,)eD', 

而 且 对 于 每 个 m, >1,g(4 ) 是 D' 的 内 点 ,了 在 点 g{%) 处 是 
mm 一 1 次 可 微 的 . 记 有 四 = f(g()), 则 相 储 干 函数 有 的 准 素 和 矩阵 也 
数 所 4) 是 有 定义 的 ,而 且 

A(4)=f (8(4)), G.10) 
这 里 等 式 右 问 是 两 个 准 素 矩 阵 函 数 

4 一 8 和 gd) 一 Jsgd) 

的 复合 . 


证 设 4 的 Jordan 标准 形 J 由 (3.11) 给 出 ,于 是 


gs(7, (4)) 0 


g(4)=Se(J)S"=S 0 ~. S57. 


g(/ 了 (4 ) 
依 9.3.4 的 (7), g(4) 的 Jordan 标准 形 是 
gl Q, eb, &, ) 

的 Jordan 标准 形 的 直 和 . 

但 是 ,g 人 7。 人 有) 的 Jordan 标准 形 中 的 Jordan 块 至 多 为 4, 阶 ， 
不 会 大 村 4 的 最 小 多 项 式 中 +， 的 指数 ,7 =1…,r. 

对 此 ,关于 g( 交 和 了 Qf) 的 定义 域 与 可 微 性 的 假设 ,充分 保证 按 
9.3.2 而 言 的 准 素 咎 阵 函 数 g(A4) 和 f(g(4) 是 有 定义 的 

类 似 地 ,反复 应 用 链 式 法 则 表明 ,所 满足 的 定义 域 和 可 微 性 的 
条 件 , 对 于 按 9.3.2 定义 准 素 和 矩阵 国 数 来 说 是 必要 的 ,利用 Lagrange- 
Hermite 公式 (1.12) 构 造 多 项 式 p, (人 和 站 ,使 得 

pl(e(4)= 7 (g(% 》 ， pr (0)= 8 Me ) 


二 0,L,.., 4—1]; k=1, 
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从 而 , 依 9.3.4 的 (5) 有 
pile(A)= fle(A), 5p,(4)=g(4), 


pi(p:(A)= pi(g(A)= eg) (3.17) 
坝 在 考虑 多 项 式 P, (= p,(p,《8). 由 于 是 多 项 式 的 复合 ,成 
p;(4)= Dp (p,(4), (3.18) 
反复 利用 链 式 法 则 ,表明 
pt)=a0 (0), i= Ob.,m, -1; 天 =1 8 
故 仍 依 9.3.4 的 (5), 有 所 A)= p,(4). 由 此 及 (3.17) 和 (3.18) 得 
(3.16). 口 
9.37 推 论 设 4eC” ,其 最 小 名 项 式 为 
m(f)=(f- 和 让， 
才 ,…, 放 是 相 异 的 ,mw >1, 久 =1…,5. 设 是 DCC 上 的 实 或 
复 值 消 数 ,点 了 ,、…,t, © 品 满 中 
ft )= 4 KF=1l,5. 
对 于 每 个 共有 m, > 1 的 4 或者 了 是 在 ti 的 个 (二 维 复 ) 邻 域 上 的 
复 变量 解析 函数 ;或 者 三 是 在 去 的 一 个 (一 维 实 ) 邻 域 上 的 实 变 量 实 
值 函 数 ,而 且 在 ft 处 jh 一 1 次 可 微 .并 且 设 对 于 每 个 Im >1 有 
了 "(Ei ) 关 0, 则 存在 XY， EC” ,使 得 
f(X,)= 4. 
而 且 , 存 在 实 或 复 值 十 未 数 8 ,使 得 
Xo = g{4) 
是 一 个 准 素 托 阵 函 数 ,从 而 也 ,是 4 的 个 名 项 式 . 
证 如 果 六 ;=1 天 二 1 5, 则 无 须 青 证 ， 
现 设 天 是 一 个 指标 ,ml > 工 .在 定理 的 假设 下 , 逆 函 数 定 理 保证 
存在 4 的 一 个 并 邻 域 of 及 定义 在 ef 上 的 个 函数 g, ,使 得 


推出 C.17) 


» 4 


f(gi(s)=5, 而 且 gi 在 s== 妨 处 in; 一 1 次 可 微 .对 于 mm =1 的 天 ， 
令 ef = 人 ) .不 类 一 般 性 ,假定 ef ,Gy 是 互 不 相交 的 . 令 

D'=| joy . (3.19) 

=L 
对 于 g D' ,定义 g 为 
g(s)= g,(s), Yseol; k=l,s, (3.20) 
则 f(g(s))=5 ,Ys e DD'. 故 准 素 答 阵 函数 g(4) 是 有 定义 的 ,而 且 
9.3.6 保 证 f(g(4))= 4. 口 
例 (1) 设 4eC”" 非 奇异 ,了 (1)= 辣 ,定义 域 D=C. 
因为 了 (0,vt 码 0, 依 9.3.7, 存 在 革 ， eC”W ,使 得 

Xi:=4, 

万 ,可 以 取 作 4 的 准 素 矩 阵 函 数 ,万 = g{A), 而 且 
g(s)= Ys, vseD', 


这 里 DD 如同 (3.19). 
注意 到 &( 人 是 妈 的 多 项 式 , 故 可 得 结论 :每 个 非 奇 异 矩阵 
4 ef 具有 4 的 多 项 式 形式 的 平方 根 ( 万 ” = 4 的 解 ) 从 而 ,如 果 
非 奇 异 和 矩阵 4 是 对 称 的 或 正规 的 ,那么 由 g(4) 给 出 的 半 方 根 也 是 
对 称 的 或 正规 的 ,因为 4 的 任何 多 项 式 保持 4 的 这 些 性 质 .然而 ,并 
不 是 非 麻 异 矩 阵 的 任何 平方 根 全 都 是 准 素 算 阵 函 数 ., 例 如 ,条 阵 


|; | 是 举人 条 阵 / - | | 的 平方 根 ,但 它 不 是 了 的 多 项 式 .内 


此 不 可 能 是 了 的 准 素 矩阵 函数 . 
(2) 设 A4eC” 古奇 异 ,了 (1)=e. 
因为 六 (0,Vfi eC . 依 9.3.7, 存 在 了 ,eC” ,使 得 
人 2 一 


所 可 以 取 作 4 的 准 素 矩 阵 函 数 , 碟 , = g(4), 而 且 
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g(s)=logs, Ys eD', 
这 里 DD’ 如同 (3.19). 

故 可 得 结论 :每 个 非 奇异 矩阵 4 ef 具有 4 的 多 项 式 形式 的 
对 数 (e”= 4 的 解 ). 因 为 了 ( 引 = 全 是 整 解析 函数 ,其 相伴 的 准 素 矩 
阵 函 数 可 以 根据 9.3,2 或 者 利用 e 的 窜 级 数 来 求 值 . 

(3) 设 f(f)= 4' ,大 是 非 零 整数 .并 设 g(1)=e'. 

令 D'=C -和 0}, 则 g 在 DD=C 上 是 解析 的 ,g(D)=D', 市 且 
h(f)= /f(g(t))=e" . 依 9.3.6, 

ex =h(A)=f (8(A))=(e!) ,vAeC™; 
大 = 士 L + …、 
取 开 = -1 .得 e“4 = (e*): 

(4) cosi =(e' te™ )/2 和 和 sint =(e’ -e™) 2 是 整 解析 消 

数 ,而 且 


cos: t+sin’t=1, YteC, 
对 于 cos 4 和 sin 4 可 以 利用 它们 的 容 级 数 或 作为 准 素 和 矩阵 函数 求 
值 . 依 9.3.5, 
cos’ 4+sin2 4= 了 了 ，VY4EC”， 

(5) 以 上 例子 从 部 数 恒等式 推出 矩阵 恒等式 ,然而 反 过 来 也 是 
可 能 的 ， 

设 和 g 是 实 或 复 变 最 1 的 实 或 复 值 函数 ,在 它们 定义 域 的 内 
点 f= 多 处 无 次 可 微 .并 设 A 和)= f(t)e(?), 4=Ji(4) 是 K+1 阶 
Jordan 块 . 

依 9.3.5 的 (4),A(4)= F(A)e(4);h(4), f(A) 和 g(4) 均 按 
(3.13) 求 值 .多 有 的 +)- 元 素 是 有 (4A), 应 恒 等 于 材积 
了 A)g(4) 的 (Lk+1 -元素 , 得 到 乘积 求 时 的 Leibnitz 法 则 
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Tas)" Oe t= 
(3.21) 
9.3.8 定理 设 .4,8 eC 心 ”是 可 交换 的 , 则 
eB ees 一 eae (3.22) 
特别 ,YA4 eC 成立 


而 且 
e™ =(e’), m=+1+2,. (3.23) 


证 利用 e' 的 曙 级 数 进行 计算 ， 


on 上 天 
eB (+8) 一 -5 


ro Ko 


-5 2 PP 


EA pr 


由 此 进一步 排出 


特别 , 取 B = 一 4 ,有 


取 B= A, 有 


直接 归纳 得 (3.23). 口 
9.39 定义 ” 设 A 是正 整数 ,D 一 工 . . 
ef (DD) 是 DD 一 CC 的 函数 集合 ,定义 如 下 : 
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C(D), Yn=1, 
of C”(D)， 当 力 是 单 连通 开 集 ,n> 2， (3.24) 
CI 站) HD=(a,b)cR,n22. 
这 里 C*(DD) 是 通常 的 关于 连续 随 数 集合 的 记号 ,fe C{ 门 )} 表 示 
了 :DD 二 C 是 上 次 连续 可 微 的 函数 .特别 ,C(D)= C"(D), 即 DD 上 
连续 淫 数 全 体 ;C”(D) 是 史上 无 穷 可 微 函数 , 即 解 析 函 数 的 全 体 . 
多 , (DD) 是 谱 包 含 丰 总 中 的 挫 阵 集合 ,定义 如 下 : 
DD)={4eCT™:AA} CD}. (3.25) 
显然 ,对 于 每 个 了 e ec (DD) 来 说 ,相伴 以 了 为 十 函 数 的 准 素 逢 
阵 函数 f(A4) 对 于 所 有 A & 信 ( 轧 ) 是 有 意义 的 . 
9.3.10 定理 设 n,p,g 是 下 整数 ,Dc 己 C. 当 n>2 时 , 设 品 或 者 是 CC 
的 单 连通 开 集 或 者 是 愉 的 开 区 间 , 则 
(1) 对 于 每 个 fe ef (DD), 准 索 矩 阵 消 数 了 (4) 在 久 (D) 上 
Q) 车 三: 多 (站 一 C7 和 8: 马 (Dj 一 C”" 是 连续 函数 ， 


则 
f(4)=g(4), v4 em(D) 
的 充分 必要 条 件 是 
f(A4)= g(4)，Y 可 对 角 化 的 4€& 2,(D). 
证 n=1 的 情形 是 显然 的 .以 下 假定 4a>2. 
设 p 妇 是 了 (1) 关 于 以 4 的 特征 值 为 结 点 的 Newton 插 值 公式 . 
注意 到 
f(4)= ps(4), YA €e D,(D). 
仿照 (3.8) 的 证 明 , 成 立 
f(4.)= Pa (4.)—> pa(A)= f(4), 汉 4 一 4 
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结论 (1 得 证 . 

由 于 了 和 g 连续 以 及 可 对 前 化 矩阵 在 邹 , (如 ) 内 梨 密 ,直接 推出 
结论 (2); 这 里 六 4 和 8( .4 无 须 为 准 素 矩阵 函数 ， 口 
9.3.11 定理 设 久 是 正 整数 ,了 是 单 连通 开 集 Dc 记 C 上 的 复 值 解析 
函数 ,f(4) 是 相伴 于 函数 二 的 准 素 和 矩阵 函数 , 则 对 于 每 个 
Ae %,(D), 


1 -1 
A pt A di, G20 
其 中 厂 CCD 是 严格 包 图 4 的 所 有 特征 值 的 简单 可 求 长 曲线 . 
证 记 
@(4)=— $f (OA) dt, 
2mi 了 
组 成 四 {A} 的 #e 个 按 元 素 的 线 积分 是 有 定义 的 , 国 为 4 没有 特征 
值 在 厂 上 ,{#7 -4) 十 te 矿 的 连续 阔 数 .而 月,4 包含 在 开 邻 域 
H(A)c 色 (D) 内 .用 of(4) 表 示 of(4) 的 闭 包 (是 紧 集 ), 每 个 
三 eef(4) 的 所 有 特征 值 必 严格 在 厂 所 围 区 域 的 内 部 .由 于 厂 是 
紧 集 , 积 集 厂 xof (A) 也 是 紧 的 .因此 ,连续 朱 数 {入 一 五)" 在 
矿 xo4 (4AY 上 是 -- 臻 有 界 的 . 
于 是 ,恒等式 
(A -HX = -XA XNA 
表明 当 针 一 > 4 时 ,在 tE 丁 内 
-XH = -4) 
是 一 致 的 ,由 此 推出 多 (A) 是 色 ,(D) 上 的 连续 函数 . 


如 果 4E 马 (D) 是 可 对 角 化 的 ， 
A=SAS!, A=diag(1.…,h), 
恢 Cauchy 积分 定理 ， 
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2 人 = 二 用 f(A) dt = (OSAS*) dt 


= sdiog[ 二 /OO 六 di $f (Oh ) st 


= Sdiag(f (4) AN 7 = 7(4). 


至 此 ,应 用 9,3,10, 得 
f(A4)=@(4), v4 = 县 人) 口 


有 收敛 半径 x > 0 ,并 定义 
js )= Pal t 
六 4.E eC™ ,+ 四 <r 出 
(a+ E)- (< £0 + leD- A (aD 


sl. 04)+ lal), (3.27) 
其 中 /(4) 或 者 依 9.3.2 作为 准 素 矩阵 函数 求 值 ,或 者 等 价 地 技 宕 级 
数 


f(A)=a T+aAdta,A+ 
求 值 , 六 4 + 召 } 类 似 . 
特别 , FL) 是 
{4 EL ”: plA) < r} 
上 的 连续 函数 ; f(A4) 在 
{A4eC”™:|4| <r/2} 
的 每 个 紧 子 集 玉 上 Lipschitz 连续 ,也 就 是 说 ,对 于 每 个 这 样 的 儿 存 
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在 正 数 工 = 了 ( 玉 ) .使 得 
GD- f(AN< La- A vABeK. 
可 了 家 Lipschitz 常数 为 
= maxfA 人 4 人- 人 D: 4 eK} 
证 ”利用 (2.19)， 


|/(4+E)-/(4 A (4+EY — 4 


laslk4 + EY -A | 


iat hal) -tal | 


= 友人 和 + 本 六 1 
= 总 Js 可 Ad 
其 中 < <i+lal. 
如 果 p(A)<r, 依 2.1.22, 存 在 C” 上 的 矩阵 范 数 加 使 得 
[者 < ;又 因 在 人 6,r] 上 六 是 解析 的 , 故 必 连 续 . 
于 症 , 当 五 - 口 时 
f+ ED = £0 
并 由 此 推出 (人 的 连续 性 . 关 填 f(A4) 的 Lipschitz 连续 ,可 以 仿照 
9.2.3 中 的 证 明 . 口 
这 一 -定理 特别 简单 的 应 用 例子 是 指数 函数 了 (1)= e' .从 


乒 二 多 ， bs = 


< 


和 
falrleD= AD 


得 下 述 推 论 . 


"S71 * 


9.3.13 推论 对 于 任何 A4,E eC™ ,以 及 QC” 上 的 任何 第 阵 范 数 
由 :成立 


|le 生 —e’ | < (exp|a| 一 1jexpl4 


<| 到 ep| 可 expl4 G3.28) 
特别 ,函数 

f(A)}=e’ 
企 C” 上 连续 ,并 在 C”" 的 每 个 紧 子 集 上 Lipschitz 连续 . 口 


9.3.14 定理 设 4eC” ,其 最 小 多 项 式 为 
mt) = 4) tA, 
其 中 元 ,4 相 措 且 总 之 1, 丰 =1,…,$., 设 1 eC,f, 关 0, 广 是 
CCL 的 实 或 复 值 函数 ,了 - 
bd, td, eD, 

子 在 每 点 而 4 和 其 一 个 开 邻 域 上 分 别 现 ; 次 可 微 和 刺 , 一 1 次 可 
微 ,六 = ]…,s , 则 

(1) 相伴 干 函数 太 的 准 素 矩 阵 函 数 (14) 对 于 t= 的-… 个 开 
邻 域 内 的 所 有 + 有 征文. 

{2) 相伴 干 函数 请 的 准 素 托 阵 函数 f(t,A) 有 定义 . 

(3) 了 {44) 在 1 = 赴 1 的 可 微 函 数 ,而 且 


$f) =Af(tA)= f(t,4)4. (3.29) 
特别 ,对 于 .了 (=e', 有 
Se = 4e4 =e A, vAel™”. (3.30) 
证 ”可 微 性 和 定义 域 的 假设 是 以 症 二 一 个 邻 城 内 对 1 定义 准 
素 矩 阵 函 数 了 (14) 及 定义 了 (1f,4). 
设 4= SJS ,J 是 4 的 Jordan 标准 形 , 形 如 (3.11), 则 
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jd)= As) )j= Sex)s” 
fw, ) 0 
RY “， 


0 je 
故 只 须 证 明 单 个 Jordan 块 成 立 (3.29). 
设 J(4) 是 4 的 Jordan 标准 形 中 -- 个 x 的 Jordan 块 . 依 定 
理 假 设 , 了 六 在 t = 加 4 至 少 开 次 可 微 , 在 所 称 的 一 个 邻 域 内 至 少 开 一 1 
次 可 徽 .对 于 f 关 0, 令 


, 1 1 x 
S, = da er* 4 


= Sl 


容易 看 出 ,£7 (4) = 5S,J (4 了 5 下, 从 而 
A (4))= SA (14)S7. 
根据 (3.13), 这 是 一 个 上 三 角 Toeplitz 矩阵 ,其 信 , 六 -元 素 是 
1 fo) | 
-一 一 一 一 一 ， j= 1 _ 
CC 一 
71) 采用 如 此 表示 ,对 于 上 = 0 也 是 有 效 的 ,因为 此 时 它 给 出 
的 是 了 (0)= A(O7 (注意 ,这 里 等 式 左 端的 0 是 零 矩 阵 , 右 端的 0 是 
数 零 ). 用 广 蔡 换 卫 ,得 知 (fi(4) 是 上 三 角 Toeplitz 条 阵 , 其 
全 , 门 -元 素 是 
Hf Nh) 1 
j=l,k. 
GY 7 
现在 直接 求 导 ， 
d 
ACACY) 
是 上 三 角 Toeplitz 算 阵 ,其 {1,1)- 元 素 是 
H(t), 


{=th 
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(1, 门 -元 素 是 
A A EY 
(2) GCG- 
这 些 正 好 也 是 上 三 角 Toeplitz 和 矩阵 了 (0 (4))M (4) 的 第 1 行 的 元 
素 , 因 此 


7=2,.,k. 


9 人 


d ， 
了 7 (4)) = to) 
可 交换 的 结论 了 (fA4)4 = 41 "(to 4A) 直接 从 准 素 和 矩阵 钞 数 了 (fA) 
是 二 4 的 多 项 式 推出 . 口 
重要 公式 (3.30) 表 明 : 对 于 任何 4eC” 及 x(0)}eC"，- 阶 向 
基 初 值 问题 
x()= Ax(t), 


x(D)| ,=x(0) 
的 解 是 x{1)=e“x{0) .微分 方程 -- 般 理论 保证 此 问题 有 唯一 解 .出 
这 一 剖 实 可 以 引出 计算 关于 任何 4eC” 的 e“ 的 避免 曙 级 数 及 
Jordan 标 惟 形 的 简单 方法 . 
9.3.15 定理 设 刀 CCC, 集合 


cf (D)= {4 eC” ;4 正规 HAAA)c D}, 
是 DD 上 连续 的 实 或 复位 函数 , 则 准 素 答 阵 函数 


(3.31) 


/ (4) 0 
f(A)=U 0 . [7 (3.32) 
(4,) 
在 of (DD) 连 续 ,其 中 


A=UAU’, A=diag{1 ,4,), (3.33) 
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Ru ee | rr Ta 是 9 和 


U eC "是 西 算 阵 . 
证 正规 矩阵 是 西 可 对 角 化 的 ,因此 对 于 给 定 的 4E of.(D)， 
可 设 其 表示 为 {3.33). 设 pf) 是 多 项 式 ,使 得 
p(4,)= (1), 下 
依 93.2, f(A4)= pl4). 
现在 ,性 给 & > 0 选取 如 > 日 充分 小 ,使 得 
(0) pl0- MB 入 <e13: 当 下 EC 用 4- Bl <5( 利 几 
9.2.3); 
(2) 要 的 -< /3,3 -1s 5,i=1,.… 
G3) [f(D)- (4 < ay3, 当 ie 万 着 -4 Bi =1,.…,7 
设 B8e of,(DD) 满 足 |4 一 到 ,< 6 .根据 Hoffiman-Wiclandt 定 理 
{ 见 [HJ1985] 中 的 定理 6.3.5), 存 在 西 生 阵 广 eC”” ,使 得 
B=VMF', M -diaglp,, | 
[#8 -4|s6,i=L,. 
利用 湛 范 数 | 的 画 不 变性 有 
|7(4)- As 省 =jzUO)- p(B)+ p(B)- f (8%, 
<|p(A)- p(B +lp(8)- 7(8), 
=|p(A)- p(B + pa) A 
shp(4)- p(B +he(4)- AN + hp(A)- FN 
=|p(4) 0 + max|p(4 )— p(4) 


Ts 
1 SS 


和 一 Cj 


< 三 + 二 + 二 一. 口 
3 3 3 


十 maxif 
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9.4 ”Hadamard 矩阵 困 数 


9.4.1 定义 ” 设 有 个 定义 在 避 己 C 的 函数 
fy, bj=b,n, 
映射 三 : 2" -全 人 人 
4)=[ 六 ol)]，v4=[els2， 
则 称 三 为 Hadamard( 和 矩阵 ) 函 数 ， 
特别 , 东 


万 全 = 区 j= 
其 中 必 eC 是 常数 , 记 
4 四 = 7(4)=1as], vA=[asleC™, 
则 称 4 是 Hadamard 乔 . 
如 果 每 个 函数 广 是 多 项 式 ， 


f(D)=0 CY te a i +tooli,)), 


,j=1,:,n, 


那么 f(4)=[Lfy(es 站 可 以 写成 


f(A4)=(C, oA Cs ATD .+O,, 


其 中 
1H 二 max {万 , :1,1 = 1 


及 
人 二 [e, 人 7 了， 天 一 如 » 


而 49 =[at] 是 Hadamard 需 ,C。 4 人 0 是 Hadamard 积 . 


"STE* 


{4.1) 


(4.2) 


(4.3) 


(4.4) 


(4.5) 


如 果 每 个 函数 广 是 解析 函数 , 方 的 寒 级 数 展 开具 有 收敛 半径 
万 > 0 了 = 那么 4)=[ 方 (@y)] 可 表示 成 宕 级 数 
f(4) 一 Ye, o A", 


=D 


YA=[asleC™”, 


al< Fs i,J 一 1，……, 理 ， (4.6) 


其 中 所 有 4 的 是 Hadamard 客 , 所 有 C，。 4 的 是 Hadamard 积 . 
记号 上 和 概念 上 ,(4.5) 和 (4.6) 的 最 简单 情形 是 所 有 函数 f; 均 相 
问 的 情形 , 记 之 为 了 .此 时 ,可 直接 将 用 作 第 阵 隙 数 的 记号 : 


f(4)=[fta,)]. 
如 果 f(f)= Sai ,那么 (4.6) 成 为 
k=0) 


f(4}= SY (a) 4 的 = Sa,A®), (4.7) 
上 = 人 0 上 = 
其 中 J 了 eC” 是 所 有 元 素 为 1 的 第 阵 ,这 是 关于 Hadamard 乘法 的 
“单位 矩阵 ”， 
例 设 f(1)=e', 则 


a "1 ll 
1(4)=Le"]= > 04 = 站 [of 
k=0 i=0 全 
YA={a,]eC”™. (4.8) 


矩阵 的 Hadamard 冰 数 自然 地 出 现在 积分 算 子 、 积 分 方程 和 整 
二 次 型 的 离散 化 的 研究 之 中 .因为 通常 在 物理 问题 中 遇 到 的 是 正定 
积分 算 子 ,Hadamard 矩阵 函数 的 许多 已 有 结果 是 有 关 正 定 和 矩阵 的 
Hadamard 悄 数 的 . 


377。 


9.4.2 定理 设 4EC” 是 半 正 定 息 阵 .者 (4. 甸 中 所 有 系数 托 阵 人 
是 半 正 定 的 , 则 由 (4.6) 定 义 的 Hadamard 函数 了 是 半 正 定 的 . 

特别 ,车 (4.7) 中 所 有 系数 a 是 非 负 的 , 则 由 (4.7} 定 义 的 
Hadamard 函数 三 是 半 正 定 的. 

证 依 假 设 ,Sehur 积 定理 7.2.9 保证 每 个 整数 次 Hadamard 圭 
4 败 是 半 正 定 的 ,而 且 每 个 Hadamard 积 C，。 4 中 是 半 正 定 的 .然后 ， 
从 半 正 定 和 矩阵 之 和 必 为 半 正 定 扼 阵 即 得 结论 . 口 

由 这 个 定理 及 (4.8) 推 出 , 当 4= [a,] 为 半 正定 时 ，Hadamard 指 


数 
e “=[e”] (4.9) 
是 半 正 定 的 . 
实际 上 ,针对 指数 函数 这 一 特殊 情形 ,还 可 以 得 到 稍 强 一 些 的 结 
果 


9.43 定义 设 4eC” 是 自 伴 矩阵 ,日 满足 性 质 
Xx'Ax>0, vx=(%,, x ) EC” ,x t+ Xx, =0, 
(4.10) 
则 称 4 为 条 忻 半 正定 短 阵 (conditionally positive semidefinite matrix)， 
有 时 也 称 为 几乎 半 正 定 矩 阵 (almost positive semidefinite matrix). 
9.4.4 定理 设 4=[a,]eC” 是 条 件 半 正定 知 阵 , 则 Hadamard 指 


数 e”“ = [e% ] 是 半 正 定 矩阵 . 
证 令 e=(1…,1) eC", 对 于 任 --…x eC", 向 量 
让 三 x—Lee'x 
n 


满足 分 量 之 和 ee" =0; 因 此 
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0<i A 二 = E lees] 人 -ee 
n nn 
2 
= | _1 60°44 1 jee" + edeke- 六 
A n n 
这 说 明和 矩阵 
B= A Lee 4- 了 4ee + 人 i) Aejke" =[b,] 
-天 天 
古音 正定 的 , 令 向 量 
-4e 人] (ed4e)e=( 
了 二 3 Pi Yn 


则 有 
A=Bt+ye" +ey” 
或 
ay =by + ptp), bj=l,n. 
于 是 
人 一 [e” 5 |]= [ee veh er |. 
由 此 ,并 因 B 症 正定 , 依 9.4.2， 
2'€ “z= > er (ze* Nz” )>0， 
一 1 
Yz={z EEC” 口 


9.4.5 定理 ” 设 是 区 间 (0,o%) 上 一 1 次 连续 可 微 的 实 值 孙 数 ,而 
且 对 于 每 个 具有 正 元 素 的 半 正 定 矩 阵 4=[ey]eC” ,矩阵 
了 (4)=[7(a; 站 是 半 正 定 的 , 则 
fN(e)20, Viel0,w): k=0L,n-1. (41D 
证 应 用 数学 归纳 法 . 
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当 n 二 1 时 ,定理 的 假设 明显 保证 记忆 >0,vVt>0. 


考虑 之 2 .定理 的 假设 保证 当 BeC”™* 半 正定 旦 具有 下 元 素 
时 , (8) 是 半 正 定 的 ,1 < jx < .二 是 ,可 以 假定 


f(t)20, vtel0,%); k=0L.,n-2, (4.12) 
要 证 明 Fe 人 >0,Yr> 0， 
设 a>0,w&=(aay) ERR*, 使 得 对 于 充分 小 的 ! > 0 , 手 
阵 4 的 =[e+tava)] 是 半 正定 且 具 有 正 元 素 的 .此 时 ， 
/AAON)=[f (a +taa, )] 
是 半 正 定 的 ,从 而 
A(t)=det f (A(t))>0, 
男 为 {A(0)) 的 所 有 元 素 为 4, 4(0)=0. 而 且 


d 


' 1 的 n(n —1) 
A) 三 (0)=0, 大 = 一 1, 


i=0 
原因 是 从 天 次 微分 产生 的 双 个 行列 式 项 的 每 个 行列 式 中 至 少 有 两 
列 成 比例 . 令 7 = ma 一 1/2 ,通过 直接 计算 可 得 


ozlim O40 (0) 


i 1 


eee 


其 中 人 ”] 是 二 项 式 系数, 


2 nm—l 
1 a a 人 
1 &, a 1 人 
V(a)= det 2 2 : |= TIC -0,) 
Pe EL FP [| Fe 1< fisn ” 
2 n=l 
1 | CY, 轩 二 i, 
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是 Vandermonde 行列 式 .注意 , 当 C wa 开 不 相等 时 ， 
Vt{a}>0. 
十 是 ,从 (4.13) 得 
flO)F a) fe a)z0. 4.14) 
然而 ,由 此 及 归纳 法 假设 (4.12) 下 克 不 能 推 山 了 "了 (a)>0. 
现在 ,考虑 
g()= f(D) + Ht", 
显然 ,对 于 所 有 Tz0,g 保 及 所 上 其 有 的 性 质 .因此 ,对 (4.14) 用 g 代 
蔡 三 ,有 
p{r)= (ra) )+ “ (a)+ ma™')}.(f od (a)+ mia)> 0, 
vr 之 0. 
由 于 p(r) 是 至 多 及 个 实 零 点 的 多 项 式 ， 所 以 必 有 &>0， 使 得 当 
0 <T<& 时 p(r)> 0. 夫 此 ,从 归纳 法 假设 (4.12) 得 


f(a)+ ma>o, 0O<r<e, 
从 而 有 中 (a)>0,Ya>0. 口 
9.4.6 推论 设 0<C<P-2:a 非 整数 , 则 在 在 具有 让 元 素 的 半 正 
定 和 矩阵 4 = [ay]eC” ,使 得 Hadamard 第 A“) = [ay ] 是 旧 半 正定 
的 . 


证 考虑 f(f=1*. 当 Qa < 一 2 不 是 正 整数 时 ,导数 
n(n) 二 ie ， 


f° (0) =a(0 1) (a n+2), 
对 于 ! > 0 不 可 能 全 是 非 负 的 .了 三 不 符合 9.4.5 的 必要 条 件 ,从 而 必 存 
在 具有 正 元 素 的 半 正 定 甜 阵 4= [aj ], 使 得 
f(4)=Lf(as)]=[eg l= 4® 
是 非 半 正 定 的 . 口 
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9.4.7 定理 设 4=[erleC ”是 具有 让 元 素 的 半 正 定 和 矩阵, 如 果 
az>n- 2 那么 Hadamard 宕 42) = [as ] 是 半 正 定 前 .而且 ,一 般 地 


说 ,nn 一 2 是 最 好 可 能 的 下 界 . 
证 ”如果 nn 三 2, 且 半生 定 算 阵 


二 非 奇 异 的 ,那么 必 有 

a >0, detA=ajdy 一 本 >0 或 aa > i,. 
因此 ,对 任何 x > 0 , 仍 有 

a >0, alas > (a 或 afiay, -las7 >0. 

依 3.10.6, 对 所 有 C > 一 2=2 一 2 =0,A 人 是 正定 的 .对 十 4 是 奇 
异 的 情形 ,可 以 利用 非 奇 异 情 形 取 极 限 推出 4 是 半 正 定 的 . 

现在 设 n 之 3, 而 匡 假 设 定 开 对 所 有 不 超过 xn 一 1 的 满足 假定 的 
短 阵 成 立 . 将 有 4 分 鼎 写 成 


Hy ly 机 | Ul 
a 一. 和 : a 
12 2 
B=| . 。 ， ， 如 = 
" " in-] 
| QL 


设 7 =(E,z] ,6 eC” ,zeC, 则 办 4 是 半 正 定 的 ， 
An= "BE +2Re (Ew)+ a,, z| > 0, 
véEeCt™ ,zeC. (4.15) 
如 果 4，=0, 那 么 只 有 包 =0 时 (4.19) 才 能 成 立 , 而 此 时 4 的 最 后 
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的 行 和 列 为 零 ,根据 归纳 法 假设 ,对 所 有 Ci >{ 人 -1T-2=F-3, 算 、 
阵 4 他 是 半 正 定 的 . 
可 以 假定 a, > 0 .在 (4.15) 中 取 
ZzZ= -oja ， 
得 
1 An = 此 (5-oor/a.j)5 20, veéeC",, 
推出 B 一 wow /qa 是 半 正 定 的 .注意 , 若 取 
6 三 (wT ,ao /ve = {a,, yn “3 < / tin 4 
则 
下 -amra 0 
4- 妈 = 人 4.16 
ce aa 
是 半 正 定 的 . 
引进 积分 恒等式 
a” 一 ec +a| (e -ce)(ta +(1-t)e “dr, 
vola>0,c>0, 
按 逐 个 元 素 应 用 此 恒等式 得 出 矩阵 恒等式 
[eg]= 4 


=(¢e") +a ( (4-62T)o(tA+(1 -te 
Va>1, (4.17) 
I T (a-l) 

其 中 被 积 函数 是 4 一 仑 7 和 (14+(1 一 1)66 7)】 “的 Hadamard 积 
因 4-- 尼 "的 最 后 的 行 和 列 为 零 ,而 i4+(1 一 1)6C 7 的 左上 nn 一 1 维 

主子 矩阵 的 a 一 1 次 Hadamard 徊 ,根据 归纳 法 假设 当 

a—l>(n-1)-2=n-3 即 a>n-2 

时 是 半 正 定 的 , 故 依 Schur 积 定理 7.2.9,(4.17] 的 被 积 通 数 是 半 正 定 
的 .这 样 ,积分 项 是 以 半 正 定 算 阵 非 负 线 性 组 合 表示 的 Riemann 和 的 


(~ Dg 
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极限 ,从 市 是 半 正 定 的 ;而 (4.17) 的 第 一 项 
(% "= [ser | ; a 一 Gy dm i 二 ]… 天 
显然 是 半 正 定 的 .因此 , 当 C > 天 一 2 时 4@ 是 半 正 定 的 . 
推论 9.4.6 宕 明 n 一 2 是 最 好 可 能 的 下 界 . 口 
然而 ,GQ > nn 一 2 并 不 是 4) 半 正 定 的 必要 条 件 . 一 个 典型 的 例 


了 是 : 若 A4 eC "是 条 件 半 正 定 算 阵 , 且 Gr >0, 则 cd 是 条 件 半 正定 
的 ,从 而 依 9.4.4, 对 所 有 a > 0, Hadamard 指数 


| =[e “| = [e™ 9 
是 半 让 定 的 ， 
9.4.8 定 义 ” 设 AeC"” 是 半 正 定 第 阵 , 而 且 对 所 有 @& > 0, 4 
是 半 正 定 的 , 则 称 4 为 无 穷 可 分 和 矩阵 (infinitely divisible 


matrix). 


这 一 术语 来 自 概率 论 中 的 无 益 可 分 特征 函数 理论 ,在 那里 是 指 
连续 函数 站 : 民 一 C, 满 足 玉 0)=1, 昌 对 所 有 a > 0, 核 


Ke(s0)=G°(s -0) 


是 半 止 定 的 . 
9.4.9 定理 设 Ae 恨 ”是 对 称 正 算 阵 ， 则 A 无穷 可 分 的 充分 必要 


条 件 是 Hadamard 对 数 log”A4 = [log ai | 为 条 件 半 正 定 . 
证 用 JeC”" 表 示 所 有 元 素 为 1 的 矩阵 . 若 A 对 所 有 
0 > 0 是 半 正 定 的 ,而 且 x=(%y…,%,)】 EQ” ,x 十 … 二 %, =0, 则 
有 
1A-x | AC}— Le= * (3(40 -20. 
位 [Ep 


由 此 , 令 @ 一 0, 并 利用 


[re 


和 


即 得 log 4 是 条 件 半 正 定 的 .必要 性 得 证 . 


关于 充分 人 性 ,利用 9.4.4, 得 知 
Le) 二 je ee ] ， 
对 妈 >D0 是 半 正 定 的 ， 口 
9.5 ”函数 矩阵 


9.5.1 引言 ”现在 转向 藤 数 的 矩阵 ,包括 向 量 值 函数 
x:DcCoC", x(t)= (人 (有 
和 矩阵 值 函数 
A:DECoC™, AC)=[a,(). 

本 节 主 要 引进 函数 矩阵 的 微分 学 . 

存在 两 种 途径 :一 种 是 按 逐 个 分 量 或 元 素 的 通常 极限 、 连 续 利 
导数 等 建立 函数 和 矩阵 的 相应 概念 并 引出 种 种 性 质 ; 另 一 种 是 利用 赋 
范 线性 空间 中 的 向 量 范 数 或 矩阵 范 数 , 随 之 定义 向 量 序列 或 矩阵 序 
列 的 收 伍 性 ,重新 建立 理论 . 

这 里 选择 第 二 .种 途 和 从 ,原因 是 它 既 简单 ,又 能 提供 关于 课题 思索 
概念 形成 的 模式 ;但 在 必要 时 仍 采 用 分 量 或 元 素 的 说 法 . 

注意 这 一 节 讨 论 的 第 阵 值 隧 数 和 前 一 节 讨 论 的 Hadamard 绷 数 
的 区 别 . 

下 面 首先 引入 矩阵 序列 收 化 的 定义 , 它 泛 盖 了 1.7.10 已 经 给 出 
的 向 量 序列 收敛 的 定义 . 
9.5.2 定义 设 上 是 C"” 上 的 范 数 .矩阵 序列 和 4; } CC” 称 为 收敛 
于 极限 A4eC”, 记 作 lim 4 = 4 ,如 果 
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lim|4 -=0. 
在 1.7.10 和 这 里 定义 的 向 量 序列 收 化 和 甜 阵 序列 收 敛 ,没有 末 

用 要 求 向 量 序列 弓 疏 } 按 分 量 趋 向 极限 x 的 相应 分 量 和 希 阵 序列 
{4} 按 元 素 趋 向 极限 4 的 相应 分 量 元 素 的 说 法 .但 这 种 说 法 可 以 
让 概念 和 思考 得 以 简化 ,并 且 在 论证 上 也 是 有 用 的 . 
9.5.3 定义 设 x:DcCcCC” 是 向 量 值 函 数 , 几 是 C” 上 的 范 
数 .x 称 为 在 te 万 连续 ,如果 

lim|x(®) —x{, ) 


X 称 为 在 te DD 可 微 ,具有 导数 (tf )eC” ,如果 


- + 外 - xl ) _ x 


业 伺 屯 , 设 4: 也 己 忆 -3C” 是 和 矩阵 们 函数 ， 
数 . 4 称 为 在 t, < D 连 续 , 如 果 
lim|4()— 4 和 = 0. 
上 4 称 为 在 1f, E 五 可 徽 ,具有 导数 4(f,)e CC” ,如 果 


4 + 外- Ali,) 可 A 


=0. (3.1) 


lim 
hs0 


=0. (5.2) 


是 C” 上 的 范 


lim 一 站 . 
hyD 


这 里 用 一 点 来 缩 记 导数 
x(t)= x() ,A(t)= 5A) . 


下 面 的 定理 表明 微分 学 基本 引 理 对 向 量 值 函数 和 和 矩阵 值 了 消 数 
成 让. 
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9.5.4 定理 ” 设 x:(e, 中 已 了 -> 中 "是 向 量 值 函数 ,而 且 
让) =0, YI E {a,2), 
则 x(?) 在 (a,5) 上 为 常 向 量 . 
证 根据 假设 ， 
d . 
(7(D).»)= (x{2),7)=0, vie{a,b),y eR’", 


这 里 (+) 是 民 ” 上 的 Euclid 内 积 ,于 是 ,根据 一 元 微分 学 基本 引 理 ,在 
区 间 (4a,5) 上 ,对 于 每 个 yeRR”,(x(f)y) 是 常数 .特别 ,对 任 一 辕 定 
的 太 < (a,5), 


CO 人 = (i) yp), Viela,b),y eR”, 


zx 人 = x(t, ), vt el(a,b). 口 
对 于 第 阵 值 函数 有 同样 的 结果 . 
下 述 几 个 定理 给 出 向 量 值 函数 和 矩阵 值 函数 的 基本 微分 法 则 . 
9.5.5 定理 ”线性 微分 法 则 : 
(1) 两 个 可 微 向 量 全 函数 x 与 y 之 和 是 可 微 的 ,而 且 


这 北 洒 


S$ (a() + 了 (0)= 二 x(t ye) 
两 个 可 微 矩 阵 值 函数 4 与 8 之 和 是 可 微 的 ,而 且 . 

d d d 

一 Bf 一- 一 . 

(4()+ 8(O)=L A)+ DB) 


(2) 可 微 向 量 值 函数 zx 与 任 - -常数 的 数 积 是 可 微 的 ,而 导 


(ee())=£ Ex). 


可 微 矩阵 值 前 娄 4 与 任 一 常数 天 的 数 积 是 可 微 的 ,而 卫 
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d d 
(4 = i A(). 
F(A))=# A) 
(3) 设 1 是 定义 在 民 ” 上 的 线性 函数 ,x(。) 是 可 微 向 量 值 函 数 , 则 


1(x(*)) 是 可 微 的 ,而 且 


d d 
Si(x() -Sx()). 
(4) 设 4 是 可 微 算 阵 值 函数 , 则 
d d 
OO 
证 (1) 和 (2) 可 仿照 一 元 微分 学 中 的 相应 证 明 . 
G) 的 证 明 可 以 利用 线性 函数 了 能 表示 成 
I(x)= (x,»), 
其 中 是 依赖 了 的 辕 定向 晤 ,人 (是 向 量 的 Euclid 内 积 . 
(是 (3) 的 一 个 具体 应 用 ,因为 矩阵 的 迹 是 线性 函数 . 口 
9.5.6 定理 积 的 微分 法 则 : 
(1) 可 微 纯 量 测 数 上 与 可 微 向 量 信函 数 x 之 积 是 可 微 的 ,而 且 
d d,, .i d 
3[k(Oz(]= FE Orkol $x0)|. 


(2) 可 微 征 阵 值 通 数 4 与 可 微 向 量 值 函数 x 之 积 是 可 微 的 ,而 
理 


3[4(OzO]= [a0) 0+40 sxO| 
(3) 两 个 可 币 抢 阵 值 肯 数 4 与 昌之 积 是 可 微 的 ,而 有 
d | d 
SLA [EA la)+ A B20) | 
(4) 可 微 纯 量 函数 与 可 微 汀 隆信 函数 4 之 积 是 可 微 的 .而 且 
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akO4(O]- [Ex ga At 400)| 
(5) 两 个 可 微 向 量 什 郑 数 x 与 的 内 积 是 可 微 的 ,而 忆 
(0)700)= (Ex): x0 


定理 中 各 条 结论 的 证 明 与 通常 纯 量 函数 情形 是 一 样 的 .它们 有 
时 统称 为 Leibniz 法 则 . 
9.5.7 定理 设 4 是 可 微 和 可 道 的 矩阵 值 函 数 ， 则 4 也 是 可 微 的 ， 


而 且 
A = 一 4 局 4 4 (5.3) 
df dr 
证 由 于 
4 人 (+ 间 - 4 的 = A (CF AAA) A tH) A 0), 
等 式 两 边 除 以 有 且 计 有 一 上册 得 (5.3). 口 


这 - -定理 表明 , 阵 值 函数 之 道 的 微分 法 划 与 通常 逆 函 数 的 微分 
法 则 存在 微妙 的 差别 . 

链 微 分 法 则 是 说 : 若 上 与 站 是 可 微 纯 量 函数 , 则 当 了 的 定义 域 
包含 u 的 值 域 时 ,复合 函数 /(w) 也 是 可 微 的 ,而 且 


d d d 
TD)= bE (| Et), (5.4) 
然而 这 -法 则 对 矩阵 值 函数 不 成 立 . 
例如 , re)= 2 , 依 9.5.6， 


d 2 d d 
二 [4(7)1 = 一 4 一 4 
SLAOF =40)| $40 | A) |a) 
确实 不 同 于 (5. 儿 .更 一 般 地 ,对 应 于 指数 无 为 仔 何 正 整 数 的 禄 函数 


= S89 * 


(4)= 让 ,容易 用 归纳 法 证 明 

dt = 4 451 A 4 

dt dt 

= AA:Tt + AdA* 十 二 4 (5.5) 
9.5.8 定理 设 p 是 任 一 多 项 式 , 4 是 可 微 nxn 和 给 阵 值 函数 ;A 关于 
实 变量 1 的 导数 记 作 4， 则 
(1) 如 果 对 于 t 的 -一 特殊 值 短 阵 4 与 4 可 交换 ,那么 对 于 的 

该 值 成 立 形 如 (5.4) 的 链 法 则 : 


d ， 
了 PC4)= p'(A}4. (5.6) 
(2) 即使 4 与 4 不 可 交换 , 链 法 则 对 于 迹 仍 能 成 立 : 
d ; 。 
开 [az(4] =t| z(404|. (5.7) 
证 ”假设 4 与 4 可 交换 , 则 (5.9) 可 以 写成 
qd 


— A =k44. 
df 


这 是 公式 (5.6) 当 p(w)=a* 的 情形 ;因为 所 有 多 项 式 是 惫 的 线性 组 
合 ,应 用 求 导 的 线性 性 质 , 便 推 出 (5.6) 对 所 有 多 项 式 成 立 . 
对 于 不 可 交换 的 4 与 4, 考 虚 (5.5) 的 迹 . 依 1.5.16, 迹 具有 交换 


rc )=0(4" 44) wa" 4) 
由 此 推出 
d i 
中 号 4 ] =ktr(4* 4). 
又 依 9.5.5 的 (4), 迹 与 求 导 可 以 交换 ,因此 (5.7) 对 p(x)=w' 的 情 
形成 立 .再 应 用 求 导 的 线性 性 质 , 便 可 以 将 (5.7) 推 广 于 任何 多 项 
式 ， 口 
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lb 


9.5.9 定理 设 M 是 天 元 多 重 线性 函数 ,x0),……,x( 是 可 微 向 量 值 
函数， 则 3 (x 人 ,…,x 中 jal 微 , 而 且 


Ae) | 
dt di 


tt Mss x xz (5.8) 
"dt 
证 ”因为 好 是 多 重 线性 的 ， 
MO tA MO) 0) 
= MOCO) x (x +) (t+) 
+ M(x (x N(R) x OO), x E+ A x + )) 
0) 
等 式 两 边 除 以 严 且 证 天 一 0 即 得 (5.8). 


(5.8} 的 最 重要 应 用 之 -是 关于 1.5.7 定 广 的 行列 趟 所 确定 的 了 
数 五 : 


A p(x0 oe x")=D 4 0 2 x 
di 3 3 
| (1) fn 一 TD) d "| 
FD 9) 
dt 


9.5.10 定理 ” 设 4 是 可 微 nxn 答 阵 值 隙 数 , 则 对 于 使 A(1) 可 逆 的 + 
成 江 | 
S [iog(de 4)] = 4 和 4] (5.10) 
证 ， 先 考虑 可 微 按 列 分 块 矩 阵 站 = [xz x 中 ], 其 中 
XO 一 (2 
并 设计 满足 卫 (1,) = 了 , 亦 即 x 中 (1,)=e, 是 第 i 分 量 为 1 其余 分 量 
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为 0 的 单位 列 向 量 ,i = 1,…, 太 .此 时 ,(5.9) 右 边 的 各 行列 式 在 t = 二 


处 的 值 为 


pl So ee |=) 
odo0 


T= 


因此 


=trX(n), 


1=fa 


[de X()] 
现 设 1= 处 4 可 遂 , 并 定义 


Xx()=[4) 40), 
4 人 = A )XO), 


日 区 (人 ) = 了 工 可 以 应 用 (5.11). 对 (5.12) 取 行列 式 ， 
det A(1) = det Alt, Jdet X(t), 


则 


并 将 其 及 (5.12) 代 入 (5.11), 得 
[der A(1,)] ded0] =t| (Lo 4) 
然后 将 左 端 写成 
SF [iog(det 4( ol 
即 得 (5.10) 一 


+ SO 


(5.11) 


(5.12) 


aN 


此 结果 的 重要 性 在 于 ' 它 建立 了 行 刻 式 与 迹 的 一 种 联系 . 
9.5.11 定义 ” 设 4 是 任 … 闫 x 天 上 抵 阵 ,定义 矩阵 指数 函数 e” 为 


4 
e = 之 站 . (5.13) 


这 一 定义 是 对 纯 量 指数 函数 Tayler 级 数 形 式 的 推广 . 收 你 性 的 
证 明 与 纯 量 的 情形 是 相同 的 .问题 在 于 证 明 部 分 和 之 差 趋 向 十 零 . 用 
e, (4 表示 (5.13) 的 第 六 部 分 和 : 


e, (4A)= ye (5.14) 
则 
e (A)—e,(A)= > 4 (5.15) 
利 几 秆 阵 范 数 的 次 加 性 和 次 冬 性 ( 见 站 和 
[0-a(ds 9 


这 样 便 回 到 纯 量 的 情形 ,因此 可 以 估 讨 (5.1 的 厂 端 ,并 推出 移 1 和 
Mm 趋 向 无 穷人 5.19) 的 右 端 趋向 十 零 , 而 月 对 范 数 | 和 小 十 事先 任意 
指定 常数 的 所 有 欠 阵 才 来 说 起 一 致 的 . 
和 矩阵 指数 函数 扩 有 纯 基 指数 冰 数 的 若 上 (不 是 全 部 性 质 ， 
2.5.12 定理 (1) 关 4 与 5 甩 是 可 交 交换 的 nxn 知 阵 , 则 
Se 一 eed 
2) 阁 44 与 BB 是 不 pf 突 换 的 x 短 隆 ， 则 一 般 地 
ei ees ee 
)] 若 才 是 定义 在 - -个 区 间 上 的 矩阵 值 函数 ， 且 对 上 昌 变 量 上 可 

天 则 Je" 也 对 上 可 微 . 

(4) 车 对 1 的 一 特殊 值 , 4A(?) 与 4 人 可 交换 , 则 
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do =e44= Ae'. 
dr 


(5) 其 4 是 斜 白 伴 的 , 4” = -4, 则 e“ 是 正 交 的 
证 ”利用 4 与 召 可 交换 ,有 展开 式 


(4+B) = pe” ， 


于 是 从 定义 .5.11 推出 (1). 
_|0 0 
Lo 


对 于 (2), 举 如 下 例子 : 
直接 验证 知 4B 关 B4. 由 二 47 =0,B8? =0, 依 9.5.11， 


0 1 
4= ， 


即 方面 ,注意 到 


0 1 
A+B= : 


因此 
A 1 
尼 一 和 


.594 。 


_ef+e |1 0 ee 0 1 
”2 /01 2 |1 0 
1 D0 0 1 
= (cosh 1 十 (sinh 1 ， 
0 1 1 0 


所 以 e ?ee? zese’, 

(3) 的 让 明 依赖 如 下 矩阵 情形 模拟 微分 学 的 一 个 重要 性 质 : 设 
{G,} 是 定义 在 一 个 区 间 上 的 可 微 矩 阵 值 函 数 序 列 .满足 条 件 

四 {G, } 一 致 收效 于 极限 半数 G 

加 导 函 数 序列 人 ,一致 收敛 于 极限 函数 下 ， 
则 G 是 可 微 的 ,而 且 C = 下 .这 -结论 的 证 明 留 作 练 习 . 

将 这 一 结论 应 用 于 级 数 ($.13) 的 部 分 和 序列 : 

G =e (A(t), m=0,1,2,.… 

这 是 记号 e (由 (5.14) 定 义 .因为 在 一 个 区 间 上 4 可 微 ,所 以 G， 
各 ,有 意义 ,{G,} 一 致 收 敏 于 ed , 人， 也 一致 收敛 .于 是 ，e4 可 


微 ,而 且 挫 ， } 一 到 收 作 于 e" 


(的 关于 的 显 式 公式 可 以 通过 对 级 数 (5.13) 的 逐 项 求 时 


向 得 到 |. 
为 了 证 明 (5), 对 无 劳 级 数 (S.13) 逐 项 取 伴 随 : 


| + ll . _ 
() -站 (4) Tat) -ee 
然后 利用 (DD), 有 


这 表明 e“ 是正 交 和 矩阵 . 口 
9.5.13 定 理 ”特征 值 是 连续 地 依赖 于 矩阵 的 .其 含义 如 下 :如 果 { 4 | 
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是 收 伊 的 严 x 于 矩阵 序列 , im du = 4 ,那么 4 的 特征 估 集 收敛 
4 的 特征 值 集 . 换 名 话说 ,对 每 个 BE> 0, 存 在 正 整数 大 ,使 得 当 
12 > 时 ,4 的 所 有 特征 值 属 于 44 的 备 特征 值 以 其 自身 为 中 心 以 
如 为 半径 的 圆 盘 之 并 . 

证 4 的 特征 值 是 特征 多 项 式 p,, (4)= det(41 一 4, ) 的 根 . 
因为 4, 趋向 于 4 , 亦 即 A, 的 所 有 元 素 趋 向 于 4 的 相应 元 素 ;推出 
Pp 的 系数 趋向 4 的 特征 多 项 式 p 的 系数 ,又 因为 多 项 式 的 根 连续 
地 依赖 于 系数 ,因此 定理 结论 成 立 . 口 

从 这 -定理 出 发 ,转身 讨论 邱 阵 单 重 特征 值 依 球 于 敌阵 的 方 


式 . 
9.5.14 定理 ” 设 4 是 实 变量 ! 的 可 微 靖 x 站 矩阵 值 贤 数 , A(0) 有 单 入 
特征 值 入 ,其 含义 为 是 A(0) 的 特征 多 项 式 的 单 根 , 则 对 于 足够 小 
的 t, A() 有 一 个 特征 值 4Q), 它 村 1 可 微 ,而 4(0)= 4 . 
证 A(1) 的 特征 多 项 式 
plA,t) 三 det( 1 一 4 全 
是 多 的 及 次 多 项 式 ,其 系数 是 1 的 可 微 函 数 .4 是 A(0) 的 单 重 特征 
秆 的 假设 蕴涵 着 
6 
p(4,,0)=0, pz poj 0 


4 


根据 隆 函 数 定理 ,在 如 此 条 和 件 下 ,方程 
pl4,t)=0 
有 解 趟 = 4( 科 ,而 且 这 个 解 在 t = 0 的 一 个 邻 域 中 对 1 可 微 . 口 
在 此 定理 的 条 件 下 ,可 以 选取 属于 特征 值 4(?) 的 特征 向 量 是 对 
f 可 微 的 ,说 “可 以 选取 ”内 盐 因为 特征 向 量 总 可 以 攻 -个 不 可 微 的 
纯 量 函数 因子 .为 了 证 明 这 样 的 结论 需要 如 下 引 理 . 
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9.5.15 引 理 设 4 是 ixPm 宅 阵 ,已 是 其 特征 多 项 式 , 如 是 疡 的 单 
根 , 则 4 一 入 了 至 少 有 一 个 (n 一 1)x (mn 一 1 主子 给 阵 的 行列 式 不 为 
证 只 须 从 4 减 入 1 就 可 把 问题 归结 成 特征 值 为 零 ,因此 不 妨 
直接 假设 入 = 0， 
现在 0 是 p 的 单 要 ,成 立 


p(0)=0, 里 Jo z0. 


为 了 计算 p 的 导数 ,以 a ,…,a 中 表示 4 的 列 ,e,…,e, 是 单位 向 
量 , 则 


AH-A=|Ae, 一 ab Ae, -ea ... he -a"l. 


上 时 


依 (5.9)， 
a d 
—— I(0}=—det(AI -4 
攻 (0)= det ) 
=detle, -ee .. -eg] 
+ det|- dg ee -a")| 
+.+detl- a os —_ a") e,|. 


显然 ,等 式 右 端 是 个 (n 一 ])x(n 一 由 主子 算 阵 的 行列 式 之 和 的 
人 了 倍 .因为 本 ja 关口 ,所 以 这 些 主子 矩阵 的 行列 式 至 少 和 


一 个 是 非 零 的 . 口 
9.5.16 定理 ” 设 4 是 定理 9.5.14 中 描述 的 矩阵 值 函 数 ,A(1) 是 那里 
描述 的 A(1) 的 特征 值 , 则 可 选取 4A(?) 属 于 2(i) 的 特征 向 量 x() 起 
对 f 可 微 的 . 

证 首先 证 明 , 对 于 引 理 9.5.15 中 的 4 ,如果 4 一 入 1 的 第 i 个 
主子 矩阵 ( 即 4 一 加 7 删 去 第 i 行 和 第 i 列 后 的 剩余 部 分 ) 的 行列 式 
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不 为 零 ,那么 4 局 于 4 的 特征 向 量 x 人 的 第 f 个 分 量 必 不 为 零 .如 若 
不 然 , 用 元 中 表示 x 中 删 去 第 i 个 分 量 而 得 的 向 量 ,用 4, 表示 4 的 第 
个 主子 矩阵 , 则 充 四 满足 
(4 一 和 7 =0. (5.17) 
央 det(4 一 入 门 z 0,4, 一刀/ 可 道 ,从 (5.1 力 得 中 =0. 于 是 从 
x 的 第 i 个 分 量 等 于 零 的 假设 得 x 中 = 0. 这 是 一 个 矛盾 ,因为 特 
征 向 量 不 能 为 零 
这 样 ,作为 规范 化 xf) 的 一 种 方式 ,可 取 x@) 的 第 i 个 分 量 为 1， 
它 的 其 余 分 量 即 0) 的 分 量 ,从 (4- 和 7jxze) =0 推 知 满足 非 齐 次 
方程 


(4, 一 和 7 了 9 = -a0, (5.18) 
其 中 a 中 是 4 的 第 7 列 届 去 第 ?个 分 量 而 得 的 向 量 所 以 
@ =-( 4- 和 60. (5.19) 


讽 在 加 到 本 定理 的 假设 矩阵 A(0} 和 特 4 征 值 九 满 足 引 理 9.5.15 
的 条 件 .从 而 , 因 和 矩阵 4, (0) 一 入 六 可逆, 且 因 4 人 连续 地 依赖 寺 1 
9.5.13 推出 ,对 于 足够 小 的 +, 寺 (一 对 5 江 可 道 , 故 可 以 取 相 应 4A) 
的 特征 涪 量 x(t) 的 第 i 个 分 景 为 1 ,并 由 公式 (5.1 多 来 确定 x( 站 的 其 


余人 分 其 : 
Ne)= A400) -A (lO), (5.20) 
其 中 (tf) 起 x(f) 删 友 第 i 个 分 基 而 得 的 向 量 ,(6([) 是 4() 的 第 i 
列 (at 如) 删 去 第 i 个 分 量 向 得 的 向 量 . 
内 为 (5.20) 右 端 对 + 可 微 ,所 以 准 } 对 1 可 微 .于 是 ,x(1) 对 1 可 
9217 引 理 设 4 是 nxn 纵 阵 ,p 是 其 特征 多 项 式 ,是 Pp 的 重 
根 , 则 4 一 四 了 的 零 空 间 至 名 为 上 维 ， 


* SO8 。 


证 不 朱 一 般 性 ,考虑 如 = 0 为 p 的 万 重 根 ,于 尽 有 


dp 
p(0)=37(0)=…= -了 -00 )=0， 
作为 引 理 9.5.15 的 延 仲 ,对 det( 人 一 1 水 时 AS 林 相 在 0 的 上 
阶 导 数 表示 成 (xn 一世}x (mn 一直) 主子 算 阵 的 行列 式 之 和 .因为 上 阶层 
数 不 为 0 ,推出 这 些 行列 式 至 少 有 一 个 是 非 零 的 ,比如 说 是 4 删 去 第 
1,…, 第 上 的 行 和 列 而 得 的 止 子 第 阵 44= A( 全 十 1…, nn)， 
det A4z0. 

这 样 ,可 以 证 明 4 的 零 空 间 ef 不 包含 前 大 个 分 量 为 零 的 非 鹤 
向 量 .如 苦 不 然 , 设 x 中 是 前 天 个 分 量 为 零 的 非 零 向 量 而 且 
xo eof ;用 3 中 表示 x 中 删 去 前 个 分 量 而 得 的 向 量 .因为 
dx@oi =0 ,经 缩短 的 向 基站 满 是 

AX™ =0, (5.21) 


又 因为 det4z0, 和 4 可 道 ; 所 以 从 人 521) 推出 2) =0, 并 因此 
x 二 0. 这 是 .个 矛盾 . 
现在 即 可 推出 dim ef < 无 .事实 上 , 假 在 dimefy > 天 ,那么 依 
1.3.4 的 (1),ey 中 存在 非 零 向 量 x 满 足 天 个 线性 条 件 
x =0, …, x =0, 
亦 即 过 的 前 天 个 分 量 为 零 .然而 , 刚 刚 证 明了 ef 中 不 包含 如 此 非 零 
回 量 . 口 
这 … 引 理 是 39.5.15 的 扩展 ,是 一 个 有 用 的 结论 . 
9.5.18 定理 没 4 是 nxn 算 阵 ,p 是 其 特征 多 项 式 ,如 赴 pp 的 万 重 
根 , 则 4 属于 特征 值 4 的 广义 特征 向 量 空间 的 维 数 等 于 无. 
证 依 1.61S, 广 义 特 征 向 基 空 间 是 (4 一 和 站 的 零 空 间 ,其 中 
也是 特征 值 丸 的 指数 .不妨 设 = 0, 从 而 只 须 证 明 4 的 零 空间 
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的 维 数 等 于 左 . 
由 于 
ql | 
~ A"= T(r -wi4), 
j=0 
其 中 四 是 本 原 妇 次 单位 根 , 取 行列 式 并 利用 行列 式 的 乘法 性 质 , 得 
A“ 的 特征 多 项 式 p, 通 过 4 的 特征 多 项 式 p 的 如 下 表示 式 : 


pslr)}= det{z1 一 4" )= facts -wiA) 
dl ~ 
=+[ | det(w /rs1 一 4) 
了 = 站 


dl 
=+[| pe-zte) (5.22) 


了 = 人 
注意 到 和 =0 是 上 p 的 大 重要 ,pp 可 以 写成 


丰 


plr)= Plr)e’, 

其 中 户 是 于 -天 次 多 项 式 , 有 DJz0. 因 此 ,从 (5.22) 推 出 0 也 是 

忆 的 天 重 根 .这 样 , 依 9.5.17, 4 的 零 空 间 的 维 数 < 天 :下 面 证 明 
等 号 成 立 . 

记 嘱 的 根 为 尺 …… 如 , 重 数 分 别 为 天 ,天 ， 

无 十 … 十 届 ， 一 于， (5.23) 

用 of: 表示 4 属于 特征 位 坟 的 广义 特征 向 基 空 间 , 依 1.6.13, 每 个 向 

量 可 以 分 解 为 广义 特征 向 量 之 和 ,换言之 ,有 

C=o BB oN, 


因而 

nA=dimof +…+dmefy . (5.24) 
由 于 ef 即 (4 一 1) 的 零 空 间 ,d 是 特征 值 4 的 指数 ;上 面 已 经 
证 明 
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dimef <k, i=1,.,M. (5.25)} 
联合 (5.23),(5.24) 和 (5.25), 得 


nsh t+k, =#. 


由 此 推出 (5.2 引 中 的 所 有 不 等 式 成 立 等 号 . 口 

关于 多 重 特征 情 情 形 , 一 般 答 阵 难免 出 现 广 义 特征 向 量 ,以 至 更 
难 对 其 依赖 矩阵 的 方式 作出 分 析 . 为 此 ,多 讨论 自 伴 矩阵 ,原因 是 它 
们 没有 广义 特征 向 量 . 自 伴 矩阵 多 重 特征 值 分 析 在 第 3 章 中 作 了 介 
绍 . 


9.6 4- 短 阵 


9.6.1 定义 ” 设 A(4)=[a, (4 是 mxn 算 阵 ,其 每 个 元 素 &a,(4) 均 
为 不 的 多 项 式 , 则 称 4(4) 为 处 -矩阵 .所 有 (4) 的 最 大 次 数 , 称 为 
4(4) 的 次 萄 , 记 作 deg 4(), 4A(4) 中 为 非 零 和 4 多 项 式 的 于 式 的 最 
大 阶 数 , 称 为 A(4) 的 秩 . 

设 A(4) 是 mxn 的 -矩阵 .如 果 deg 4(4)= 到 ,那么 A(4) 可 
以 写成 

AA)=AN tA + 二， {6.1) 

其 中 友人 EC 

特别 , 当 4, = 了 时 , 称 44) 为 首 一 monic)4 - 拭 阵 ， 

自然 ,每 个 4 eC 可 视 为 -矩阵 的 特殊 情形 . 

4 -矩阵 无 非 是 以 - -元 多 项 式 为 元 素 的 矩阵 ,只 是 传统 上 以 4 
为 参 变 元 而 已. 这 是 一 类 重要 的 消 数 引 阵 , 
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9.6.2 定义 设 A(4) 是 nxn 的 元 -矩阵 .如 果 det 4A(4)z# 0( 即 不 恒 
等 于 零 ), 则 称 (和) 是 正则 的 .如 果 存 在 n xn 的 多 - 算 阵 B( 包 ), 使 得 
A(A)B(A)= B(A)A(A)=T, 

则 称 4(2) 是 可 道 的 ; 换 吉 之 , A(4) 可 逆 是 指 B(4)=(4(4)) 存在 

而 且 也 是 4 -和 矩阵， 

9.6.3 定理 ”4 -矩阵 上 4) 可 道 的 充分 必要 条 件 是 det A(4) 等 于 非 

零 常 数 ， 
证 车 det4ft4j=cF0, 则 4(4) 的 道 矩 阵 的 元 素 等 于 4(4) 

的 一 1 阶 子 式 除 以 c, 从 而 是 所 的 多 项 式 .因此 ,(A(4))' 是 4- 短 


陈 . 
反之 , 若 和) 可 逆 , 则 从 等 式 4A( 人 0)B(4)= 了 得 
det A(A)det B(4)=1. 
这 是 说 多 项 式 det A(4)} 和 多 项 式 det 8(4) 之 积 是 非 零 常数 .显然 ， 
仪 当 两 者 绢 为 非 零 常数 时 才 可 能 如 此 ， 口 
行列 式 等 于 非 等 常数 的 4 -矩阵 也 称 为 双 模 4 -和 沧 阵 .内 此 , 么 模 
4 -矩阵 就 是 可 道 4 -矩阵 ,两 者 等 价 . 
9.6.4 定义 设 A(4) 和 B(4) 是 nxn 的 元 -和 矩 阵 , 有 deg A(4)=[ 和 
deg B(A4)=m, 
AN= YA4, B(A)= YB,, 
i=0) i=0 
其 中 4 ,…, 4 ,BB eC™. 
A( 所 ) 和 B(4) 可 按 通常 的 矩阵 加 法 和 乘法 计算 A(4)+ B(4) 
和 A(ANB(4). 
现在 考虑 A(7) 和 B(4) 的 除法 .如 果 B(4) 的 首 项 簿 阵 B, 可 逆 ， 
而 且 存 在 nx#n 的 允 - 矩 阵 Q(4) 和 RR(4),degR(4) < m， 使 得 


" 102。 


A(4)= CBA)+R()， 
则 称 这 是 B( 和 4) 右 除 A(4),O(44) 称 为 B(4) 除 4(4) 的 右 商 , R(4) 
称 为 B(4) 除 4(X) 的 右 余 . 特 别 ,R()=0 时 , 称 吕 (4) 为 B{(4) 除 
4(4) 的 右 因子 . 
类 似 地 ， 如 果 B(4) 的 首 项 第 阵亡, 可 道 ,而 且 存在 xxn 的 4- 
矩阵 局 (4) 和 夷 (4),deg RR(4)< m ,使 得 
A(4)= B(A)O(4)+ R(A), 
则 称 这 是 B(4) 左 除 4(4),O(4) 称 为 B(4j) 除 A(4) 的 左 商 , (4) 
称 为 B(4) 除 A(4) 的 左 余 . 特 别 ,R(4)=0 时, 称 O(4) 为 B(4) 除 
A(4) 的 左 因子 . 
了 A 
9.6.S 定理 设 A4)=》XA 和 B(4)=》 XB 是 nxn 的 生 - 算 
i=0 i=0 
阵 ， 
deg A(2)=1, deg B(A)=m, 
且 det B8, 去 0, 则 存在 唯一 的 B( 除 入 4)} 的 右 商 和 右 余 ,以 及 左 高 
和 左 余 . 
证 只 证 B(4) 右 除 A(4) 情 形 , 左 除 情形 相仿 .如 时 1 < 区 ,可 以 
并 只 能 取 Q(4)=0 和 R(4)= A(4), 结 论 成 并 . 
现 设 1 之 pi. 首先 , 状 虚 “ 除 以 ”B(4) 的 首 项 B47 .容易 看 出 4- 
矩阵 4.8 ”B(4) 的 最 高 次 项 下 好 是 44 .因此 
A(A)= AB7 A "BY+ AN{A), 
其 中 40(4)= A(4)- 4.B-'"B( 和 ,将 其 表示 为 
AV(N)= ADVE + AVA+ AL #0, 
显然 ,1 1 一 1. 
如 果 仍 有 上 之 1m, 则 将 A( 有 0 代 之 以 4 中 (4), 重 复 以 上 过 程 ， 
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40(4)= A BA B(A) + AC (A), 
其 中 
A = ADN + AVA+ AV, AV #0, 
而 有 Ll, <1 -1. 
如 此 ,可 以 构造 一 个 4 - 赵 阵 序列 : 
A (A)= A VB Am BA)+ A A), ss=L… 
其 中 


3 
A (4)= A(4). 
并 匡 
deg A = tm, deg A =1, <m. 
联合 这 些 关系 式 ,得 
A(4)= O(N)B(A)+ RA), 
其 中 
ON)= 4B HN "+ ANBI A "+ A BA" 
和 
R(4)= A (2) 
分 别 是 B( 和 4) 除 A( 多 的 厂商 和 右 余 . 
现在 假设 还 存在 人 (4) 和 民 ( 多 满足 


A(A)= OA)B(A)+ R(A), deg R(A)<m, 


则 成 并 
(0(4)- 0(2))8(2)= RQ)- RA). 
如 果 侣 (4) 二 O(4), 那 么 上 面 等 式 左 端的 -和 矩 阵 的 次 数 至 少 为 rm， 
而 右 端 的 称 -矩阵 的 次 数 必 小 于 m ,矛盾 .于 是 
0(4)= QO(N). 
并 因此 RA4)= R(4). 口 
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4.6.6 定理 设 AA)= VA4 是 mnxn 的 4- 算 阵 ,B8 eC”, 则 
i=0D 
A 一 BB 除 A(4) 的 右 余 是 
AlB)= AB' + A BT ++ AB+A,; 
左 余 是 
A(B)=B'A +B A ++BA+A,. 
证 容易 验证 成 立 因 式 分 解 
1 一 有 = (THATB+ 人 二 有一 下)， 
在 等 式 两 端 左 乘 4 ,然后 对 了 = 上 … 江 的 所 得 等 式 求 和 .和 式 的 看 
端 形 如 


CAXNAT -2B), 
其 中 CW) 是 4 -矩阵 ; 左 端 为 


>4 V -4 B’ = > 大 一 -4 B’ 
= A(4)- A(B). 
因此 

A(4)= C{(ANA — B)+ A(B). 

1 此 ,并 依 9.6.5, 宙 一 召 除 4{ 和 4) 的 右 余 是 4A(B). 
左 余 的 结 朱 可 以 通过 对 调 因 式 分 解 中 的 因子 , 右 乘 以 4,, 然 后 
求 和 而 推 得 . 口 
9.6.7 定义 ”两 个 贡 x 的 -个 阵 帮 4 和 且 (4) 称 为 等 价 的 ,或 者 说 
起 连接 等 价 变换 的 ,如 果 存 在 mxm 福 模 所 - 容 阵 P() 和 nxn 义 模 


和 4- 矩阵 QO(4), 使 得 

P(A4)A(4)O(4) = B(A). (6.2) 
9.6.8 定义 ” 设 P( 和 =[p,(4 是 nxn 非 奇异 - 答 阵 .有 如 下 三 种 
简单 类 型 矩阵 
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p,(4)=1, 一 | 六,9， 
(1) Pre (4)= ps, (4)=1, 
Pi(4)=0, 和 它 ， 


此 即 置 换算 阵 , 形 如 
1 
1 

[0 1 
: 1 : 

1 |: 
] 0 

1 


p,(4)=1, i=1,.…,n, 
Q) pm (4)=f{(4), pq, 
pis(4)=0, 其 它 . 
形 如 


本 ~ 1(2) p 


0 …. 4 /2) - “| 


1 
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pa(4)=1, 一 i p, 
(3) 1 po {4)=cz0, 


Py (4)=0， 共 它 . 

形 如 
1 
0 
C P 
0 1 
1 

这 些 和 矩阵 称 为 初等 变换 矩阵 . 


用 初等 变换 失 阵 五 (入 ) 乘 4 - 定 阵 4(4) 分 别 起 如 下 作用 : 

(D) 交换 第 p 和 第 gq 行 ( 列 ) 

(2) 第 g 行 ( 列 ) 的 AL4) 倍 加 至 第 行 ( 列 ) 

(3) 第 疡 行 ( 列 ) 乘 以 非 零 常数 c， 
对 4(4) 的 这 些 变换 称 为 初等 变换 . 
显然 ,三 类 初等 变换 的 行列 式 分别 等 于 一 1,1 和 ¢. 
9.6.9 定理 设 A(4)=[a,(4 有 是 nxn 和 4- 矩阵 ,rankA(4)=， 
则 可 以 通过 初等 变换 将 44) 约 化 为 等 价 的 如 下 形式 的 4- 矩 
阵 : 


oO 0 | P(A)= diag(a (4).,0, (2)), 


(6.3) 


"607 。 


其 中 四 (4)…,a,(4) 均 是 首 项 系数 为 1 的 4 的 多 项 式 ,而 且 a,(4) 
整除 a (424),i=1.…,r 一 1. 

证 在 下 面 ,利用 一 系列 初等 变换 来 产生 形 如 (6.3) 的 矩阵 ;而 且 
无 论 进行 到 任何 阶段 ,总 把 现行 变换 中 的 矩阵 的 亿 门 -元素 叫做 
ay (4). 

设 Q,(4) 是 A(4) 中 次 数 最 低 的 ( 非 零 ) 元 素 之 一 ;通过 第 1 和 第 
i 行 交换 及 第 1 和 第 三 列 交换 ,该 元 素 便 成 为 元 素 @ 放 4) .这样 , 可 得 
如 下 表示 : 

| (4)= a (A)g (4)+ ni (4) [i= 之， 

a (4)= an(A)g, (4)+n,(4) 了 三 之 
其 中 六 (Pr 和 六 (人 4 是 余 项 ,它们 的 次 数 低 于 
ai 的 次 数 . 如 果 它 们 林 全 为 零 , 展 设 产 ， (四 不 为 零 ; 那 么 ,将 第 天 
行 减 去 9 {4)} 倍 的 第 1 行 ,然后 交换 第 1 和 第 开行 .于 是 ,元 素 a (4) 
改变 为 mt4), 它 不 为 霉 ,而 且 其 次 数 低 于 前 此 在 这 个 位 置 上 的 元 素 
的 次 数 . 

继续 如 此 做 法 ,元 素 @ (4) 总 是 非 零 而 且 其 次 数 必 定 减少 

最 终 ,或 者 a (4) 变 换 成 与 和 无 关 , 或 者 在 更 早 些 阶 段 ,现行 
qi(4) 必 然 整 除 所 有 现行 a. (4)…,awi(4) 和 a,(4)…,ai,(4). 
这 时 ,通过 2 至 严 行 分 别 减 去 适当 倍数 的 第 1 行 ,2 至 疡 列 分 别 减 去 
适 汉 倍数 的 第 1 列 , 符 阵 便 可 约 化 成 如 下 形式 


oa) 


至 此 ,看 qa,(4) 是 和 否 可 以 整除 4 (4) 的 所 有 元 素 .如 若 不 然 , 假 
设 对 于 某 元 素 @ (4), 
qay(W= a (A (A +r, (4), x, (4)#0, 
那么 ,将 第 7 行 加 储 第 1 行 ,然后 施行 前 向 的 步骤 ,重新 得 到 (6.5) 形 式 ， 
但 非 零 的 a (4) 具有 更 低 的 次 数 .继续 如 此 做 法 ,或 者 @ (4) 变 换 


(6.4) 
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成 与 和 无 关 , 或 者 在 更 早 些 阶段 ,必定 达到 形 如 (6.5) 且 a, (4) 能 整除 
4, (4 的 所 有 元 素 的 情形 . 

如 果 4,(4) 不 恒 等 于 零 , 可 以 把 对 和 4) 的 做 法 用 来 处 理 
A,( 和 4) ,得 到 


， (6.6) 


© |40) 


其 中 人 ( 坟 ) 整 除 4 (4), a (4) 整除 和 4 (2) 的 所 有 元 素 - 
继续 这 样 做 下 去 ,矩阵 约 化 为 形 如 


0 0 | 
0 .On (7 


其 中 每 个 ai (有 4) 整除 其 后 继 者 ; 当 s 等 于 mm 或 n, 或 者 4,,(4) 为 零 
矩阵 时 处 理 终止， 

由 于 4 -矩阵 在 用 非 坷 异 矩 阵 相 乘 下 不 会 改变 秩 ,而 且 根据 候 
设 ,rankd(4=7 故 = 因为 每 个 ai(4) 是 非 零 多 项 式 , 溢 其 所 
在 行 以 适当 的 常数 ,可 使 其 最 高 次 突 的 系数 等 于 1, 从 市 每 个 a; (4) 
成 为 首 项 系数 为 1 的 多 项 式 , 简 记 之 a (4),q,( 和 1) 整除 a (1) .这样 ， 
最 后 得 到 了 (6.3) 中 的 D(4) .鉴于 妃 (1) 是 由 一 系列 初等 变换 而 获得 
的 , 央 此 有 


PA)A(4)0(4) = D(4), (6.8) 
其 中 P4] 和 如 0) 分 别 是 若 : 上 初等 变换 矩阵 之 积 , 必 为 非 奇 异 的 ,而 
日 行 列 式 之 值守 4 无关， 口 


这 是 关于 等 价 包 -矩阵 的 基本 定理 .(6.3) 中 的 D(4) 称 为 等 价 和 44- 
矩阵 A(4) 的 Smith 标准 形 . 
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9.6.10 定理 4 -矩阵 的 秩 在 等 价 变换 下 是 不 变 的 . 
证 设 4- 矩 阵 必 4) 和 号 (04) 等 价 ， . 
B(2)= P(2)4(2)0(2), 
则 B(4) 的 了 阶 子 式 b( 和 1) 可 以 通过 A(4) 的 若干 j 阶 了 了 式 a,(4) 表 


(4)=5 pa. Ce G69 


其 中 己 { 和 和 9,(4) 分 别 是 下 2 和 BC4) 的 某 些 了 阶 子 式 ,现在 候 
没 B( 和 4) 的 秩 为 r,bp(4) 是 B(4) 的 x 阶 非 零 了 式 ,于 是 从 (6.) 扒 出 ， 
全 少 存在 4(4) 的 一 个 r 阶 了 式 a,(41) 是 非 零 多 项 式 ,这 表明 


rankB(4) < rankA(4). 
注意 到 依 9.6.7 和 9.6.3, P(4) 和 QO(4) 是 可 首 的 . 因 调 从 
A4)= ES， (6.10) 
又 可 推出 
rankA(4)}< rankB(4). 口 


9.6.11 定义 ”设施 -矩阵 A( 和 4) 的 秩 为 7 ,用 4 ,(4) 表 示 4A(4) 所 有 j 
阶 子 式 的 首 一 最 大 公 因 子 , j = 1,…,r ,并 规定 df (4)=1.( 普 一 
指 首 项 系数 为 1.) 

显然 ,任何 7 >2 阶 的 子 式 可 以 表示 为 j 一 1 阶 子 式 的 线性 组 
合 ,qd ;1(4) 必 为 d,(4) 的 因子 , 故 序列 


da (6.11) 
中 ,di( 人 可 被 @ (41) 整 除 ,j= 1,…,r .因此 , 商 
d,(4) 
可 三 一 1,…: 6.12 
i,(4) d,) (4) J 1 sr { ) 
都 是 多 项 式 ， 


"10* 


d (4)=2(4) i (4), j=b,r, (6.13) 
而 且 (4 可 被 (4) 整除 ,j=2,…,. 
六 (0)…,i (4) 称 为 A( 扩 ) 的 不 变 包 项 式 .这 一 术语 基 十 如 下 
定理 . 
9.6.12 定理 ” 设 4- 知 阵 A(4) 和 B(4) 的 秩 为 f, 丽 蝇 是 等 价 
的 ,qd (4) 积 5,(4) 分 判 是 4(4) 和 B( 和 0) 所 有 .j 阶 子 式 的 首 -- 最 大 
公 因 子 , = ,7 ,出 
d,(4)=6,(4), j=1,,r. {6.14) 
证 沿用 956.10 证 明 中 的 记号 . 
从 (6 看 出 , A( 和 4) 的 各 个 了 阶 子 式 的 任何 公 因子 是 如 4) 的 因 
了 ,故人 5,( 和 1) 可 被 d (4) 比 除 ,j=1…,7， 
仍然 ,从 (6.10) 看 出 ,d (4) 又 可 被 6,(4) 整 除 ,j= 1 
再 注意 到 所 有 多 项 式 d (4) 和 5,(4) 的 首 项 系数 均 为 1, 推 山 
{6.1 名 成 并 . 口 
9.6.13 定 理 ” 设 4(4] 是 秩 为 > 的 中- 矩阵 (6.3) 中 的 PH) 是 性 人 的 
Smith 标准 形 , 则 
a (4)=i(4), j=L.,r, (6.15) 
其 中 六 (4)…,i(4) 是 所 4) 的 不 变 多 项 式 . 
证 DD(4) 的 子 式 的 最 大 公 因 子 序列 为 
d,(4)=a {4)…a,(4), j= r. 
依 .6.12, 它 们 也 是 4( 克 ) 的 子 式 的 最 大 公 因子 序列 .因此 


it 

i (4)= d (4) 
jl 

根据 这 一 结论 ,9.6.9 可 以 改 述 如 下 . 


=a,(4), j=l,r. 口 
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设 4f(4) 是 秩 为 了 的 由 xp 的 4- 和 矩阵 站 (全 (4 是 二 
的 不 变 多 项 式 ， 则 4( 4) 等 价 于 
po 二 of, 500-aaaeG 


0 


(6.16) 
9.6.14 推论 ”两 个 4- 算 阵 等 价 的 充分 必要 条 件 是 在 相 同 的 不 变 多 
项 式 ， 

证 明和 留 作 练 习 . 
9.6.15 定理 设 4,B eC” ,A 和 8B 相 羽 的 充分 必要 条 件 是 4- 算 
阵 林 一 4 条 一 BB 等 价 . 

或 者 ,利用 9.6.14，4 和 B 相似 的 充分 必要 条 件 是 4- 算 阵 
好 - 才 和 好 一 吾 有 相同 的 不 变 多 项 式 . 

证 如果 4 和 召 相 似 ,那么 存在 非 坷 异 第 阵 89 EC ,使 得 
4= SBS ,从 而 


A — A=S(A-B)S-. 
这 吉明 咎 一 4 和 和 宙 一 B 相等 价 的 . 
反之 ,如 昌 好 -4 和 和 好- 吾 有 相同 的 不 变 多 项 式 ,那么 它们 是 
等 价 的 .这 了 可 是 说 ,存在 芭 模 4 -第 阵 P{4) 和 Cl(4), 使 得 


Pa -dj)= NH-8. (6.17) 
于 是 
MMA -B= (4 4 (6.18) 
其 中 
Ms 和 
也 是 一 个 4 -第 阵 . 
现在 用 入 一 4 左 除 M(4), 用 和 宙 - 晴 布 除 O(4), 有 


M(2)= (4 -AWS(A)+ M, (6.19) 
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和 
QO(4)= R(AXAL - BY}+ 0,, (6.20) 
其 中 有 人 eC™ 将 (6.19) 和 (6.20) 代 入 (6.18) 得 
(4 -4SGJ+MoXU-B)=(U -LRC — B)+ QO,). 


由 此 ， 

(A — AXS(4)- RAMAT— B}= (47 — A)O, -MT 下、 
注意 到 等 式 右 端 4 -矩阵 的 次 数 至 多 为 1, 而 如 果 5(4) 一 R(X) 不 为 
零 , 则 左 端 和 -矩阵 次 数 至 少 为 2 ,推出 


S(4)= R(A). 
并 因此 
M(B)= (2-4)0,. (6.21) 
这 表明 
M,=0,, MB= AO,. 
从 而 有 


MB= AM.,. (6.22) 
至 此 ,只 须 论证 M, 非 奇异 便 可 完结 定理 前 证 明 . 
设 用 条 一 BB 左 除 P(4) 得 
P(A)=(A1 -BU(A)+D,, 
其 中 户 与 4 无关 .因此 ,利用 (6.19)(6.20) 和 (6.21 有 
1=M()P(N) 
= (7 一 A)S(2)+ M,NX(AH -BU(4)+ Pp) 
=(A -AS{(AAU -BU(A)+ (A -ADU(A) 
+ (A -ABS(AP, + MP, 

=(4 AXON (D+ SP )+ MoP,. 

从 而 推出 


QAU(AN+ SA)P, =0, MP = 了 
于 是 ,det af 关 0,(5.22) 第 涵 4 和 8B 相似 . 口 
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9.6.16 定理 设 4eC”, 好 -4 的 非 零 次 不 变 多 项 式 是 
站， 
则 4 相似 于 甘 对 角 矩 阵 
C, =diag(C .CC ), (6.23) 
其 中 CC, 表示 相伴 不 变 多 项 式 坟 (4) 的 友 矩 阵 ,s < 
证 首先 ,注意 到 多- 矩阵 向 一 4 的 秩 为 nn 以 及 关于 其 不 变 多 
项 式 的 假设 ,存在 么 模 4 - 抢 阵 P(4} 和 QO(4), 使 得 
PANAT — A)O(A)= diaglh ,l,i (4 (2，(624 
对 这 一 等 式 取 行 列 式 , 左 端 因 det P(4) 和 detO(4) 是 非 零 常数 ,等 
于 数 乘 4 的 特征 多 项 式 det( 姑 - 介 , 次 数 为 n; 而 右 端 等 于 乘积 
让 (4 (4) 由 此 可 知 CI EC， 
其 次 ,注意 到 相伴 首 -多项式 
pA)=N +a, A +t a d+ta, 


的 友 算 阵 形 如 
0 1 0 
c -| 0 0 1 
a a a 
容易 计算 , 17 C, 的 不 变 多 项 式 为 
i(4)= = (4)=1, i,(4)= p(4). 


从 而 忆 , 等 价 于 严 x 亚 对 角 惩 阵 diag(l,……,1, p(4)). 
因此 ,对 于 (6.23) 中 的 CG, ,s <n, 和 4- 矩阵 村 一 C 等 价 于 对 
角 算 阵 
D, (4})= diag(l,…,L,i (4)). 
从 而 推出 好 - C 等 价 于 
D(4)= diag(D,(4)…, D, (2)). 


.614. 


具体 地 ,存在 双 模 4 -矩阵 如 4 和 人 C(4), 使 得 
1 -CI = PD(A0(4). (6.25) 
显然 ,通过 初等 变换 村 阵 可 将 DA 变换 为 (6.24) 中 右 端的 形式 ， 
即 . 
A4(4)= diag(1 bi (4),,6, (4)), 
故 D(4) 和 4(44)} 等 价 .于 是 ,从 (6.25), 讶 一 C) 和 A{4) 等 价 ;这 


说 其 

i {4} i (4) 
是 万 -Ci 和 好 -4 两 者 的 不 变 多 项 式 .从 而 , 依 .6.15,4 和 CC， 
相似 . 口 
对 比 $.2.4,5 就 必 4 的 Frobenins 标准 形 ,然而 这 里 的 刻画 更 为 
精细 些 , 论 证 也 更 如 县 体 些 .C 也 称 为 4 的 第 一 自然 标准 形 (first 
natural nonmal form). 


9.6.17 定义 ” 设 4() 是 nxn 的 4- 答 阵 ,rankA( 和 4) 了 ,其 不 变 多 


项 式 为 
(4), (2). 
电 设 4d.(4) 是 且 4) 所 有 + 阶 子 式 的 首 最 大 公 因 子 ,在 CL 上， 
d,(4)= IIC- 1, (6.26) 
其 中 


m21, j=L,3, 
而 秃 ，… 即 是 相 异 的 数 ,它们 称 为 4A() 的 本 征 根 (atent root). 


注意 到 
i(4)-%i (4) = 4,(%), 
以 及 i 14) 是 {4) 的 因子 ,j= 23,…,7 .推出 存在 一 组 整数 
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其 中 


NO 


(= 入 记 (4 六 zp 


i (DD=(4-47" 4- (4, 


Oa < Oy Si Hh , 


(6.28) 


出 现在 因子 分 解 (6.27) 中 的 每 个 wx > 0 的 因子 (4 一 可? 称 为 
A(1) 的 (关于 思 的) 初等 因子 
通常 ,wx = 1 的 初等 因子 称 为 线性 初等 因子 ;否则 称 为 非 线性 


初等 因子 . 
9.6.18 定理 
等 因子 . 


两 个 多 -矩阵 等 价 的 充分 必要 条 件 是 两 者 有 相同 的 初 


证 依 9.6.14, 立 即 推出 初等 因子 在 4 -矩阵 的 等 价 变换 下 是 不 


变 的 ， 


口 


9.6.19 定理 设 48EL” ,4 和 吕 相 做 的 充分 必要 条 件 是 4 -和 完 
阵 好 一 4 和 好 一 旦 有 相间 的 初等 网 子 . 

证 直接 从 9.6.15 和 9.6.18 推出 . 
9.6.20 定理 设 A(4) 和 B(4) 是 所 - 方 阵 , 则 块 对 角 和 矩阵 
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c=| 0 so) 


D 


的 初等 因子 集合 等 于 A(4) 的 初等 因子 集合 和 B(4) 的 初等 因子 集 
合 的 并 集 ， 

证 设 DD(4) 和 DD,(4) 分 别 是 A(AX4) 和 B(4) 的 Smith 标准 形 ， 
风 显 然 存在 儿 模 4 -矩阵 玖 (4 和 RU), 使 得 


C(4)= 0 让 Wea 


现在 设 
(4 和 太太 


人 -和 所 -入 
分 别 是 五 (4) 和 D,(4) 关 于 同一 A eC 的 初等 因子 ,并 设 按 非 减 是 
序 排列 指数 集 : 
PA 


和 


其 中 
OS SE yy 
依 9.6.11, 在 diag(D,(4) DD, (14) 的 Smith 标准 形 
D = diag(i (424),1, (2)0,.…,0) 
中 的 不 变 多 项 式 ， 
六 (和 可 被 (4 一 和 ] 产 * 整除 ,不 能 被 (4 一刀"” 整除 ; 
i 14) 可 种 (4 一 和 整除 ,不 能 被 (4 和 四 除 ; 


由 此 推出 


D(l4) 0 
0 也 (4 
一 一 从 而 C(4] 一 一 关于 妈 的 初等 因子 正好 是 
(4— A ,A 口 
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9.6.21 第 二 自然 标准 形 定理 设 4eC™, 用 
1(2),.…,4,(4) 

表示 拖 - 短 阵 民 一 有 4 的 初等 因子 , 则 4 相似 于 块 对 角 矩 阵 
C, = diag(C, ,…,C; ), (6.29) 
其 中 C， 是 相伴 多 项 式 1, (0) 的 友 逢 阵 ,1 Sk <s. 

证 矩阵 龙 ~C 仅 有 的 非常 数 不 变 多 项 式 是 4( 和 0, 又 因 作 
为 好 -4 的 初等 因子 的 六 (让 是 4 的 线性 多 项 式 的 寡 , 故 下 (4) 也 
是 代 一 ,的 唯一 的 初等 因子 . 

应 用 9620. 宁 -CC 和 好 -4 有 相同 的 初等 因子 .从 而 , 依 
9.6.19, 4 和 已; 相似 . 口 

应 用 这 - -定理 可 以 极其 简洁 地 证 明 关 于 Jordan 标准 形 的 结论 
5.1.2. 
9.6.22 Jordan 标准 形 定理 设 A eCQ”", 订 一 4 的 初等 因子 为 


(A)=H- 4, k=1l,.,s, Dn =n, (6.30) 
El 
则 攻 相 似 于 和 矩阵 


J = diag(7 7 JeC”™™”, (6.31) 
其 中 .六 是 相应 于 妇 ( 四 的 下 xm Jordan 块 ， 
4 1 0 
J = 站 下 1 (6.32) 


证 负 一 J 仪 有 初等 因子 1 (1). 
另 一 方面 ,由 9.6.21 的 证 明 得 知 , 一 C, 同样 仅 有 初等 内 了 了 
(4),C， 是 相伴 1(4) 的 友和 矩阵 . 
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因此 ,矩阵 J， 和 CC， 相似 ,=1,…,s .从 而 , 依 9.6.20, 宗 阵 . 了 和 
(6.29) 中 的 性, 相似 . 
现在 应 用 9.6.21 即 得 4 和 J 相似 . 口 


9.7 有 理 知 阵 


9.7.1 定义 设 A(4)[aj(4】 是 mxn 秆 阵 ,其 每 个 元 素 a, (4) 均 
为 不 的 有 理 式 , 则 称 4(4) 为 4 的 有 理智 阵 (rational matrix). 

中 的 有 理 式 是 一 个 分 式 ,其 分 子 和 分 母 是 勾 的 多 项 式 .分 子 
的 次 数 小 于 分 母 的 次 数 的 有 理 式 称 为 真有 理 式 .如 果 每 个 a, (4) 
均 为 真有 理 式 , 则 称 4A(4) 为 严格 走 有 理 逢 阵 (strictly proper 


rational matrix). 

最 然 , 若 4 和 是 严格 真有 理 和 矩阵 , 则 当 14 一 om 
时 , A(4)—> 0. 
9.7.2 定理 设 A(4)=[a, (4 是正 x 于 有 理 和 矩阵 , 则 存在 严 x 亚 么 
模 4 -矩阵 (4) 和 nx 乏 模 所 -矩阵 QO( 和 1), 使 得 


pA)= p= | a 
其 中 
(1) D(4)= diag(ai(4)…,a,(4)), 其 中 
a,(1)=9,(4)w, (4), i=1,*,r, 
每 对 g (4) 和 w,(4) 是 首 项 系数 为 1 的 互 素 的 多 项 式 ; 
(2) (4 是 (4) 的 因子 ,i=1…,r 一 1; 
(3) Wi (和 0 是 W,(4) 的 因子 ,i = 1…,r 一 1. 
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证 用 g(4) 表 示 和 (4) 所 有 元 素 分 母 的 首 项 系数 为 1 的 最 小 

公 倍 式 , 则 8(434(2) 是 元 -矩阵 . 设 
rank[g(4}4(24)]=z. 
依 9.6.9,g( 扩 )A(4) 可 约 化 为 Smith 标准 形 
万 (4) 0 
ole -2 有 ra 
其 中 
D.{4)= diag(b, (1)-…,5,{4)), 

pb (4》…,b,{ 和 4) 都 是 首 项 系数 为 1 的 多 项 式 ,而 匡 b,(4) 是 b,(4) 
的 因子 ,i =1,.…,r 一 1. 

现在 对 等 式 (7.D) 除 以 g{4), 记 
1 


Dl4)=—— DD, (4), 
= 600 

: 1 / [fb(4) 5b.(4) 

D(A4)=— DD. (24)= dia a . 

g(4) 1 人 EC “gl 
再 对 =]…,7, 将 户 (4)/g(4) 消 去 b,(4) 和 g(4) 的 公 因 子 ,并 记 其 
汶 
a, (4)= 9,(4)y, (4). 
这 样 ,从 (7.2) 推 得 (7.1)， 
从 推 证 过 程 看 出 条 件 (]) 成 立 .注意 到 5(4) 是 5 (4) 的 因 

子 ,二 1 一 了 ,条 必 介 ) 和 (3) 也 是 成 立 的 . 口 


(3.0 中 的 已 (了 4) 称 为 有 理 矩 阵 4(4) 的 Smith-MeMillan( 标 准 ) 形 
ii (的 次 数 之 和 称 为 4(44) 的 MeMillan 次 数 . 
9 (4)…,, (4) 的 根 称 为 4(4) 的 霍 点. 
WW (4)》…, 光 (1) 的 根 称 为 入 44) 的 极点 . 
例 算 阵 


“ 62720. 


(4+3X44 (4+4) 
是 严格 真有 理 和 矩阵 , 共 所 有 元 素 的 最 小 公分 母 是 
glaj=(4+37(4+4) 


sh-| (0 Gre 4 


-64+3 (2-1X4+3) | 
Hdetlg(2)4(24)]#0,rank[g(4)4(4)]=2. 
因 (7.4) 中 四 个 元 素 没 有 公 因 式 , 故 g(4)4() 的 Smith 标准 形 
DD,(4) 的 对 角 元 素 是 
b,(4)=1, 
pb,(4)= det[g(4)4A(4)=(2+1X4+2X4+3) (4+4), 
所 以 ,0.3) 中 的 A(4) 的 Smith-McMillan 形 是 


| 1 9 
D(4)= 0? (4)= 山 b, 


1 1 
| (+3) (4 + 3X4+ 1 073) 


g(2) 
> 2 0 
| C9 | 
本 
在 这 里 ， 
P42)=1 yi(4)=(4+3) (4+4) 


P(A)=A+1NA4+2) y,(4)=A4+4. 
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4(4) 的 MeMillan 次 数 为 5, 不 同 于 g(4) 的 次 数 . 
4(4) 的 零点 是 -1,- 2. 
4(4) 的 极点 是 -3(2 次 ), 一 4(3 次 ). 
注意 ,虽然 (7.3) 中 的 必 4) 是 严格 真有 理 矩 阵 ,但 是 它 的 Smith- 
MecMillan 形 却 不 是 
9.7.3 定 义 设 AeC”"”",BPeC™,C eC”™” ,DeC”™ ,方程 组 


Ax = Ax+ Bu, | 了 
(Ee xeC EC ,yeCd"”", (7.5) 
其 中 4 是 复 参 数 . 
容易 推出 
y= GA , (7.6) 
其 中 
G(4)=C(A — AN'B+D. (7.7) 


G(4] 是 元 的 严 x! 有 理 矩 阵 , 称 为 关于 方程 组 (7.5) 的 转移 
(或 传递 函数 给 阵 (transfer function matrix). 
在 线性 控制 系统 弄 论 中 ,方程 组 (7.5) 起 着 基础 的 作用 ,在 那 
里 ,x 是 状态 向 量 ,4# 是 控制 向 量 ,y 是 输出 问 量 . 
9.7.4 定义 ”对 于 给 定 的 严格 真有 理 矩 阵 G(4), 确 定 -组 镍 阵 
4 ,B,C ,使 得 


CT 4 有 = Cl(4)， (7.8) 
称 4,B,C 为 G(4) 的 一 个 实现 (realization). 
如 此 实现 是 不 唯一 的 ,其 中 具有 最 小 阶 数 的 4 的 实现 (对 应 十 


状态 变量 个 数 最 少 ) 称 为 极 小 (minimaD) 实 现 ， 
注意 ,在 G(4] 是 严格 真有 理 矩 阵 的 条 件 下 , 必 有 万 = 0 .因此 , 确 
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定 G(4) 的 实现 是 确定 转移 押 数 矩阵 的 反问 题 ， 
容易 证 明 ( 留 作 练习 ): 
若 人 条 阵 4,B,C 是 G(4) 的 -个 实现 , 则 对 于 任何 与 4 同 阶 的 
尼 奇 异 矩 阵 开 , 窍 隆 T4T ,7B,CT7 也 G(4) 的 实现 . 
9.7.5 定理 ”AeQD””,BeC™,CeC”™ 为 G(4) 的 极 小 实现 的 
充分 必要 条 件 是 : 
(1) 和 扼 阵 对 (4 如 ) 为 可 控制 的 , 即 可 控制 矩阵 ( 见 3.14.15) 


8 多 =|B 4B 下 有 … A™'8| (7.9) 
的 秩 rank 字 二: 
(2) 竺 阵 对 (4,C ) 为 可 观测 的 (observable), 即 可 观测 矩阵 
C 
CA 
Cd (7.10) 
CA™! 
的 秩 等 于 n. 
定理 证 明 从 上 略 . 
例 设 4 是 nxn 友 算 阵 
0 1 0 :… 0 
A= .0 
0 
— a, 和 是 一 好 — 
其 特征 多 项 式 
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p(A)=det(AU— A)=NW tod t+a A+tA,. 


v(4)=0,4.4,.,4"!). 
不 难 推 证 :( 社 一 4A) 的 最 后 - 列 是 v(4J p(4); 从 而 纯 量 转 移 
函数 
g(4)= (Ca TCM 十 二 Co 由 十 Cn Yp(2) (7.11) 


A, b=e,=(0,%,0,1) , c=(c, 4,0c0). (7.12) 
亦 即 成 立 
c( 1 -4 六 65= g(4). 
而 且 容 易 验 证 这 实现 的 朱 阵 对 (4,5) 是 可 控制 的 . 
因此 , 依 9.7.5,(7.11) 中 g(7) 的 实现 (7.12) 为 极 小 实现 的 充分 必 
要 条 件 是 可 观测 矩阵 


Cd 


cA”! 

为 非 奇 媒 矩阵 .然而 , 依 6.8.3, 这 个 nx 可 观测 生 阵 正好 是 关于 多 项 
式 p(4) 和 GCN 二 十 6 +Cc 的 结 式 矩阵 ,于 是 , 古 
以 换 种 说 法 : 

(7.12) 为 极 小 实现 的 充分 必 监 条件 是 (7.11) 中 分 子 和 分 母 时 个 
多 项 式 重 素 . 
9.7.6 定 义 设 A(4) 是 mxn 有理 挫 阵 , 用 g,( 有 4) 表 示 A4(4) 的 第 7 行 
中 元 素 的 最 小 公分 母 , 用 &,(4) 表 示 A() 的 第 列 中 元 素 的 最 小 


nm—l 
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公分 母 ,并 记 
M(4)=diag(g, (4).…,8, (4)). 


厄 (=dag( 和 CCD) 
则 (和) 可 表示 为 
A(4)= (MN(24) (7.14) 
和 
4(1)= NAME OA), (7.15) 


其 中 N(4)} 和 WNW(4) 是 mxn 的 多 -矩阵 . 
表示 式 (7.14) 称 为 4( 1) 的 堪 窍 阵 分 式 描述 (lef matrix fraction 
description) 或 简称 左 m.fd,, N(4) 为 其 分 子 ,AM (4) 为 其 分 母 . 
表示 式 (7.15) 称 为 A(4) 的 右 和 矩阵 分 式 描述 (right matrix 
fraction deseriptiom 或 简称 右 m.f.d., 玉 (4) 为 其 分 子 , MM (4) 为 其 
分 母 . _ _ 
注意 ,af Ni 六 (4) 都 是 多 项 式 矩阵 , 左 mf.d. 和 
回 生 了 d 起 将 通常 有 理 函 数 表 示 成 酚 个 多 项 式 之 比 推广 于 有 再 宅 阵 . 
这 是 换 -种 方式 考察 有 理 知 阵 , 语 控制 论 中 是 有 其 用 处 的 . 
例 对 于 (7.3) 中 的 矩阵 和 (4) 有 
g (A)=(2137(444) gg(4)=(4+3)(4+4). 
S10)=4+3) (4+4, &(4)=(4+3)(2+4). 
.44) 的 左 mf.d. 为 
40J=da 太 NO 
-| (4+9 0 一 
= ) 


0 (4+3Na++ 
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由 十 和 才 十 3 
XX 
-6 (4-14+3)| 
4(4) 的 右 mfd. 为 


A(2)= BAM) 
-| 人 4+4 | 
) 


-6(4+3) (4—1X4+3 


A 0 | 


0 {4+3X4+4) 


» 26 " 


10 其它 特 丈 和 矩阵 综述 


10.1 ” 算 阵 的 有 向 图 及 指标 矩阵 


10.1.1 定义 设 4=[ay]eC”™,pi,,p， 是 平面 上 任意 个 不 同 
的 点 , 称 其 为 结 点 (node). | 

对 局 4 的 每 个 非 震 元 素 a ,用 一 条 以 已 为 起 点 以 p; 为 终点 
的 弧 连 接 结 点 p, 和 p , ,并 称 其 为 有 向 强 (directed arc). 

特别 ,对 应 4 的 非 零 元 素 a;, 有 光 弦 从 p; 到 其 白 身 , 称 其 为 闭 
路 floop)， 

如 此 ,矩阵 4 有 具 天 个 结 点 及 有 向 弧 组 成 的 图 , 称 为 4 的 有 向 
图 (directed graph}. 记 作 矿 (4) . 


例 
fA p p, 


MA): 
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全 
= 


(4): 


Lm 
一 


1 
1 
0 
0 A a 


10.1.2 定义 ”有 向 图 矿 中 的 一 条 有 向 有 路径 y 是 指 六 中 的 一 个 有 向 


弧 序 列 
pi pis Pi Pi Pr Pi (1.1) 
相应 的 有 向 路 径 > 的 结 点 有 序 央 是 指 
Pi ,Pi ,Dis pis (1.2) 


有 向 路 径 y 的 长 是 指 y 中 相继 有 向 骂 的 数 日 ,如 果 这 个 数 日 是 
有 限 的 话 ;否则 称 ” 是 无 限 发 的 . 

循环 (cyclie) 或 称 简 单 有 向 循环 (simple directed cycle) 或 闭路 
径 {closed path}) 是 指 起 点 和 终点 在 同一 结 点 的 有 向 路 径 ; 该 结 点 
正好 在 路 径 结 点 有 序 表 中 出 现 两 次 ;在 这 个 结 点 表 中 没有 其 它 
结 点 再 次 出 现 . 长 为 1 的 循环 即 是 闭路 ,也 称 为 平凡 笠 环 (trivial 
cycle). 
10.1.3 定义 ”有 向 图 矿 称 为 强 连 避 的 ,如 果 矿 中 每 对 不 同 的 结 点 
已 和 六) ,存在 以 局 为 起 点 以 忆 , 为 终点 的 有 限 长 有 向 路 他. 
10.1.4 定义 设 4=[eilsC,M(d)=[L]sC” 称 为 4 的 指 
标 和 矩阵 (indicator matrix) 或 关联 矩阵 (incidence matrix), 如 果 


= 1， a;* 0, i j=1,,n. (1.3) 
0, a = 0, 


显然 ,对 于 任何 4eC” ,4 的 有 向 图 和 其 指标 矩阵 机 (4) 的 
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有 向 图 是 相同 的 .所 以 ,考察 4 的 有 向 图 等 价 于 考察 jM (4) 的 有 向 图 ; 
有 关 的 结论 也 因此 常用 两 种 等 价 的 说 法 . 
10.1.5 定理 设 4EC”,4>0, 晶 -4 是 无 穷 可 分 的 , 则 指标 符 阵 
M (4A) 是 半 正 定 的 . 

证 根据 无 穷 可 分 的 定义 9.4.8, 4=[a,] 的 Hadamard 军 
A =[as ] 对 所 有 cx > 0 是 半 正 定 的 ;再 注意 到 

Cj >0, i=1,..,n 
而 且 特 征 值 连续 地 依赖 于 托 阵 的 元 素 .于 是 
M(A)= lim A®) 

必 为 半 正 定 矩阵 . 口 
10.1.6 定理 设 4=iejlsC” ,Pi 和 Pi 是 产 ( 4 的 结 点 , 则 
(4) 中 jp, 和 pp, 之 闻 存 在 长 为 mw 的 有 向 路 径 的 充分 必要 条 件 


屁 
(14") = 
等 价 地 说 , 矿 (4) 中 p; 和 pp, 之 间 存 在 长 为 加 的 有 向 路 径 的 充 
分 必要 条 件 是 
kx(4") #0. 
这 里 M(4) 是 4 的 指标 抢 阵 . 
证 利用 数学 归纳 法 . 
对 于 m=1, 结 论 显然 成 立 . 
为 了 获得 推 证 线索 ,再 看 历 =2, 由 于 
(I) = >(4), (4)), = Pleallesl 
可 见 ,( | 和 ) #0 当 且 仅 当 至 少 有 -个 上 ,a 和 a 两 者 同 不 为 
六 
零 .然而 如 此 情形 当 且 仅 当 在 厂 (4) 中 存在 从 p, 到 pp, 的 长 为 2 
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的 路 答 . 

一 般 ,假设 对 于 丙 = g 结论 成 立 ， 则 

(4 = (0D), = eo. 

当量 仅 当 至 少 有 一 个 ,省 信和 a 两 首 同时 不 为 零 .这 等 价 于 有 
一 条 从 p; 到 pi 的 长 为 9 的 路 径 和 有 一 条 从 p; 到 户 , 的 长 为 1 的 路 
径 .然而 成 立 如 此 情形 当日 仅 当 存在 - -条 从 p; 到 p; 的 长 为 g+1 的 
路 答 . 

关于 M {4), 论 证 步 骆 是 相同 的 . 口 
10.1.7 定理 设 4eC” ,4 的 有 向 图 六 |( 4) 中 任何 两 个 结 点 存在 
长 为 贡 的 有 向 路 径 的 充分 必要 条 件 龙 | 人 ”> 0. 

等 价 地 说 , 产 ( 4} 中 任何 两 个 结 点 存在 长 为 严 的 有 向 路 径 的 充 
分 必要 条 件 是 {有 ”0 .这 里 4 (4] 是 4 的 指标 矩阵 , 


证 这 是 10.1.6 的 肖 接 推 沦 . 口 
10.1.8 定义 设 4=[@il1eC” 分 块 为 
| 4 4 4 
4 A,, 4 
4= 21 22 了 本 (1.4) 
[A 4 A 
其 中 


本 eC i=L,-…,m; n+ 二 A 二. 
没 pigs…; patw) 是 半 面 上 的 产 个 结 点 ,对 于 了 4 的 分 块 形 式 
(1.4) 的 每 个 非 零 了 算 阵 4 ,用 一 条 以 Ps0) 为 起 点 以 pstj) 为 终点 的 
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有 向 弧 连 搂 结 点 Ps 和 pj). 


如 此 ,mm 个 结 点 及 有 向 扳 组 成 的 图 , 称 为 4 的 相对 于 分 块 形式 
(1.4) 的 块 有 向 图 (block directed graph). 记 作 厂 ， (4) . 
这 是 将 矩阵 的 有 向 图 概念 10.1.1 推广 至 分 块 情 形 . 有 回路 径 鸡 
其 民 , 循 环 以 及 强 连 通 等 术语 均 可 相应 地 推广 并 获 用 ， 
下 面 引 进 无 向 图 和 邻接 知 阵 的 概念 . 
10.1.9 定义 设 
N= {pi p,} 
是 元 素 称 为 结 点 的 集合， 
E={{p,,p)}l:1<i,j <n) 
是 由 称 为 边 的 无 序 结 点 对 组 成 的 集合 ,N 和 五 两 者 在 - :起 , 称 为 一 
个 无 向 图 , 记 作 矿 .矩阵 4=[ay]eR™， 
| {P, .PE 五， 
总 


= 下 二 
0, {ppi#E, 


称 为 大 向 图 到 的 邻接 答 阵 (adjacency matrix). 
因为 {p,,p;}={pj,Pi} ,大 是 无 向 的 ,所以 邻接 矩阵 是 实 对 称 
的 非 负 和 矩阵 . 
10.2 性质 P 和 性 质 SC 
10.2.1 定义 设 A4,BeC"”", 而 且 


= eh AB)= 


“6&3] 。 


这 里 特征 值 均 按 重 数 计 . 


如 果 对 于 任何 ,上 EC, 成 立 
Aad + BB)= {a4, + Pu, :7=1… 叶 ， (2.1) 
其 中 五 …… 浊 是 指标 1,…,n 的 茶 ~ 竹 换 , 则 称 .4 和 了 召 这 一 对 矩阵 具 
有 性 质 世 . 
如 果 对 于 任何 二 ( 非 交换 ) 元 复 系数 多 项 式 pli,s) ,成立 
Ap(4,B8)={p4,, 4 ): j=1,..…,n), (2.2) 
其 中 记 ,…,i, 是 指标 1…,n 的 茜 -置换 , 则 称 4 和 8B 这 一 对 短 阵 县 
有 性 质 P. 
显然 ,性 质 P 区 涵 性 质 工 ,但 反之 不 然 . 


例 一 对 正规 矩阵 4,B8 eC”* 具 有 性 质 LL 依 5.1.9 及 2.4.4,4 和 8 
必须 可 交换 ,因而 必须 是 同时 上 星 可 对 角 化 的 ， 
对 于 性 质 工 无 足 钥 了 解 .对 于 性 质 P 有 如 下 定 埋 . 
10.2.2 定理 设 4,B eC”, 存 在 非 奇 异 和 矩阵 Se” 使 得 
SAS, SBS 
同时 为 上 三 角 短 阵 的 充分 必要 条 件 是 4 和 加 具有 性 质 P. 
定理 证 明 从 申 . 
性 质 L 和 性 质 P 的 概念 ,上 述 定理 及 其 推广 的 证 明 , 可 参见 
[M1936] 和 [MT1952]. 
10.2.3 定义 ”A eC”™ 称 为 共有 性 质 SC, 如 果 对 于 每 -有 序 对 


pg ell,…,n)}, pzq, 
存在 由 不 同 整 数组 成 的 序列 
万 = 无 ,大 天 天 = qe.…,n), (2.3) 


“一 13 mm 
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dk ee Hk (2 
全 不 为 零 ， 
销 短 阵 
4 2 1 
A=I0 1 1 
0 1 1 


不 具 性 质 SC. 因 为 对 于 有 序 对 2.1 ,不 存在 上 述 定义 中 那样 的 序列 
然而 对 于 有 序 对 12 ,由 于 ai =2z0, 故 1.2 本 身 就 是 上 述 定义 中 
那样 的 序列 

10.2.4 定理 ” 设 4eC" ,4 具有 性 质 SC 的 充分 必要 条 件 是 4 的 
有 向 图 厂 ( 4) 是 强 连 通 的 . 


证 明 留 作 练 习 ， 
10.2.5 Better 定理 设 4=[@ijeC”,14 是 4 的 特征 值 而 且 是 
Gerschgorin 域 G(4) 的 边界 点 . 设 4 有 具有 性 后 SC, 则 
(1) 有 /的 每 个 Gerschgorin 圆通 过 7. 
(2) 如 果 Ax = Ax,xX=(x,…,%】 关 0, 那 么 
n= = bl. 
证 设 Ax=Ax,xX=(%,…,%】 左 0 且 


kx,|= .>0, 


则 依 1.6.26 的 (1), 成 立 
4-a,,|= 2, lo 
Tip 
表明 4 的 第 pp 个 Gerschgorin 圆通 过 4. 
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设 g 是 另 一 个 指标 ,1 < 9g < n,g 关 PP. 因 A4 具有 性 质 SC, 故 存 
在 由 不 同 指标 组 成 的 序列 疡 = 天 ,大 ,天 ;天 三 9, 使 得 44 的 元 
素 GyQRR 全 不 为 零 . 


依 1.6.26 的 (2), 由 于 Qi = ao 了 0, 有 


|= 


又 由 于 akx 了 0, 有 


bel= b=bel: 
如 此 继续 ,得 


-bd 


= [x,| .由 此 , 仍 依 1.6.26 的 (1), 成 立 


nm 
由 -ak =|4 -a 一 > lou| ， 
19 


也 就 是 说 , 4 的 第 4 个 Gerschgorin 圆通 过 4 . 


于 十 [x 


至 此 ,从 指标 qg 的 任意 性 即 得 结论 (1) 和 (2). 口 
10.2.6 Better 推 论 设 4=jay]eC” 具有 性 质 SC 而且 是 能 严格 
对 角 优 势 的 , 则 4 是 可 递 的 ， 

证 ”利用 反 证 法 . 


车 4 不 可 道 , 则 0 是 4 的 -个 特征 值 . 因 4 是 弱 严 格 对 角 优 
势 的 ,0 不 可 能 是 Gerschgorin 域 G(4) 的 内 点 , 硕 必 为 边界 点 .十 是 ， 
依 10.2.5, 4 的 每 个 Gerschgorin 圆通 过 0 ;但 是 ,至 少 有 有- -个 指标 7 
成 立 


nH 
lel> > hel 


P= zi 


表明 第 1 个 Gerschgorin 圆 不 可 能 通过 0 .矛盾 . 口 


.634 。 


10,2.7 定理 设 4eCQ” ,4 具有 性 质 SC 的 充分 必要 条 件 是 


(T+|A)™” >0. (2.5) 
等 价 地 说 , 4 其 有 性 质 SC 的 充分 必要 条 件 是 
(+M(A)"™ >0, (2.6) 
这 里 M(4) 是 4 的 指标 矩阵 . 


证 注意 到 有 
ml nl 和 . nl 
C+| 才 -| ) jj 二， :ih 


因此 ,+|4|) ”> 0 等 价 于 对 应 每 对 指标 
亿 疙 ， 闻 了 


只 一 1 


在 
1,4 六 
中 ,至 少 有 一 个 其 镶 , 门 -元 素 起 正 的 . 
如 此 , 依 10.1.6, 义 等 价 于 4 的 有 向 图 厂 ( A) 中 存在 从 p, 到 pp， 
的 有 向 路 谷 . 换 何 话 说 ,等 价 于 厂 ( .4 是 强 连 通 的 . 
然而 依 10.2.4、 六 (4)] 强 连通 等 价 于 4 其 有 性 质 SC. 口 
10.2.8 推 论 ”4 的 有 向 图 矿 ( 4) 中 存在 从 p; 到 p, 的 有 向 路 径 的 充 


分 必要 条 件 是 
{ + 站 0. 


证 明 留 作 练 习 . 

10.2.9 定理 设 4eC”, 下 州 条 件 等 价 : 
(1) 4 是 不 可 约 的 . 
GO) +)A) >0. 
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G) (T+M(4) >0, 其 中 M(4 是 4 的 指标 矩阵 . 
(4 的 有 向 图 天 { 4 是 强 连 通 的 . 
(5) 4 具有 性 质 SC. 


证 这 是 4.2.110.2.4 和 10.2.7 的 总 和 . 口 
10.2.10 定理 设 4eC” 是 不 可 约 的 ,而 且 至 少 有 一 个 i 成 立 
R(4)= la,l<ld,, (2.7) 
i= 
则 
pl4)<|4.. (2.8) 
更 一 般 地 , 若 


D=diag(di,,d,), 本 4G >0, 
而 且 至 少 有 一 个 记 成 立 
RD"4D)<jp24D| 


则 
old)<|2 4O9 . (2.9) 
证 一 般 ， 四 > 
Ps。 
其 等 号 治 且 仅 当 4 存在 特征 值 丸 满足 
[= 人 | 


但 此 时 ,4 必 是 4 的 Gerschgorin 域 G(4) 的 边界 点 , 依 10.2.9 和 
10.2.5, 4 的 每 个 Gerschgorin 圆通 过 4 .然而 ,定理 的 假设 (2.7) 排 除了 
这 种 可 能 . 
将 同样 的 论证 应 用 十 D "AD , 即 得 
p(4)= p07 4D)< p74D).. 口 
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10.3 性质 A 和 p- 循 环 和 矩阵 


10.3.1 定义 ”矩阵 4 = [oj]sC” 称 为 具有 性 质 A(property Ah), 如 
果 存 在 子 集 
S,Tcfn}, SAT=@,SUT={,,n}, 0G.1) 

使 得 对 于 任何 ci 关 0 或 者 有 : 

(1) 了 = 了, 或 者 

(2) FeS 且 ET ,成 者 

(3) ie7T Hjes. 

性 质 A 的 定义 是 Young 于 1950 年 下 在 研究 逐次 超 松弛 (SOR) 
选 代 法 时 提出 的 .取得 的 结果 可 以 应 用 于 出 自 一 大 类 栅 圆 型 偏 微分 
方程 在 一 般 域 上 离散 通 近 所 产生 的 抢 阵 方程 的 选 代 求 解 , 尔 
后 ,Arms,Gates 和 Zondek 于 1956 年 给 出 性 质 A” 的 定义 ,推广 了 
Young 的 结果 . 
10.3.2 定 义 ”和 窜 阵 4= [ay]eC” 称 为 具有 性 质 A” (property A )， 
如 果 存 在 4 的 分 块 形式 


4 人， 出 。 
本 4 4 2m 
4 A 了 


其 中 
A eC™™, ;了 十 十 正二 下， 
使 得 4 相对 于 这 样 的 分 块 是 具有 性 质 A 的 . 
10.3.3 定理 ”A=Ia;]eC”” 具 有 性 质 A 的 充分 必要 条 件 是 存储 


" 637 + 


nxnn 管 换 捧 阵 卫 ,使 得 4 的 相合 算 阵 "4P 形 如 


PP- 全 “ 3 3 
GD G2 
其 中 已 和 DD, 是 半角 先 陈 ， 
定理 证 明 从 上 略 . 
关于 性 质 A ,可 参见 [Y1954]. 
关于 性 质 A7 ,可 参见 [AGZ1956]. 
10.3.4 定 义 设 4=[a,]eC” 分 块 为 
4 A， ~ 4 
4 4 2 "4 
4=| "| (3.3) 
A A 


其 中 有 4, eCQ”™ 非 奇异 ,i = 二], 1 十 十 二. 记 
已 = diag(4,,,…, A )- 
相伴 4 的 分 卖 形 式 (3.3) 的 块 Jacobi 垂 阵 { 见 8.2.6) 是 
J=I-D"4. (3.4) 
如 果 地 是 指数 为 疡 > 工 的 绊 循 坏 纸 阵 ( 见 4.3.D, 则 称 4 为 相对 于 分 
块 (3.3) 的 p -循环 矩阵 ( P -cyclic matrix). 
例 ”两 种 特别 美 注 的 分 专 算 阵 研 形 如 


A 0 …- 0 4, 
抑 ， 4， . 0 

4 = 上 . : |,p>2 (3.5) 
0 
A 4 
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的 矩阵 和 抉 三 对 角 和 矩阵 


4 (3.6) 
? 0 ’ 1 Mm 
4 1m—] ER 
相伴 的 块 Jacobi 和 矩 阵 分 别 形 如 
0 0 BB, 
B, 0 0 
J = . (3.7) 
B, pi 0 
和 
0 Bi, 
J B, 0 '. (3.8) 
0 - 及 Bm 
Bs 0 


J 是 指数 为 的 弱 循 坏 算 阵 ( 见 4.3.4), 故 4 是 -循环 簿 


阵 ， 

可 以 证 明 ( 留 作 练习 ): J 是 指数 为 2 的 弱 短 环 和 矩阵 , 故 汕 是 2- 
循环 矩阵 (提示 :利用 J 的 有 向 图 }-. 
10.3.5 定理 设 4=[ay]eC” 的 分 块 形式 如 同 (3.3). 

(1) 如 果 4 三 [a;] 即 1x1 和 矩阵 ,i =1,…,n ,那么 44 是 2 -循环 
算 阵 等 价 十 4 具有 性 质 A. 

(2) 如 果 4 的 阶 没有 进一步 的 限制 ,i = 了 …, 刘 ,那么 4 是 2- 
循环 矩阵 获 闻 4 具有 性 质 A” . 

定理 证 明 从 晤 . 
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10.3.6 定 理 设 4=[ai]sC ”的 分 块 形式 是 (3.3) 中 取 严 一 2 的 任 
一 情况 ,如 音 4 的 对 角 块 子 矩 阵 是 非 奇 蜡 的 ,那么 4 是 相对 于 如 此 
分 换 的 2 -循环 矩阵 . 
A 一 网 | 
4 4 


证 设 
因 4 , 4,, 非 奇 异 ,D = diag(4, ,4,, ) 可 逆 , 故 存在 相伴 的 块 Jacobi 
和 矩阵 


了 = 了 了- 门 上 4= 0 一 4 A, , 
di 4 0 
依 4.3.4, J 是 然 是 指数 为 p = 2 的 弱 循 坏 矩 阵 ,因此 4 是 2 -循环 条 
阵 口 


10.3.7 定义 ” 设 4eCQ” 的 分 块 形式 如 同 (3.3), 而 且 其 块 有 向 图 
工 , (4) 是 强 连通 的 , 则 厂 , (有 4) 的 每 个 结 点 均 存 在 循环 .如 果 各 循环 
之 长 的 最 大 公 因 子 为 ,那么 称 厂 , (A) 是 4 相应 于 分 块 形式 (3.3) 
的 指数 为 p 的 循环 图 (cyclic graph). 

例 (3.7) 的 块 第 阵 , 当 p =5 时 的 块 有 向 疼 厂 ,{ 帮 ) 是 


显然 , 矿 ,( 凡 ) 是 强 连通 的 ,上 县 其 伍 个 结 点 的 循环 之 长 均 为 5, 故 
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厂 ( 丰 ) 是 指数 为 忆 = 5 的 循环 图 
类 似 地 ,(3.8) 的 块 矩 阵 万 , 当 m 5 时 的 块 有 向 图 厂 , (J ) 是 


显然 ,六 (J ) 也 是 强 连 通 的 ,而 且 其 每 个 结 点 的 循环 之 长 均 为 2 , 故 
(J ) 是 指数 为 p = 2 的 循环 图 . 
10.3.8 定理 ” 设 (3.4) 的 块 Jacobi 矩阵 J 的 块 有 向 图 厂 . (J ) 是 强 连 
通 的 .那么 ,车 厂 . (J ) 是 指数 为 p 的 循环 图 , 则 4 是 相对 于 分 块 (3.3) 
的 p -循环 矩阵 . 
证 明 留 作 练 习 . 

10.3.9 定义 ” 设 (3.3) 的 4 是 pp -循环 算 阵 .对 于 cx 关 0, 引 进 从 Jacobi 
矩阵 了 = 二 二 UU( 罗 各 2.6) 学 出 的 矩阵 

(a)=aL+a HU. (3.9) 
如 果 J(@) 的 所 有 特征 信和 x 无关, 则 称 4 为 相 容 次 序 (p -循环 ) 算 
阵 (consistently ordered p -cyclic matrix). 同 时 也 说 矩阵 J 是 相 容 次 
序 的 .否则 , 称 4 和 J 部 是 非 相 窜 次 序 的 . 
例 考虑 (3.5) 的 44 和 (3.6) 的 4,.(3.D 的 攻 是 和 4 的 块 Jacobi 算 阵 , 根 
据 (3.9), 注 意 到 4 是 p -循环 矩阵 ,其 导出 矩阵 为 


0 1 0 ap 
aB, “. 0 
Tl(a) | 0 ， 
0 8,, 0 


直接 计算 得 


Jr(a)= Tr, Yaz0. 
表明 J 了 (ez) 的 特征 值 与 & 无关, 因此 和 4 是 相 容 次 序 p -循环 矩阵 ， 
G3.8) 的 J 是 4 的 块 Jacobi 算 阵 ,根据 (G.. 注 意 到 4, 是 2 - 循 
环 矩 阵 , 


-1l 


p=2, er = em， 
J 的 导出 矩阵 
0 a 8B, 0 
aB, …， 
ne)= 0 opB,,, 
0 QB,, | 0 
如 果 
.Jejxz = x, (3.10) 


其 中 = (xx ) z0 是 与 块 矩阵 析 匹 配 的 块 向 量 , 那 么 (3.10) 
等 价 于 方程 组 
QB xD + Bx) = 0, 11 G.1) 
[i 


Litl 


其 中 妃 。 和 B, ,是 等 知 阵 .现在 令 


jl 
mi 3 


了 


加 (3.1D 成 为 如 下 形式 : 
B12 + B, zt = 4 人， i= l,i 1 
这 表明 对 于 任何 冯 0,J， (四 ) 的 任 -特征 值 是 .六 的 特征 值 , 必 与 
无关, 因此 A, 是 相 容 次 序 2 -循环 矩阵 . 搞 名 话说 ,只 要 对 节 块 子 
和 矩阵 非 奇 异 ,任何 形 如 (3. 全 的 正三 对 前 和 拓 阵 必 是 相 容 次 序 2 -循环 
和 矩阵 ， 
关于 了 -循环 算 阵 和 相 容 次 序 等 概念 应用 于 SOR 选 代 法 的 研 
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究 , 可 参看 [V1962]. 


10.4 ”泰和 引 阵 的 有 向 图 


10.4.1 定 理 设 4eRR” 非 负 日 不 可 约 ,{p,,…,p,} 是 4 的 有 向 图 
厂 (4) 的 结 点 集 用 


L, = ,xk0,..) 
表示 厂 ( 4) 中 起 点 和 终点 都 是 结 点 p, 的 所 有 有 向 路 答 长 度 之 集 ， 
并 用 gg 表示 工 中 所 有 长 度 的 最 大 公 因 子 ,i = 1…,n, 则 帮 为 素 咎 
阵 的 充分 必要 条 忻 赴 


8; =1, i=],,n. (4.1) 
证 由 4 不 可 约 , 易 知 上 关 信 i 二 1,…,; 而 且 依 10.2.9, 对 于 每 
个 72 和 任何 了 去 i, 夏 (4A) 中 存在 从 p; 到 pp; 的 路 径 , 也 存在 从 p, 到 
;的 路 径 . 
如 果 A 是 案 算 阵 , 旭 依 4.3.9, 存 在 茶 二 之 1 使 得 4”>0. 由 此 并 
注意 到 4 > 0, 得 
A >0, vk2>Mm. 
从 而 , 依 10.1.7, 有 
mm+l,m+t+2,EL, i=l,,n. 
因此 
g; =1, 7=1,-,n. 
现在 假设 4 不 在 素 和 矩阵. 如 果 4 正好 有 大 > 1 个 模 最 大 的 特征 
值 , 即 4 是 指数 为 天 循环 矩阵 ,那么 售 4.3.3, 凡 mm 不 是 上 的 整数 倍 , 必 
有 


» 43。 


这 里 4( 叶 三 [ce 的] .因此 , 依 10.1.6, 即 知 
L cE2k3k,.), i=b,n, 


从 而 
Bik>1, i=1,,n. 口 
10.4.2 定理 设 4eR ”是 素 矩阵 , 则 对 某 正 整数 
k < (一 1jn"， (4.2) 
成 立 A* >0. 


证 内 为 4 不 可 约 , 在 4 的 有 疝 图 厂 (4) 中 存在 从 结 点 p， 
到 p, 的 有 向 路 从 ,最 短 的 如 此 路 径 其 长 志 三 二 .因此 , 依 10.1.6. 托 阵 
全 的 位 起- 元 素 是 正 的 ,从 而 44 的 任何 次 寡 的 (1)- 元 素 也 是 正 
的 . 

注意 到 依 4.3.7,44 仍 是 素 矩阵 , 必 不 可 约 ,在 4* 的 有 向 图 
夏 (A* ) 中 存在 从 结 点 p, 回 到 p, 的 有 向 路 答 , 最 短 的 如 此 路 径 其 
长 <4. 因此 , 矩 降 . 


(4 y 一 4 
的 {1,1)- 元 素 和 (2,2)- 元 素 是 正 的 . 
依 此 类 推 ,遍及 nn 个 主 对 角 元 素 ,得 矩阵 
A Kk <n, i=l,.,N, 
这 个 矩阵 是 不 可 约 的 日 具有 正 对 角 元 素 . 依 4,3,8, 
其 中 
k=kk -k(n-l)s< n(n—1). 口 
10.4.3 定义 ” 设 4ER”” 是 素 矩阵 ,使 得 从 > 0 的 最 小 的 ( 正 整 
数 ) 天 称 为 4 的 本 原 指 标 (index of primitivity), 记 作 y( 4). 
4.3.8 家 明 当 4 的 对 角 元 素 为 正 数 时 ， 


"G44* 


r(A)<n-1. 
而 一 般 情 形 , 依 10.4.2， 
y(A4)<n"(n—1), 
但 此 界 可 以 大 大 改进 . 
10.4.4 定理 ” 设 4e 展 ”是 素 算 阵 ,而 且 4 的 有 向 图 厂 (4) 中 最 短 
简单 有 向 循环 其 长 为 s , 则 
ts > 0， 
即 有 
ry(A}<n+s{(n—2). (4.3) 

定理 证 明 从 了 略 , 可 参见 [HJ1985$] 的 8.5.8. 

10.4.5 推论 设 4eR 民 ”是 非 负 和 矩阵 , 则 4 为 素 矩 阵 的 充分 必要 条 
件 是 
4 >0， (4.4) 

证 依 43.9% 只 朗 44 的 基 个 正 整 数 次 守 是 正 矩 阵 , 4 必 为 素 矩 
阵 . 故 仅 需 证 必要 性 . 

设 4 是 素 从 阵 , 当 n = 1 时 结论 是 显然 的 . 

现 设 n>1. 因 为 4 不 可 约 ,4 的 有 向 图 六 (4) 中 必 存 在 循环 . 
如 果 工 (4) 中 最 短 循环 其 狼 等 于 ,那么 厂 (44) 中 每 个 循环 之 长 是 
nn 的 倍数 ,从 而 依 10.4.1, 4 不 是 案 和 矩阵 .因此 , 矿 (4) 中 最 短 循环 其 
长 必 三 一 1, 再 依 10.4.4, 得 

r(4A}< nt+s(n—2)<n+(n 12)=n 一 了 下 十 了 之， 
由 此 推出 (4.4) 成 立 . 口 
10.4.6 定理 ” 设 4e 民 ”是 不 可 约 的 非 负 短 阵 ,而 且 有 4 个 正 的 主 
对 角 元 素 ,1 < qd <n. 则 
A > 0, 
即 有 
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y(A)< 2n-d -1. (4.5) 
定理 证 明 从 上 略 , 可 参见 [HJ1985] 的 8.5.10. 


10.4.7 定义 ”和 振 阵 
0 1 0 [| 
0 ， 
A=|: …. 0 leR”™™ 
0 0 0 1 
1 1 0 0 
称 为 Wielandt 托 阵 ， 


10.4.8 定理 设 A eRR” 是 Wielandt 和 矩阵 , 则 

(1) 当 A 3 时 ,A 是 素 矩 阵 . 

02) 4” 的 元 于 于 等 

人 3) A” nt > 0. 

证 明 留 作 练习 .提示 :(1) 的 证 明 可 利用 4 的 有 向 图 rn (的 
证 明 可 借助 计算 


de ， le ， A De ， 
e 是 第 ;个 分 量 为 1 的 单位 向 量 


定理 表明 Wielandt 矩阵 给 10.4.5 提供 了 简明 的 实例 . 
10.4.9 定义 设 4=[a,] eRR” 是 非 负 惩 阵 .4 称 为 组 合 对 称 第 阵 


(combinatorially symmetric matrixy, 如 果 
Ci >0 a >0, vij=Lb,n 


10.4.10 定理 ” 设 Ae 展 ”是 组 合 对 称 的 素 和 矩阵, 则 A*”? > 0 
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证 明 留 作 练 习 . 提 示 : 考 虚 4 ,并 利用 4.3.7 和 10.4.6. 
10.5 ”初等 知 阵 


10.5.1 定义 设 4eC” ,下列 操 作 

(1) 在 万 中 交换 两 行 { 列 ); 

(2) A 的 一 行 (下) 的 每 个 元 素 同 乘 以 菜 非 零 数 ; 

(3) 4 的 和 企 - - 行 ( 列 ) 乘 以 某 非 零 数 加 到 4 的 另 一 行 ( 列 )， 
分 别称 为 关于 年 阵 .4 的 行 ( 列 ) 的 1,2,3 型 初等 运算 . 

尖 于 矩阵 4 的 行 ( 列 ) 初 等 运算 可 以 通过 对 4 续 以 以 下 三 类 算 
阵 来 实现 : 


对 有 4 左 冬 贡 x mm (有 乘 nxn) 算 阵 
1 - 
1 
OD 0 i i 
: 1 0 
FE = : : 
DO 1 
1 0 i 0 i 
1 
] 


实现 交换 4 的 第 i 行 (5 和 第 j 行 ( 列 ). 
对 4 左 秉 mx m( 证 冬 hxn) 拭 阵 
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E® = c i 
1 
0 
实现 4 的 第 i 行 ( 烈 ) 科 以 数 c， 
对 4 左 滋 六 x 王 { 右 和 蒋 站 x 瑚 ) 上 矩阵 
1 1 
EV 或 E9 = 0 
iO co 
1 1 


实现 4 的 第 j 行 ( 列 ) 乘 以 数 c 加 到 有 4 的 第 i 行 (5D). 

DEQ) 下 分 别称 为 1,2,3 型 初等 矩阵 . 

9.6.8 定义 的 初等 变换 矩阵 蕴涵 了 初等 矩阵 . 
10.5.2 定理 任何 4 eCQ” 通过 行 初等 运算 可 以 约 化 为 具有 如 下 
性 质 的 矩阵 

(1) 如 果 有 元 素 全 为 零 的 行 ,它们 都 在 矩阵 的 底部 位 置 ， 

(2) 非 零 行 中 从 左 数 起 的 第 一 个 非 零 元 素 等 于 1( 称 为 首 
一 ). . 

(G3) 对 于 7 二 2,…,1m ,第 i 行 的 首 ---( 如 果 有 的 话 ) 出 现在 第 i 一 1 

行 的 首 一 之 右 . 

(4) 任何 包含 首 一 的 列 其 所 有 其 它 元 素 全 为 零 . 

证 明 留 作 练 习 . 


+ 


具有 定理 中 四 条 性 质 的 矩阵 称 为 约 化 行 梯 乞 阵 (reduced row 
echelon matrix)， 


例 下 列 矩 阵 都 是 约 化 行 梯 和 矩阵: 
1 2 1l 
1 0 一 3 
| olo oo oo 
0 0 0 


显然 ,这 些 第 阵 不 可 能 通过 行 初等 运算 约 化 为 更 简单 的 形式 . 
但 是 ,如 果 还 人 允许 列 初等 运算 ,那么 止 如 下 一 定理 所 述 那 样 ,有 
可 能 进一步 约 化 . 
10.5.3 定理 ”任何 4 eC 通过 行 和 列 初等 运算 可 以 约 化 为 如 下 
诸 贡 x 矩阵 之 一 : 
I,| ri 0 | 
[, |. ol. oem GD 
其 中 < min{m,n}. 
证 明 留 作 练习 . 
注意 到 初等 运算 可 以 应 用 左 乘 或 右 乘 杞 等 矩阵 来 实现 .上 述 定 
理 有 如 下 等 价 的 陈述 . 
10.5.4 定理 ” 设 4eCC” , 则 存在 初等 矩阵 有 限 序列 


El Er,, 
使 得 
EE AE,, BE,,, (5,2) 
是 (5. 了 ) 中 诸 和 矩阵 之 一 -. 
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10.5.5 推论 设 4eC™", 则 存在 非 痛 异 和 矩 涟 PeC”™”” 和 
QO eC"”" 使 得 P40O 是 (5.1) 中 诸 和 矩阵 之 一 . 

证 在 (5.2) 中 取 

P=E,.5E, OQO=E,,:…E 

10.5.6 定理 设 4,B eC””, 下 州 条 件 等 价 : 

(1) 4 和 B 有 相同 的 (5.1) 中 的 约 化 形式 . 

{2) 点 用 行 和 列 初等 运算 , 吕 从 4 利 召 的 任 一 个 得 出 另 个 . 

(3} 存在 非 闸 异 算 隆 PeC™” 和 QEe C™ "使 得 4 = PBQ. 

证 ”存在 初等 证 阵 五 ……, 五 ， 和 丽 … 必 , ,使 得 


严 4 =E,. 下 1BE, 天 


[SE 


ti ir 


等 价 于 

4= (Er “Er'E, BE BE,, EnEn, 和 -Ei )= PBO, 
或 号 成 

B= (Er... EE,- EE JE Erin: Ers En .EL)= P46, 
而 且 ,10.$.4 列 涵 了 每 个 非 奇 异 定 阵 可 以 表示 为 有 限 个 初等 定 阵 之 
积 . 口 
10.5.7 定义 ” 没 4,B8 eC” .如 果 存 在 非 奇异 矩阵 己 EC””” 和 
台 EC” ,使 得 


A= PBO, 
则 称 智 阵 4 和 B 等 价 , 记 作 4~B. 
这 是 用 10.5.6 的 条 件 (3E 交 等 价 概 念 .从 10.5.6 可 知 ,也 可 用 其 
条 件 (1) 或 条 忻 (3) 作 定义 . 
显然 ,矩阵 等 价 概念 是 C”" 虐 的 个 等 价 关 系 , 即 成 六 
(1) 自 友 性 :4 ~A. 
(2) 对称 性 : 若 A4~B, 则 B~4. 
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(3) 传递 性 :车 4~B8,B~C, 则 A~C. 

证 明 留 作 练 习 ， 

因此 ,对 于 固定 的 mx 和 nn, 可 将 C”" 中 的 矩阵 全 体 分 列 成 不 相 
交 的 集合 ,每 个 集合 是 由 彼此 等 价 的 矩阵 组 成 的 , 称 为 等 价 类 ; CC”” 
中 的 每 个 矩阵 属于 一 个 而 且 仅 一 个 等 价 类 . 

每 个 等 价 类 可 以 由 形 如 (5 的 矩阵 表示 和 唯一 确定 , 称 为 该 类 
知 阵 的 最 简 标 准 形 . 
10.5.8 定 理 设 4,BeC””,A 和 8B 等 价 的 充分 必要 条 件 是 两 者 有 

证 明 留 作 练 习 ， 


10.6 ”相合 傣 阵 


10.6.1 定义 设 A,B eCQ”" .如 果 存 在 非 奇 异 答 阵 人 eCQ”" ,使 得 
B= S45S°, (6.1) 
则 称 召 关于 4 是 "相合 的 (”congrment 或 共 辆 相合 的 (conjunctive)， 
也 说 马 为 "相合 或 共 辆 相合 于 了 ;或 者 ,使 得 
B=SAS', (6.2) 
别称 召 关 于 4 是 :相合 的 ( congruent), 也 说 召 为 "相合 于 4. 
从 4 到 848 "或 S49 7 统称 为 相合 变换 . 
当 $ € 限 “时, “相合 和 "相合 是 -- 样 的 . 
实 或 复 二 次 型 g(x)= [x, Ax) 在 坐标 变换 x = Sy 下 ， 


gq(Sy)= (Sy, ASy)={y, By), 
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其 中 B=sS*AS 是 -相合 或 "相合 于 4 的 . 
10.6.2 定理 “相合 和 "相合 都 是 等 价 关系 .也 就 是 说 ,对 于 任何 
4,B,C eC”™", 有 

(1) 4 相合 于 4. 

(2) 若 有 4 相合 于 B, 则 B 相合 于 4. 

(3) 若 有 44 相合 于 B,B 相合 于 C, 则 4 相合 于 CC. 

证 对 于 "相合 而 言 : 

(1) A= 147". 

人 若 4= SBS*,S 非 奇异 , 则 

B=S-"4(S"). 

GB) 车 4= S85S7 ,B=S,CS), 则 ) 

本 = (S， 号 > jcClS，S， ， 

对 于 ' 相合 的 证 明 ,形式 车 是 一 样 的 , 口 
10.6.3 定理 设 A,BeC”" 是 自 伴 和 矩阵, 则 A 为 “相合 于 B 的 充分 
必要 条 忻 是 4 和 B 有 相同 的 惯性 , 

证 4 和 召 都 是 自 伴 和 矩阵 . 

具体 地 说 ,需要 证 明 :存在 非 奇 异 矩阵 9 eC” 使 得 4 = SBS- 
的 充分 必要 条 件 是 4 和 了 召 两 着 正 、 负 和 和 零 的 特征 值 的 个 数 分 别 相 

先 考 虑 自 华 矩阵 在 相合 变换 下 的 表示 . 依 3.2.3, 自 伴 和 矩阵 酉 等 
价 于 对 角 和 矩阵 . 

因此 ,对 于 4 ,存在 酉 矩阵 忆 EC ,使 得 


A=UAU,', (6.3) 


其 中 =diag(1,.…,1, ) 而 且 二 ,0 < 民 . 为 了 方便 ,假设 
和 ,>0,8 
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dd <0 (6.4) 
A =*"= ,=0 
邻 
D=diag(fh es fh hn hn del)eR™™, 
(6.5) 
A=DI(4)D, (6.6) 
其 中 


[1 


0 
称 为 4 的 惯性 矩阵 [inertia matrix), 其 对 角 元素 正 好 有 
让 个 “1”， 了 个 1 六 个 07 
放 A)== 们 ,i_, 记 } 是 4 的 惯性 .于 是 ,由 (6.3) 和 (6.6), 4 在 相合 变换 下 
有 如 下 表示 : 
A= SI(A}S’, {6.7) 

其 中 外 = UD ,是非 奇异 矩阵 . 

现在 设 4 和 召 有 相同 的 惯性 , 则 两 者 有 形 如 (6.7) 的 表示 ,彼此 
的 S$ 不 同 ,但 有 相同 的 惯性 矩阵 .因为 “相合 关系 有 传递 性 ,而 且 4 和 
召 均 "相合 于 同 -- 扼 阵 , 所 以 4 和 召 是 " 祖 合 的 - 

反之 , 设 4 和 召 是 "相合 的 ,4= SBS',S 非 奇 异 .显然 ,相合 第 
阵 有 相同 的 秩 , 故 
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i,(4)=i,(8), 
印 4 和 和 8 的 零 特征 信 的 个 数 相同 .从 何 只 须 再 壕 明 
i,(4)=i.(B), 
即 4 和 B 的 正 特征 信 的 个 数 也 相同 . 
到 ww (4 是 4 的 分 别 相应 于 正 特征 值 丸 ,…, 404) 的 正 
交 的 特征 向 晤 , 令 


S, (A)= span{w in) ， 
人 ”的 线 福 子 空间 S,{ 4) 的 维 数 为 二 [4 .如果 
省 二 伏 W tt a) 4) 0,， 
那么 


2 


> 日. 


x Ax= Ha + 二 A 0 
注意 到 A= SBS ”有 
x SBSx=(5°x)] B(S°x)> 0. 


(4) 


洪 
ls 
~ 


vBy>0, Vye span{Sm 3 * DO. 
由 此 ,并 鉴于 span|S 3 (| 的 继 数 也 为 志 ( 作 ,推出 
;8)>i.(4) 
然而 4 和 8B 的 地 位 是 对 等 的 , 施 又 成 立 
i (A)21 (8). 口 
10.6.4 引 理 设 AeC”™* 是 正定 年 阵 ,Ce CC”, 则 CAC 是 半 目 
定 甜 阵 ,而 已 
rank(C” AC)= ranmkC - (6.8) 
这 样 , 当 4 正 定时,C "AC 正定 的 充分 必要 条 件 是 rankC = mm. 
证 首先 注意 C ”AC E 人 ”而 且 是 日 件 的 .由 4 正定 ,有 
xCACx=y Ay>0, VxeC",y=Cx, 
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项 C "AC 是 半 正 定 的 ;而 旦 ,Cd4Cr > 0 当 朋 仅 当 Cx 0. 

因此 , 若 C*ACx =0, 则 x*C ACx =0, 推 出 Cx=0. 

反之 , 若 Cx =0, 则 显然 C ”ACx = 0. 

这 样 ,CACx =0 当 卫 仅 当 Cx=0. 这 说 明 C*AC 和 CC 不仅 
有 相同 的 秩 , 而 且 有 相同 的 等 空间 . 口 
10.6.5 定理 设 4EC” 是 半 正 定 纶 降 , 上 大 > 是 给 定 整数 , 则 存在 
唯一 的 半 正 定 短 阵 召 E 习 ,使 得 

Br=A. 


并 且 满 吓 

(1) BA= 4B: 

{2) rankB = rank4, 故 若 4 正定 , 则 8B 也 正定 ; 

(3) 若 AeR™",WWBeR™. 

证 站 于 4 站 件 , 依 3.2.3, 可 以 西 对 前 化 , 即 存在 西 矩 阵 
LeC” ,使 得 

A=UAU’, A=diag(4,…,,). 
而 匡 从 4 六 正定 知 宛 ,…, 放 ,之 0 .定义 
B=UA*U, A =diag(2,, 21), 
显然 ,再 = 4A,B 赴 半 正定 的 ,rankB = rankd .而 且 
AB=UAUT UA =UAAU = UA A 
=UAUUAU = BA. 

大 4< 要 ”是 半 下 和 定 的 , 则 已 可取 实 正 变 和 矩阵 .此 时 , 亚 然 可 取 
BeR™. 

和 刹 下 的 是 唯一 性 问题 ,证 明 从 瞳 . 口 
10.6.6 定 理 天 阵 4 EC” 正定 的 充分 必要 条 件 是 4 为 "相合 填 单 
位 短 阵 了 .换言之 ,4 正定 的 充分 必要 条 件 是 存在 非 奇 异 和 矩阵 
他 EL 舍得 


A=C°C. 


证 设 4=CC, 珑 阵 C 是 非 奇异 的 . 

因 了 是 正定 的 , 依 10.6.4,C CC =C IC 是 正定 的 . 

反之 , 设 4 正定. 则 C= 4 存在 且 正 定 ,4 = CC . 口 
10.6.7 推论 矩阵 4 eCQ” 正定 的 充分 必要 条 件 是 存在 非 奇 异 的 
具有 正 对 角 元 素 的 上 三 角 答 阵 玉 e 尼 ””, 使 得 

A=R'R, (6.9) 

当 A4eR"” 时 ,可 取 REeR”™. 

证 依 10.6.6,4 正定 当 且 仅 当 4 = CC,C 非 奇异 .再 仿 5.7.5 
的 推 证 ,C 有 QR 分 解 ， 

C= QR, 

其 中 心 是 正和 矩阵 , 民 是 上 三 角 矩 阵 , 日 可 以 选取 所 有 对 角 元 素 为 赴 
的 .于 是 


4=CC=tORT(CR)-ROCR =- RR. 

当 AeR” 时 ,可 取 Cé€ 民 ,从 市 也 可 取 O,ReR™. 全 
10.6.8 定 理 设 AeC”"" 是 正定 矩 阵 ,B eCQ” 是 自 伴 矩阵 , 则 .48 
是 可 对 角 化 算 阵 ,其 特征 信 全 为 实数 , AB 和 8B 有 相同 的 惯性 . 

反之 , 仔 何 特征 值 为 实数 的 可 对 角 化 给 阵 可 包 表 示 为 正定 答 泗 
和 自 伴 矩阵 之 程 . 

证 4 正定 ,存在 赴 定 的 平方 根 48? .注意 到 

A 4 好 4 2 一 A BA 上 了 

这 和 表明 扼 阵 4 玉 相 似 于 428422 两 者 有 相间 的 特征 值 . 因 .42 
自 伴 ,矩阵 422B472 相合 于 中 , 依 10.6.3, 互 和 42B422 ,从 而 和 
4 号 有 相同 的 惯性 .鉴于 ABA'* 自 伴 , 可 对 角 化 , 克 .4B 也 必 可 
对 角 北 . 

最 后 ,如 果 已 eC" 可 对 骨 化 ,而 且 特 征 值 全 为 实数 , 即 存在 非 
奇异 矩阵 人 $eCQ”” 和 对 解答 阵 DD e 民 ,使 得 
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-四 


C= SDS, 


那么 
c=s(s'(s:) ps-! =(ss" -ps 48, 
其 中 
4= 9 
是 正定 的 , 
B=(S1) Ds 
起 自 伴 的 . 后 


10.6.9 定理 设 4 有 ef 是 两 个 自 伴 矩阵 ,而 且 存 在 wx, 记 E 上 ,使 
得 P=ao4+ /好 是 正定 的 , 则 存在 非 奇异 矩阵 CeC” ,使 得 
C4C 和 C"BC 同 为 对 角 邱 阵 . 
证 显然 ,a 入 至 少 有 一 个 椒 为 零 .不 妨 设 六 冯 介 , 此 讨 ， 

B= BB"(P- ad). 
依 10.6.6,P 必 相合 子 单位 矩阵 , 即 在 在 非 奇异 矩阵 CeC”" 使 
得 C*PC = 了 .再 注意 到 C” A 是 自 伴 的 ,存在 西 红 阵 UV eCQ™" 
使 得 

OACU=D 
是 对 前 矩阵 .于 是 , 令 


有 
CPC=1, CAC=D. 
并 因此 
CBC= "(I -aD) 
也 是 对 角 和 矩阵 . 口 
10.6.10 推论 设 4eC 是 正定 矩阵 ,B eC” 是 自 件 矩阵 , 则 存 
在 非 奇 异 卸 阵 C eCQ” ,使 得 C*BC 为 对 角 绰 阵 , 而 且 
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C 4C= 了 7 DD 
10.6.11 定理 设 4eC” 是 正定 矩阵 ,中 EC” ”是 复 对 称 拓 阵 ， 
则 存在 非 奇异 矩阵 CsC” ,使 得 C 4C 和 C BC 同 为 对 角 甜 
阵 . 


证 依 10.6.6, 可 选取 非 奇异 矩阵 人 eC”” 使 得 CC"AC = 了 . 然 
后 . 因 Cr BC 是 对 称 的 , 依 10.7.3, 存在 西 矩 阵 U eC” 使 得 
Ui (C- BC)U =D 
是 对 角 和 矩阵 .于 是 ,再 注意 到 
UC ACU=1, 
可 取 忆 三 CU. 口 
10.6.12 定理 由 
f(A}= log(det 4) 
定义 的 f() 是 CY” 中止 定 矩 阵 西 集 上 的 严格 凹 函 数 , 具 体 地 说 ,对 
于 任何 两 个 正定 算 取 4, 8 eC", 成 立 
flad+(1—-a)B)>af(A)+0 -a)f(B), Yee (0), 
{6.10) 
当 且 仅 当 4 = B 时 取 等 号 . 
证 设 4,BeC”" 是 正定 矩阵 . 依 10.6.10, 存 在 非 奇 异 冰 阵 
C EC ,使 得 
A=CIC’, B=CAC', 
其 中 
A=diag(4, ,4h )， dd, >0. 


flaA+(1-o)B)=/{C[ar+(1-a)Alc’) 
=f{CC')+ f(arl+(l-a)4) 
=f(4)+f(al+(l-a) 4) (6.11) 
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和 
af (A}+(1-a)f(B)-af (4)+(1-a)f (CAC') 
=af (4A)+(1-a)[f (CC)+ /(4)] 
=af(A)+(1-0)f (A)+(1-0)}f (4) 
=/(A)+(-a)f (4). (6.12) 
青 利用 通常 -- 元 对 数 函 数 的 严格 是 性 ,有 
f(al+(1-a)4)= logL He+0 -0)%) 


= > iogtc +U-cjz) 
> > logl+ {1 -a)log4,) 


= 一 o> log4 =(1 -a)log ll 1 
=(1- a)log(det A)= (1-— ar， 
Ya efol). 


由 此 及 (6.110 和 (6.12 即 得 不 等 式 (6.10)- 
(6.10 的 等 号 成 立 当 且 仅 当 
1 =-…=4 =1， 


亦 即 当 且 仅 当 A= 了 ,此 时 
B=CIC = 4. 口 
10.6.13 推论 。 设 4,B eC” 是 正定 朱 阵 , 则 
det[a4 + (1 -a)B]> (det AY (det B}™*, va e(0), 
当 且 仅 当 4 = B 时 职 等 号 . 口 


后 359。 


10.7” 复 对 称 定 阵 


10.7.1 引言 ”和 矩阵 4e 人 "对称 , 即 满足 4 = 4T .在 许多 场合 中 ,所 
沉 研 究 的 对 称 算 阵 其 元 素 全 是 实数 , 故 属 王 实 自 伴 矩阵 ,无 须 再 专门 
讨论 .相对 来 说 ,敌对 称 拭 阵 一 一 -- 般 不 是 自 伴 和 矩阵 一 在 应 用 中 出 
现 远 不 如 实 自 伴 矩 阵 那 样 经 常 ,但 是 仍然 会 遇 到 ,不 乏 应 用 的 例子 . 
复 对 称 徐 阵 与 实 对 称 年 阵 的 显著 区 别 之 一 是 不 一 定 能 对 角 化 . 


例如 ,外 阵 
| | 
A= 
i -1 


是 不 可 对 角 化 的 .事实 上 , 4” = 人 ,如果 存在 非 育 异 矩阵 已 < 和 于 和 
对 角 和 矩阵 4eC™ ,使 得 4= PAP ,那么 
0=4=(PAP)(PAP')=PA’P,, 
推出 4=0, 从 而 4= PAP-'=0 .矛盾 . 
但 是 ,对 于 复 对 称 祭 阵 仍然 有 类 似 于 自 伞 矩阵 谱 定 理 那 样 的 分 


和 解 . 
10.7.2 定理 ” 设 4eC”, 存 在 西 短 降 U eCQ”* 和 上 三 角 矩 阵 
AeQ”™ 使 得 
A=UAUT (7.1) 

的 充分 必要 条 件 是 44 的 所 有 特征 值 为 实 的 和 非 负 的 ,在 如 此 条 件 
下 ,4 的 所 有 主 对 角 元 素 可 以 选取 为 非 负 的 . 

证 如 果 A4=UAU',U 是 再 矩阵 ,4 是 上 三 角 和 矩阵 ,那么 U 是 
西 矩阵 ,CT = 区 得 

44=T7r4ZTEAP=E74A 

而 且 4 攻 是 上 三 角 上 矩阵 ,其 主 对 角 元 素 是 非 负 实数 . 王 是 ,从 44 相似 


= O60 = 


于 .44 以 及 上 三 角 矩 阵 的 特征 值 正好 是 它 的 主 对 角 元 素 ,必要 性 得 
证 . 
反之 ,假定 44 的 所 有 特征 值 是 非 负 的 . 设 x 是 4 年 的 相应 于 特 
征 值 人 > 0 的 特征 向 量 ， 
AAx = Ax. 
存在 两 种 可 能 : 4X 与 x 线性 相关 ;或 者 , 4X 与 x 线性 无 关 . 
先 看 4X 与 了 线性 相关 .此 时 ,存在 4 EC, 使 得 4x = / 奔 . 从 而 
AAx = JAX = PE =|u| x = Ax, 
得 | 下 = 4 .注意 , 当 4 是 44 的 单 特征 值 时 , 4z 必 与 x 线 性 相关 . 事 
实 上 , 令 o=+y4,w= 和 -eax 则 因 44x= 和 公有 
AAw= AAAx— oAAx= A(AX)- ox = Aw. 
这 说 明 存 在 ERw= ox ,从 而 AX 一 ox = ax. 
再 看 和 与 x 线性 无 关 ( 当 先是 44 的 多 重 特 征 值 时 订 能 由 现 
此 种 情况 }. 此 时 ,向 量 
y=Ar+tixz0, vueC. 
选 疏 Jj eC, 使 得 | 证 = fp 埃 = 后 , 则 有 
A7 = A(Ax + 8)= AAx + HAX = Mx + AX 
= UH + HAX = HAT + IR)= oy. 
因此 ,无 论 4 与 x 线性 相关 还 是 线性 无 关 , 必 存在 非 零 向 量 
y ETO" 和 a e 人 ,使 得 


Avy = av. {7.2) 
此 恒等式 当 v 乘 以 正 数 时 不 会 改变 , 故 可 假定 v 是 单位 向 量 ,如 
僻 ， =1 .注意 到 
e IAT = Ale Vy) =e ay= (ea je ,v8 eR, 
(7.3) 
eiov 也 是 单位 向 量 ;并 选取 0 e 民 使 得 eg >0 .从 (7.3) 推 出 ,存在 
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单位 向 量 , 仍 记 作 Y ,使 得 

4 人 7=am，osepo=-+VA4>0. (7.4) 

现在 ,从 (7. 和 的 ?出 发 ,扩充 成 C" 中 的 一 组 正 变 基 
bv ,v0 }. 
令 
= yO)  ，,， v0] A 
这 是 一 个 西 惩 降 . 闫 14 严 的 第 1 列 元 素 为 
(vO 45 = oo v=00,, i=l,:,n, 

其 中 vy， 他 是 Kronecker 记号 .从 而 VTAF 有 如 下 分 块 形 


T 
PrAn -| w | weC”!, A, eC (7.3) 
2 


由 此 ， 


VAAV =(V "AV MP AV) 
Io OW + wi 4 
0 44 | 
表明 44 的 特征 值 ( 仿 假 设 个 为 非 负 的 ) 是 er 及 4, 4, 的 特征 值 . 因 
而 经 以 上 约 化 过 程 而 得 的 矩阵 4 eCWY"D 也 具有 和 志 的 所 
有 特征 值 非 负 的 性 质 . 
这 样 ,对 4 及 其 后 继 可 以 重复 以 上 约 化 过 程 ,总 共 至 多 nn 一 1 次， 
最 后 得 


其 中 4 是 上 三 角 和 矩阵 ,具有 非 负 主 对 角 元 素 上 0 ,…,0, . 令 


“662。 


从 (7.6) 即 得 (7.1). 口 
10.7.3 Takagi 分 解 定理 ” 设 4eCQ” 是 对 称 和 矩阵 , 则 存在 西 从 阵 
U eC”* 和 非 负 对 角 算 阵 瑟 = diag(o,,…,0, ), 使 得 
4A4=UEU!, {7.7) 
U 的 列 是 44 的 特征 向 量 正 交 组 ,上 的 对 应 对 角 元 素 是 44 的 相应 
特征 值 的 非 负 平方 根 ， 
证 因 4=4', 故 
A=A',A4= A4". 
如 果 x 云 0 是 自 伴 秆 阵 A4" 的 任 一 特征 向 其 ,月 44 x = Ax， 
那么 
Xx Ar = 4x)= Xx AA'X= (dx (4°x). (7.8) 
由 于 
yry>0, vyeC”, 
yy 二 0 当 且 仅 当 y= 0, 从 (7.8) 得 
多 = (4°x) (Cj xX>0, 


所 以 44 的 所 有 特征 值 是 非 负 的 . 依 10.7.4, 存 在 西 和 矩阵 U eC 和 
二 三 角 算 阵 4 ECC”， 


使 得 4 二 UAUT 然而 
UAU'=A=A'=UA'U', 
推出 


是 对 角 和 矩阵 .最 后 


+- 03* 


AAd= UZU UESU =UDU" 
这 是 自 件 矩阵 .44 的 西 对 角 化 ,U 的 列 是 44 的 特征 向 量 . 口 
10.7.4 推论 设 4e22 是 对 称 和 矩阵 , 44 的 特征 值 是 不 同 的 , 布 且 
有 酉 对 角 化 
AA=VEV', 2 =diag( aa] oO >0, 


(7.9) 
则 存在 对 角 和 矩阵 
D=diag(e®,…,e™”), 0.,.%,0, eR, (7.10) 
使 得 
A=UZU', U=srD., (7.11) 
品 相 应 于 世 的 非 零 对 和 角 元 素 的 对 角 元 素 是 由 关系 式 


AV =V ED’ 
确定 的 ;DD 相应 于 工 的 零 对 角 元 素 的 对 角 元 素 可 取 作 1. 
证 设 4 是 44 的 特征 值 ,x 关 0 是 对 应 的 特征 向 量 . 依 假设 ,4 
是 单 特征 值 ,从 10.7.2 的 证 明 得 知 , AX 必 与 x 线性 相关 ,有 
AT=axr, a=0e™, o=+yA4, eR 
和 
AAx = ox. 


由 此 ,在 条 忻 (7.9) 下 , 必 有 


AV = Axo : x | 
=| x 本 x |diag (oe™® ane2e ) 
VED’. 


最 后 ， 
A= AVV'T =VEDV! 
=(VD})5(VD) =UZU". 口 
19.7.5 推论 设 4eC”,4 对 称 的 充分 必要 条 件 是 存在 矩阵 


ea 总和 4 。， 


eC" 使 得 
A=SS!. (7.12) 
一 种 选取 是 
其 中 UU 是 酉 矩阵 ,而 
D=diag( ao), 
0,,…',O, 是 44 的 奇异 值 .此 时 ,ranksS = rankd4. 
证 若 4 对 称 , 则 依 10.7.3， 
A=UZU' =(UE (Us) = SS7， 


其 中 区 字 =diag( Yo,,…, Yo,) =D. 
反之 ,车 4 = 全 , 则 4 显然 对 称 . 口 
10.7.6 定理 设 4eC”,4 对称 且 正规 的 充分 必要 条 件 是 存在 下 
交 矩 阵 怠 < 限 ” 和 对 角 和 矩阵 4 EC ”使 得 
4=C4CT， 0 
证 先 证 必要 性 . 设 4=B+iC eC”,B,C e 民 ”, 则 4 对 称 
等 价 于 召 和 C 同 为 实 对 称 矩 阵 .又 从 才 正规 ,有 
44 =(B*+C°)+i( CB- BC) 
=(B’+C)+i(BC-CB)=44, 
推出 吾 和 C 可 以 交换 .如 此 ,并 依 $19 存 在 正 交 和 托 阵 台 < 腿 ””, 使 
得 中 和 fC 同 时 对 角 化 : 
3=CDO ， C=-QD,0", 
其 中 DD ,D, eR 是 对 角 和 矩阵 .因此 
A=B+iC =QDO" +i0D,0" 
-0Q(D.+iD,)0" -040", 
这 里 4= DD +iD, 是 对 角 算 阵 . 
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再 证 充分 性 , 设 (7.13) 成 立 ,其 中 局 eR” 是 正 交 和 矩阵 ， 
A eC” 是 对 角 和 矩阵 , 则 A = 4' ,而 且 
44 =040"840" = 
=040'040' = 4°4, 
所 以 4 对称 且 正规 ， 口 
例 对称 正规 复 矩 阵 的 -- 个 有 用 而 简单 的 例子 是 


5= 万 (+ 加 ) (7.14) 
其 中 五 是 反 序 单位 矩阵 


事实 上 , E* = 了， 
53 =3(1+iE)(1 -iE)=3(7-iB+iE+7)=7. 
表明 呈 是 对 称 的 西 矩 阵 . 
10.7.7 定理 ”每 个 矩阵 4 eCQ” 相似 于 一 个 对 称 和 矩阵 . 
证 设 4EC”, 将 其 Jordan 标准 形 了 表示 为 Jordan 块 的 直 和 : 
J =, (41)9.…8, (4,), (7.15) 


其 中 Jordan 块 
7, i)eC™™, d=0,+ip,, j=1,k, 
而 且 +…+n = 有. 设 
S, EC", j=l.k, 


当 n; 之 2 时 ,5 = 二 (7+ 证 ) 是 形 如 (7.4 的 矩阵 ; 当 一 1 


六 
时 ,59， 三 由 | 令 
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T=5, B05,, 
则 威志 
TT = 17 
=(6,7, (4 BL@(6, 7 4B ) 010 
其 中 , 当 n, =1 时 ,4,)=[4] 
3 (1)=5(4)=57(%)5 =[L]=[e, +ip].0.17) 
当 n, 22N,7, (4))= 1, +N,, 


了 


N,=| “|. leR”™. 
1 


5, (0,)=5, 7, 0), =45, 1, 5, +S, N, S, 
= 1, +S, N, 3, . (7.18) 


注意 到 5S，= 坊 化 + 运 ，) ,及 


了 
EN,E, = . 
0 10 
0 0 0 10 
1 。 
2 N, ， AN E, 一 1 。 
0 1 0 0 0 
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N。 西 相似 于 矩阵 
SN N, 3, =2(1, +iE, )N, (1, -iE, ) 
i 了 1 2 了 时 了 了 


一 z(w， +E, N, E, )+3(B, N, —N, E, ) 
0 1 0 0 -1] 0 
1 和 加 . 站 


2a， 1 0 
1 “1 
5, (2)=5,7, (1 ,== 1 
0 1 2 
2p, 0 -10 
i 0 和 1 
- “| -1 
0 268| 10 1 0 
这 显然 是 对 称 和 矩阵 . 
最 后 ,4 相似 于 对 称 和 矩阵 
TIT -TT =5, (41).® SS, (1). 口 


10.7.8 推论 设 4eC”, 存 在 非 奇异 矩阵 8 EC”"” 和 西 知 阵 
U < 使 得 


(Us) 4AlUsY) 
是 非 负 对 角 盾 阵 . 


= 6- 


证 依 10.7.7, 存 在 非 奇 异 矩阵 $ eC”" ,使 得 $4S” 是 对 称 矩 

阵 ;再 依 10.7.3, 存 在 西 第 阵 U eC ,使 得 
U(S45")U' =(US) A(US) 
是 非 负 对 角 和 矩阵 . 口 
10.7.9 推论 设 4eC”. 存 在 对 称 和 矩阵 B,C eC ,使 得 
4A4=BC. 

而 且 可 以 选取 上 或 C 是 非 毅 异 拖 阵 . 

证 依 10.7.7, 存 在 表示 式 4= SEFS7, 其 中 下 = F', 而 S 是 非 
育 异 短 阵 .因此 


A=(SFS"™)(S') S =(SFS (SS =BC, 
其 中 8=SFS" 和 C=(SS"】 是 对 称 矩 阵 ,C 是 非 奇 异 的 .又 
A4=(SS")(S") FS”, 
此 时 如 =SST7 和 C=(S"") FS 对称 ,有 非 奇 异 O 


10.7.10 引 理 ” 设 x 岂 xc 天 < 下, 则 存在 
7 yt EC”, 


满足 
span (x0, 。 x} = span bo 。 0 (7.19) 
和 
Vp;=0 bi=1k, 
,ib (7.20) 
Mh - i=r+],-…,k, 
其 中 


r=rankXY XX, Y=|x®? -.- x ec"™. 
证 调 为 Y 入 eC” 是 对 称 邱 阵 , 依 10.7.3, 存 在 西 和 矩阵 


= HO 


U eC 和 ZF=diag(o, an )， 


TG, >O = =Gl=0，rankg 和 =7， 
使 得 
天 下 一 17 
念 
D = diag(Vo, oO, :1)eR kk 

和 

EF =di 110...0leR* 

; diagil, ,1,0, ,0} eR ， 
则 有 


XX=(UD)E, (UD) =S"E,S, 
其 中 8 = DUT 非 奇 异 .于 是 
(X57) (X97)=B,. 
因此 ,车 令 
eg 二 了 一 by® . yO]ec™ , 
则 YYY = ,向 量 y 中 …,y 四 满足 (7.19) 和 (7.20). 


口 


10.7.11 定理 设 A4eQ” 是 对 称 和 矩阵 , 4 可 对 角 化 的 充分 必要 条 件 
是 4 为 复 正 诡 可 对 和 角 化 .也 就 是 说 ,存在 对 角 矩 阵 4EC ”和 非 尊 


异 矩 阵 $ eC 使 得 
4 一 .43 
的 充分 必要 条 人 忻 是 
4=24C ， 
其 中 eC 满足 
22=7 


证 充分 性 显然 ,下面 证 明 必 要 性 . 
依 假 设 4= A  . 设 x,y eCQ" 是 4 的 特征 向 量 ， 


‘670* 


Ax = Ax, Ay= Wy. 
车 放 关 4, 则 有 

yy AX=y Ax=Ay'x 
和 

7 Ax=(4y) xz=(A) x= pyx. 
因此 
Ay'x= Ly x, 
推出 yxX=0. 
如 果 4 可 对 角 化 ， 
4= 49， 
假定 
4= 4 引申 4， A,=4, ,i=1,,d, 
其 中 
+R 二 有 放 天 人 Ai) 
相应 地 将 5 沿 列 向 分 块 
S=[ 1 5], SEC dd 
注意 到 
STS, -0eC"™” ,iz), 

而 且 STS eC 是 非 奇 异 的 ,i ==1,.…,d . 依 10.7.10. 对 于 3 ,存在 
非 奇异 矩阵 尺 eC”" ,使 得 QO; = 5S,R; 满 足 

22 一 届 3 SR 一 了 “ 


因为 有 
QO0,=RSSR =0, Biz), 
和 
48 = AS.R. = 1SR, = 140,,i=1,.…,d, 
所 以 
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=[0, -1 QJeC™ 
是 复 正 交 甜 阵 ,而 且 A = QAQ! ， 
10.7.12 定义 设 4e 太 是 三 对 攻 扎 阵 


ca pp 
了 二 7 2 
0 pb. 
Ps a 
如 果 满 足 
a, ER, i=1,…,n 
和 


Py; >0, f=2,.…,7, 


(7.21) 


(7.22) 


{7.23) 


则 称 4 为 所 对 称 三 对 角 知 阵 (quasi-symmetric tri-diagonal matrix). 
10.7.13 定理 设 A4eC”" 是 拟 对 称 三 对 角 算 阵 , 则 4 相似 于 实 对 


称 三 对 角 和 矩阵 . 
证 设 和 4 形 如 (7.21). 定 义 
D 一 diag(d， 1 dad, ), 


其 中 
A =1; dd; = 2 了 二 了， 
Bp 
测 有 
DAD=7, 


其 中 了 是 实 对 称 三 对 角 和 矩阵 ， 


f=, I=1,…,n; 


Gn = ins = ypPinrin ,二 


了 


10.8” 辛 短 隆 


10.8.1 引言 ” 实 Euclid 空间 办 "的 内 积 是 对 称 双 线性 函数 . 
在 1.7.26 中 是 把 有 具有 保 内 积 性 质 的 从 阵 定义 为 正 交 矩阵 .具体 


地 说 ,O e 民 ”是 正 交 的 ,如 果 
(Ox,Oy)= (x,y), vx,y ER". 
现在 考察 保 形 如 (x, 4y) 的 非 奇异 双 线 性 交替 函数 的 短 阵 ; 当 
4 eR 是 斜 自 伴 朱 阵 且 det 4 去 0 时 , 称 (x, Ay) 为 非 奇异 双 线 性 
交 葵 函数 ， 
交 粕 "性 质 决定 矩阵 (一 4)” det(21 -= 加 (人 (+ 天 放 的 
阶 必须 是 偶数 ,za = 2; 特别 地 ,只 须 取 4 = 7: 


[To I 
di | (8.1) 


其 中 了 是 im 阶 单位 短 阵 ， 

事实 上 ,了 是 斜 自 伴 第 阵 . 依 3.4.2, 余 自 伴 矩 阵亡 有 特征 值 为 纯 
虚数 ,而 且 存 在 特征 向 量 正 交 基 ， 

可 以 证 明 ( 留 作 练习 ): 任 何 非 奇异 的 实 2m 阶 斜 自任 矩阵 本 可 
以 表示 成 


A= FIF' (8.2) 

其 中 万 是 某 个 实 矩 阵 ,det 瑟 关 0. 
10.8.2 定理 宙 (8. 人 定义 的 272 阶 矩 阵 了 有 如 下 性 质 : 

(天 = 王国 =- 了 = 

(2) 纯 虚 数 i 和 一 i 各 为 mm 重 特征 和 值 . 

{3) det /=1. 

证 人 显然 . 

由 于 
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好 一 了 


1 0 -DT -I 
;al ate ray 
两 边 取 行 列 式 , 得 对 任何 数 和 成立 
fa"detl -站 = 如 人 G+ 丈 六 
于 是 ,7 的 特征 多 项 式 为 
det(47 -由 ={+ 克 了 


I 
~ 
~ 


而 且 


由 此 推出 (2). 
现在 根据 (2)， 
detJ =i" (i)" =(-1) =1. 
(3) 得 证 . 口 
10.8.3 定理 ” 设 了 ER ” 是 由 (8.0D 定 义 的 矩阵 .如 果 和 矩阵 
S e 民 :2" 保 (x%,.y): 


(Sx, JSy) = (x, 力 ), vx,y eR*”, (8.3) 

那么 
S'JS=J. (8.4) 
反之 亦 然 . 
证 利用 
(Sx,75y) = (x,S778y). 
如 果 (8.3) 成 立 ,那么 
STJSy =. 太 ，vVy eR’”™”, 

由 此 推出 (8.4). 反 过 来 从 (8. 四 得 (8.3) 更 是 显然 的 . 口 


10.8.4 定义 “ 保 双 线性 交 蔡 函数 (zx, .的 Se 了 R  ”, 等 价 地 说 , 满 
足 (8 必 的 S < 限 2” , 称 为 辛 官 阵 (Symplectic matrix). 
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中 "2” 中 辛 算 阵 全 体 所 成 之 集 记 作 Sp{2m). 
辛 和 矩阵 首先 出 现在 受 如 下 形式 控制 的 Hamifton 力学 中 : 


4 =JH., (8.5) 
dt 


其 中 eR” 由 (8.1) 定 义 ,ulfjeR”, 瑟 是 RR** 上 的 光滑 阴 
数 , 琶 , 是 五 的 梯度 . 

下 面 引 入 一 个 有 关 概 念 及 结论 . 

非 线 性 映射 x Fv 称 为 标准 变换 ,如 果 它 的 Jacobi 矩阵 


是 辛 矩阵 . 
标准 变换 将 每 个 Hamilton 方程 (8.3) 变 换 成 如 下 另 一 个 形式 的 
Hamilton 方程 
dy 大， 
dit 
其 中 Kv(a)) = Hn). 
10.8.$ 定 理 (1 Sp(2m) 在 矩阵 莱 法 下 构成 一 个 群 . 
(2) 车 仿 是 辛 矩 阵 , 则 其 转 置 51 也 是 辛 矩 阵 . 
(3) 辛 矩 阵 8 必要 似 于 其 道 $ .因此 ,车 志 是 的 特征 值 , 则 
4 和 也 是 $ 的 特征 值 . 
证 从 (8.4) 推 出 每 个 辛 矩 阵 是 可 道 的 .而 且 ,者 .8 和 3, 是 辛 矩 
阵 : 
STJS =J, SIS,=J, 
则 有 
J =S1S, =SIS SS, = (8,5,) JTS,). 
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推出 8,S, 也 是 辛 矩阵 ,从 而 Sp(2m) 在 矩阵 乘法 下 构成 一 个 群 . 
对 (8.4) 取 道 ,得 
SA(S = 
然后 左 乘 5, 右 乘 ST, 有 
I= 81s" =(S] J(5"). 


表明 S' 满足 (8.4), 即 为 辛 矩阵 . 
对 (8.4) 右 乘 3” , 左 乘 . 三 ,得 

T'S'T=S. 
表明 8 相似 于 ST .又 3 相似 于 有 .所 以 及 与 8 相似 . 口 
10.8.6 定理 ” 设 8 是 实 变量 ! 的 可 微 函 数 ,其 值 蚌 辛 矩阵 .定义 @( 
为 

(0 =G(t) 5(2), (8.6) 
则 如 形 如 

Glij=. 厅 有， 上 自 伴 ， (8.7) 

其 中 J 由 (8.]) 定 义 . 


反之 ,车 S(f) 满 足 (8.6) 和 (8.7), 而 且 S(0) 是 辛 矩阵 , 则 8( 吉 是 一 
族 辛 矩阵 . 
证 因为 对 + 的 每 一 值 ,成 立 
(Ss(N)) 75(0)=7. 


对 # 求 导 : 

(S(O s+(s OF Hs)=0. 
右 乘 (S()) 汇 乘 {(S(D) ) 
(sOF) (S(O yrs ESONSO) =0. ea 
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利用 (8.6) 定 义 的 G : 
cO-| 2sOjJsO7 
取 其 转 置 ， 


T TY dd I 
(G(D)) ={(s()) ) (Ss()) . 
将 它们 代入 (8.8), 得 
(G()) T+JG(t)=0 
由 此 及 10.8.2 的 (1), 推 出 (8.7). 
逆 定 理 的 证 明 留 作 练习 . 品 
10.8.7 定理 :对 于 六 矩阵 ,X=1 或 -1 不 可 能 是 单 重 特征 值 , 
证 用 反 证 法 .不 妨 设 入 = 一 ] 是 5 的 单 重 特征 值 ,其 特征 向 量 
为 让: 
Sx = —x. {8.9) 
两 边 左 乘 5 .并 利用 (8.4), 得 
r=—S J. {8.10) 
表明 .所 是 $ 的 相应 特征 值 一 1 的 特征 向 量 . 
任 取 一 正定 矩 阵 工 , 令 G = . 砂 .定义 单 套数 秆 阵 族 : 
S(t)=e”sS, 
它 满足 
人 5(D)= 63()， S(0)=5. (8.11) 


依 10.8.6, 对 所 有 +,S(1) 是 辛 和 矩阵 .因为 已 假定 S(O0) 以 -1 为 单 重 特 
征 值 ,因此 对 于 足够 小 的 1, S(t) 有 一 近 平一 1 的 单 重 特征 值 .然而 
SQ) 的 该 特征 值 4 必须 等 于 一 1 .不然 的 话 , 因 (S(1))' 和 SQ) 相 
似 , 才 :将 是 Sf) 又 一 个 近 平 一 1 的 特征 值 ,与 9.5.14 政 盾 . 依 9.5.16， 
对 应 的 特征 向 量 x 是 1 的 可 微 函数 .对 


SE)= -x(!) (8.12) 
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求 导 ,得 
d d d 
(&s00)0) + SO 二 xD = -了 zx . 
再 利用 (8,11) 及 (8.12), 有 
d d 
Gx(!)= 了 xD 十 SO 本 区 
由 此 及 (8.10)， 


(GO)-[ 呈 OOj[ SOSx(O 
-| 人 OO 号 rsOF Cj 
-S00),8(0)- Ex).8() -0 


代入 G= 帮 ， 
(xz( 人 (=((0 A(t))= (Lx (2),x(D))=0, 


因为 工 是 正定 的 ,推出 x{t)=0 .这 样 ,得 出 了 政 盾 . 口 
可 以 进一步 证 明 : 辛 矩阵 不 可 能 以 1 或 -1 作为 毅 重 数 的 特征 


现在 可 以 概 插 一 下 辛 矩 阵 5 的 谱 . 以 上 已 讨论 $ 的 特征 值 4 为 
1 或 -1( 和 如 果 有 的 话 ) 的 情形 ,姑且 不 再 考虑 ,因为 5 是 实 的 , 它 的 复 
特征 值 必 成 对 出 现 , 世 就 是 说 , 若 多 是 特征 值 , 则 多 也 是 特征 值 .又 依 
10.8.5 的 (3), 若 多 是 5 的 特征 值 , 则 人 "也 是 特征 值 .因此 , 辛 和 矩阵 5 
的 特征 值 按 四 个 一 组 出 现 : 本 

4A, A, A!, Xl!. 

除去 两 种 例外 : 

(1) 也 在 单位 圆 上 ,| 州 = 工 ,此 时 入 =4 , 才 只 有 两 个 成 一 
组 :4.4 . 
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(2) 和 4 是 实 的 , 系 = 由 ,也 只 有 两 个 成 一 组 :4 ,4 . 
10.8.8 定理 ” 辛 矩 阵 $ 的 行列 式 等 于 1. 

证 对 (8.4) 取 行列 式 得 

(det SY =1. 

因此 只 须 排 除 det 5S 为 负 的 可 能 性 .矩阵 的 行列 式 等 于 其 所 有 特征 
值 之 积 .$ 的 复 特征 值 成 对 出 现 ,其 积 是 正 的 .4 的 不 等 于 1 或 一 1 的 
实 特征 值 是 4 和 4 成 对 出 现 ,其 积 是 正 的 ;而 且 如 以 一 1 为 特征 值 ， 
其 重 数 只 能 是 偶数 ,其 积 也 是 正 的 ， 口 


10.9 ”整数 年 阵 和 么 模 和 矩阵 


10.9.1 定义 ”4 e 民 ” 称 为 整数 矩阵 (integer matrix), 如 果 其 所 有 元 


素 都 是 整数 . 
整数 矩阵 在 线性 规划 , 格 论 和 控制 论 等 学 科 中 有 重要 应 用 .例如 
概括 地 说 ,线性 规划 模型 是 在 线性 方程 组 
Ax=b (9.1) 
约束 下 求 某 个 线性 函数 
Dox 


的 最 大 值 (或 最 小 值 ;, 这 里 4 eR 民 ” ,be 民 ”,x =(%%,…,x,】 是 竺 
求 向 量 .因为 x,,…,x, 代表 物理 量 ,它们 常 是 非 负 的 ;而 且 , 在 许多 情 
况 中 ,4 入 的 所 有 元 素 全 为 整数 , 解 x 也 必须 取 整 数 分 量 (这 构成 
整数 规划 问题) 

整数 矩阵 和 多 项 式 矩 阵 (4 -矩阵 } 有 非常 类 似 的 性 质 ,原因 是 
多 项 式 全 体 和 整数 全 体 两 者 在 各 自 的 加 法 与 乘法 适 算 下 均 构成 
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一 个 环 . 
10.9.2 定理 设 Ae 民 ”是 整数 矩阵 ,rank4 = , 则 存在 非 奇异 整 
数 矩 阵 产 ER 和 ”和 怠 所 中 ” ,使 得 

Do 


Pio-pel "| D=diag(a,,…,a,), (92) 


其 中 必 ,,…,a, 是 整数 ,a 整除 a ,i =1,…,r 一 1 ,而 且 
det P=+]l, . detQ=+1l. (9.3) 


这 是 与 4 -矩阵 的 尔 6.9 相 平行 的 结论 .不 难 仿照 6.9 加 以 证 明 ， 
留 作 练习 . 
(9.2) 中 的 DD 称 为 整数 年 阵 才 的 Smith 标准 形 . 
10.9.3 定理 设 4e 归 ”是 整数 矩阵 ,到 < 及 .方程 组 (9.1) 对 所 有 整 
数 向 量 b 有 整数 解 的 充分 必要 条 件 是 4 的 Smith 标准 形 
D=[, ol. 


定理 证 明 从 上 略 . 

10.9.4 定义 ”如 果 4 e 民 "是 整数 矩阵 , 
r= rankd = min{m,n}, 

而 旦 4 的 所 有 非 零 rxr 子 式 等 于 1 或 -1, 则 称 4 为 训 模 矩阵 
(unimodular matrix). 

如 果 44 是 名 模 矩 阵 ,而 且 还 有 其 各 阶 子 式 均等 于 0 ,1 或 一 1, 则 
称 4 为 全 攻 模 眠 阵 (totally unimoduiar matrix). 

特别 , 当 mm = nn 时 ,整数 矩阵 4 是 么 模 和 矩阵 ,如 果 

det 4=] 或 det 4=-1. 
显然 : 
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(1) 全 台 模 矩阵 的 所 有 元 素 均 为 口 ,1 或 一 1. 

(2) 两 个 nxn 的 居 模 算 阵 之 积 仍 是 入 模 和 矩阵 ;在 矩阵 乘法 下 ， 
nx 的 乏 模 矩阵 全 体 构 成 -- 个 群 . 
10.9.5 定义 ” 设 品 <n,x=(%,…,,】 是 方程 组 (9.1) 的 解 ,而 且 x 
有 mm 个 分 量 不 为 零 , 则 称 x 是 (9.1) 的 基本 解 . 

在 整数 规划 问题 中 要 求 基本 整数 解 . 
10.9.6 定理 设 m < n. 对 于 任何 整数 向 量 5 ,方程 组 (9.1) 的 所 有 基 
本 解 为 整数 向 量 的 充分 必要 条 件 是 4 为 乏 模 矩 阵 . 

定理 证 明 从 有 略 . 
10.9.7 定理 设 4eRR” 是 整数 矩阵 .如 果 对 于 任何 整数 向 量 上 , 线 
性 不 等 式 

Ax pb {9.4) 

的 所 有 基本 解 是 整数 向 量 ,那么 4 必 是 全 台 模 矩阵 . 

定理 证 明 从 略 . 

出 现在 线性 规划 运输 问题 中 有 - -类 重要 的 全 名 模 和 矩阵 ,其 矩阵 
B=[b,1e 民 ”的 特征 描述 如 下 ; 

(1) b, =0,1l 或 -l,l<ism,l<j<n; 

人) BB 的 每 ~- 列 至 多 包含 两 个 非 零 元 率 ; 

(3) 存在 指标 集 届 ,及 cc 和 


RUR,={:,m}, RMR,=0, 
使 得 :如 果 在 第 j 列 中 ,了 0 ,bs 关 D ,那么 
sgnb, = sgnbs 之 或 者 jiE R,k eR,, 
或 者 Ke RieR,, 
sgnb, sgnbe > 或 者 .ke RR, 
或 者 i, ke R,. 
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换 句 话说 ,对 应 于 六 和 届 ,, 轨 的 行 可 以 划分 成 不 相交 的 两 集 
例 矩阵 


一 
Le 
OP 


Lp 
心 


是 全 么 模 和 矩阵 (证 明 留 作 练习 ). 显 然 召 具有 特征 (1D) 和 (2). 将 召 的 行 
划分 成 前 三 行为 一 集 ,后 两 行为 一 集 , 亦 即 


R={23}, RR,={45), 


容易 证 明 8B 满足 特征 (3). 
10.9.8 定理 设 4=[a;]e 民 ”是 全 么 模 算 阵 , 则 对 4 执行 如 下 任 
一 操作 将 不 改变 全 之 模 性 : 

(1) 行 置 换 或 列 置换 ; 

(2) 转 置 ; 

(3) 和 任 一 行 或 列 乘 以 一 1:; 

(4) 增添 只 有 一 个 元 素 或 1 或 -1 的 行 和 蚀 ; 

(5) 选 主 元 ai =& € {1} :对 4 交换 第 i 行 与 第 1 行 ,第 j 
列 与 第 1 列 ,所 得 矩阵 记 作 


其 中 4 eRTY"D .然后 应 用 变换 


:Pl a 


证 明 留 作 练 习 . 
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10.9.9 定义 ”实数 域 有 上 线性 空间 过 的 子 集 亏 称 为 格 , 如 果 世 满足 
下 列 性 质 ， 
(1) 工 对 加 法 和 减法 封闭 : 
XxXyeL=xXt+y,xX-—-yeL. 
(2) 工 是 离散 的 :( 按 任 一 范 数 ) 才 的 任何 有 兽 集 仅 包含 二 的 有 
限 个 点 (向 量 ). 
例 格 的 -一 个 基本 例子 是 民 ” 中 分 量 x,…,Xx, 为 整数 的 点 {向 量 ) 
人 
的 全 体 . 
10.9.10 定 义 设 上 是 格 . 
如 果 世 中 存在 线性 无 关 向 量 组 
Xx), ， (9.5) 
使 得 二 中 任 一 向 量 都 可 表示 成 它们 的 具有 和 整数 系数 的 线性 组 合 , 则 
称 (9.5) 是 工 的 一 上 组 整数 基 . 
由 互生 成 的 线性 空间 的 维 数 称 为 工 的 维 数 . 
对 于 10.9.9 的 例 中 的 格 来 说 及 ”中 的 标准 单位 世 
@ =(1,0,0) es =(0,…,0,1) 
就 是 一 组 整数 基 , 而 量 其 维 数 为 n .这 个 例子 对 下 面 的 基本 定理 而 言 
是 很 典型 的 . 
10.9.11 定理 ”每 个 格 有 整数 世 . 
证 设 工 是 匣 维 格 ,并 设 x 呈 ,…,x"e 工 是 上 生成 线 慎 空间 
的 一 组 基 , 这 样 ,每 个 xXe 工 可 以 唯一 地 表示 为 
xxx 人 Xi E 限 . (9.6) 
i=! 


考虑 工 的 子 集 
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Ls-Sx eL:0<x, < (9.7) 
全 
工 非 空 ,因为 (9.6) 中 x ,…,x,, 取 0 或 1 的 每 个 向 量 都 在 六 中 .由 于 工 
是 离散 的 ,之 中 只 包含 了 工 中 的 有 限 个 向 量 . 取 ye) e 工 ， 
yO = Dix0), (9.8) 
使 得 
元 = min 人 >0:x= Sx e (9.9) 
现在 ,在 基 x 中 ,…,x{") 中 用 y 中 代替 x 于 是 外 个 e 工 可 以 
唯一 地 表示 为 
x = py rp , pis p, ER, (9.10) 


如 此 yy 必 为 整数 ,事实 上 ， 如 果 为 非 整 数 ,那么 可 以 选取 整数 ! ,使 


得 
0O<Jn 一 <1. 


X 一 玉山 = (2 -Dy + Dp jeL. (9.11) 
用 (9.8) 代 换 等 式 (9.11) 布 边 的 0, 有 
sb De +, + 0 
其 中 0<(y, -有 <1 再 通 当选 取 炉 数 记 1, ,使 得 


O<L + -I +ty, Ss1, f=2,.. 1. 
因此 ,从 (9.12) 有 
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站 


i=2 
= + D+ +k ek. 
i=2 
但 是 (y; -1 及 < 元 ,这 与 志 的 选取 (9.9] 矛 盾 . 
至 此 ,对 烙 的 维 数 m 应 用 归纳 法 , 便 可 完成 定理 的 证 明 .用 了 表 

未 形 如 (9.10) 但 入 =D 的 向 量 x 组 成 的 集合 .显然 二 是 上 的 若 一 1 
维 子 格 ;由 归纳 法 很 设 ,L, 有 整数 基 ?yt 然后 ,由 
(9.10), 7 和 -是 元 的 整数 基 . 口 
10.9.12 定理 ” 设 二 是 民 " 中 的 nn 维 格 , 列 向 量 

x ,xX 和 pO ,ee yO) 


是 上 的 两 组 驻 数 基 ; 并 设 算 阵 
万 =fzxt . x")] 和 Y=[y" ,, yl], 
则 存在 夭 模 算 阵 Mf ,使 得 
X= MY. 


证 依 整 数 基 的 定义 10.9.10, 每 个 向 量 x 人 站 可 以 表示 成 
Jy ,…,y 中 的 具有 整数 系数 的 线性 组 合 ,显然 存在 具有 整数 元 素 
的 矩阵 ,使 得 对 = MY .因而 从 

det YY =detM det z0, 
推出 detM 0 即 MM 可逆 ,有 
FYF=M "YX. 

另 一 方面 , 每 个 向 量 y 中 可 以 表示 成 x 四,…,x 仆 的 具有 整数 系数 
的 线性 组 合 ;由 此 可 知 , MM 也 是 具 有 整数 元 素 的 答 阵 .这 样 , det M 
和 det MM 下 均 次 整数 ,而 且 


det ad 一 -_ 
det M 
于 是 必 有 det MM = 士 1. 从 而 4 是 芭 模 矩阵 . 口 


= 村 各 号“ 


这 个 定理 表明 整数 基 远 非 唯一 . 
整数 矩阵 的 理论 和 乏 模 算 阵 的 研究 成 果 可 以 参看 [N1972], 
[B1971],[B1984] 和 和 [S1986]. 


10.10” 纠 错 码 组 和 奇偶 校 验 拓 阵 


10.10.1 引言 ”在 电子 传送 信息 时 经 常 发 生 干 扰 , 收 到 的 信息 有 可 能 
是 不 正确 的 .编码 理论 的 自 标 在 于 发 现 ,而 且 如 果 可 能 的 话 ,还 有 纪 
正 发 生 在 传送 中 的 错误 .常见 的 纤 错 码 组 的 范例 是 Intemational 
Standard Book Number(ISBN), 这 是 一 种 非常 简单 的 算术 校 验 ,可 用 
来 确定 一 个 给 定 的 十 进 制 数 是 否 确 实 是 一 个 ISBN. 这 里 仅 考 虑 二 
进 制 代码 , 亦 即 由 代码 字 (codeword) 组 成 的 集合 ,每 个 字 是 0 与 1 构 
成 的 nt 位 的 行 (string). 
例 (1) 假定 传送 信息 “ 北 "… 南 ”东西 ", 其 编码 如 下 : 
北 南 东 西 
代码 C 00 01 10 11 
代码 C，000 101 011 110 

代码 Ci 只 要 求 传送 两 位 ,但 这 种 代码 不 能 发 现任 何 错误 ,如 果 有 -一 
位 或 两 位 出 现 错误 ,那么 收 到 的 是 一 个 不 正确 的 信息 .代码 CC, 则 可 
发 现任 何 单位 (三 位 中 只 有 一 位 ) 销 误 . 

比如 ,传送 101 有 一 位 出 错 , 收 到 的 是 001, 或 111, 或 100 ,二 者 
都 不 是 代码 字 , 接 收 者 便 知 传送 出 错 . 

如 此 代码 尽管 不 能 纠正 错误 ,但 揭示 了 如 何以 附加 位 形式 将 过 
剩 信息 添加 于 原始 信息 ,能 正确 地 发 现 传 送 中 的 错误 ,这 正 是 代码 理 
论 的 基本 途径 和 目标 . 

通常 ,假定 任何 单位 出 错 的 概率 非常 小 .从 而 ,如 果 接 收 到 不 正确 
信息 ,那么 几乎 只 仿 一 位 而 非 多 位 出 错 .实际 中 ,发 现 出 错 未 加 纠正 的 代 


» 686 + 


码 的 用 处 仪 在 于 接收 者 得 到 已 经 发 现 错误 的 信息 的 复制 而 已 . 

{2) 一 种 简单 实用 的 检 错 码 (error-detecting code) 是 奇偶 校 
验 (parity checl), 由 附加 单位 构成 ,使 得 整体 代码 字 有 具有 偶数 同 
位 (even _ parity), 即 具有 偶数 个 1. 接 收 到 的 字 如 果 具 有 偶数 同位 ， 
那么 最 有 可 能 的 情况 是 没有 错误 ;如 时 具有 麻 数 同位 , 则 推 糊 它 
有 一 位 出 错 . 

比如 ,发 送 的 信息 是 101011, 国 偶数 个 1, 故 附加 的 校 验 位 是 0， 
给 定 的 代码 字 是 1010110 ;如果 接收 到 的 是 1011110 ,那么 因 其 含 
奇数 个 1, 可 断定 在 传送 中 (全 少 ) 一 位 出 错 . 

但 是 ,使 用 这 种 代码 没有 确定 校正 信息 的 途径 . 

(3) 假定 传送 的 代码 字 是 区 …x, ,其 中 每 位 是 0 或 1, 而 且 当 

5 三 Xi 二 "十 XX 

是 奇数 时 x, 二 1,s 是 偶数 时 x, =0 .如 果 接 收 的 字 是 庆 …, 且 
有 错误 ,那么 恢 照 计 ,的 奇偶 性 相同 或 不 同 于 多 ，… 计 ,的 奇偶 性 表 
明 其 分 别 存 在 偶数 个 位 或 奇数 个 位 出 错 .然而 ,在 多 于 一 位 出 错 的 
概率 极 小 的 假设 下 ,本 例 中 最 有 可 能 的 情况 分 别 是 没有 山 错 或 一 
位 出 错 . 

(4) 传送 信息 由 单位 0 或 1 (‘Yes’ 或 No’) 组 成 .长 为 3 的 重复 三 
{repetition code) 简 单 地 由 传送 信息 三 次 组 成 : 

信 县: 0 1 
代码 字 : 000 111 

比如 ,接收 到 100 , 仍 假定 传送 中 至 多 一 位 出 错 ,推断 发 送 的 是 
000. 

通过 全 面 考 察 收 到 信息 的 其 余 7 种 可 能 情形 , 即 

000，001,，010，011,，10]，110，111 

表明 如 此 代码 全 是 校正 单位 错误 . 
10.10.2 定义 ” 模 2 算术 运算 的 加 法 和 乘法 如 下 : 


“看 8 了。 


0+0=0 0+1=1+0=1，1+1=0; 
0x0=0, Oxl=lx0=0, 1xl=]. 
为 了 赋予 这 些 规 则 以 意义 ,想象 “1” 表 示 麻 数 ,“0” 表 示 偶 数 , 
从 而 比如 1+1= 避 意味 着 两 个 奇数 之 和 是 偶数. 
还 可 定义 减法 为 : 
0-0=0，1-1=0，1-0=1 0-1={+])-1=1. 
两 个 代码 字 a = a …a, 与 6 =b,…b, 之 和 是 代码 字 , 记 作 
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其 第 i 位 为 
atbh,, lz<i<n, 
其 中 加 法 遵循 (10.10) 的 规则 . 
代码 已 称 为 线性 码 (linear codej 如 果 C 中 任何 两 个 代码 字 之 和 
均 属 于 已 , 即 
d+beC, va,bec. (10.2) 
容易 证 明 ( 留 作 练 习 ): 
(01) 10.10.1 的 例 (1) 中 的 代码 
C= {00,0110,11) 
是 线性 码 . 
(2) 设 &a 是 线性 码 中 的 任 一 代码 字 , 则 &+a =0( 每 位 均 为 堆 的 
代码 字 }. 因 此 0 是 任何 线性 码 中 的 一 个 代码 字 . 
10.10.3 定义 ” 设 x=x…%, 是 长 为 的 代码 字 , 记 


和 (和 (10,3) 


设 二 是 各 xn 的 二 元 矩阵 (binary matrix),n > 黄 ， 其 所 有 元 素 是 
0 或 1. 
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由 万 可 以 确定 一 个 线性 码 
C= f =x" "Kk, :Hx' =0,x'= (x ) 所 {0,1}" } 
(10.4) 
其 中 插 阵 -向 量 乘法 遵循 (10.1) 的 规则 .事实 上 , 若 
Hx' =0, Hy' =0， 
则 显然 有 
H(x'+y')=0. 

这 表明 已 确 是 线性 码 . 

五 称 为 代码 C 的 奇偶 校 验 第 阵 (parity check matrix) 或 简称 校 


阵 . 
考虑 校 验 矩阵 形 如 
H=[1, 4), (10.5) 
其 中 4=[a,] 是 任意 的 mx(n 一 m) 二 元 矩阵 .此 时 ,注意 到 减法 规 
则 0 一 1 =1 ,方程 


Hx'=0, 
可 以 写成 
Xi EAX tm Xn 
Xm = mm tt yn my 
或 者 
| ep 
: [=A :1. (10.6) 
x 着 


因此 ,可 以 根据 yx， ，…x, 各 位 独立 取 定 的 值 ,确定 x ,…,x, 各 位 
的 值 . 

二 各 位 称 为 信息 位 (information bit). 

,和 澡 位 称 为 校 验 位 (chech bit). 
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由 于 信息 位 每 位 可 取 0 或 1, 有 2” ”种 选取 , 故 共 有 27” ”个 代 
码 字 . 

信息 位 的 位 数 n 一 届 称 为 代码 已 的 维 数 . 

… 般 ,对 于 任意 的 严 x 天 校 验 矩 阵 五 来 说 ,代码 的 维 数 等 十 
n—rankH. 

注意 , 校 验 矩阵 五 中 列 的 顺序 龙 不 重要 的 , 琴 的 列 的 重新 排序 
只 导致 每 个 代码 字 中 各 位 的 重新 排序 , 
10.10.4 定理 设 五 e {人 0,1}”” 是 代码 CC 的 校 验 矩阵 ,而 且 它 既 没 有 
元 素 全 为 零 的 列 , 也 没有 恒 同 的 两 列 , 则 CC 是 单位 纠 错 码 (single- 
erroe-correcting code), 亦 即 在 每 个 代码 字 至 多 有 一 位 出 错 的 假设 下 ， 
能 发 现 从 而 纠正 所 有 错误 . 

证 ”如果 代码 字 ee 尼 在 传送 中 出 现 单位 错误 ,那么 接收 到 的 
字形 如 


r=ct+e,, 
其 中 ee 是 第 i 位 为 1 其 余 各 位 为 0 的 字 . 

现在 利 册 (10.3) 中 的 记号 ,注意 到 He' =0 ,得 

Hr’ = He'+ He' = He', 
而 He; 正好 是 万 的 第 5 列 . 

由 此 ,产生 将 接收 信息 > 译 码 (recoding) 成 正确 的 传送 代码 字 e 
的 下 述 方 案 : 

首先 产生 所 谓 伴随 式 (syndrome) Hr', 巨 非 有 为 零 和 不 为 零 两 
种 情况 . 

如 果 BY' 为 零 ,那么 + 是 代码 字 ， 

千 则 , 即 Hy' 不 为 零 ,将 它 与 如 的 列 比 较 .车 Hr' 等 于 太 的 第 i 
列 , 则 出 现 单 位 传送 错误 ,而 且 是 其 第 i 位 出 错 :车 Hr' 相等 于 理 的 
每 … 列 , 则 发 现 了 必 在 传送 中 多 于 一 位 出 错 . 口 
人 鲍 ”考虑 校 验 矩阵 
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一 
有 
rt 
ha 


其 中 


心 
看 
心心 
Lp 王 


由 五 定义 长 为 5 的 线性 码 , 设 
= XX XX TS 
是 代码 字 , 则 Bx" = 0 ,具体 地 ， 
Xi 十 Xs + Xs = 0, 
| 和 区 ;十 Xx, = 0O,， 


Xiy+ Xa =0. 


NX =—X Xs = NX + Xs 
Nh 二 5， 
Xs; = —X = Xa. 


这 里 ,x ,x 是 信息 位 ,x ,x ,x 是 校 验 位 .十 是 


信息 位 校 验 位 代码 字 

(给 定 ) ( 解 得 ) 

4 Xs I Xl X23 
0 0 0 0 0 0 0 0 
0 1 1 1 0 1 1 0 
1] 0 1 0 1 1 0 1 
1 1 DO 1 1 OO 1 1 


二 


一 


由 此 并 注意 到 x ,xz ,zx ,xx 是 二 进 制 数位 ,根据 (10.1), 有 


be 


a 


人 


(10.7) 
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现在 假设 接收 字 ~ = 01101 ,其 伴随 式 
0 
1 
Hr'=H|Ili=|0|, 
0 1 
1 


恒 同 豆 的 第 4 列 , 这 表明 r+ 的 第 4 位 单位 出 错 .纠正 译 码 信 息 十 
O1111. 
男 情况, 设 7 = 00011, 则 


0 
Hr'=|1), 
1 


不 同 于 五 的 每 一 列 ,表明 六 必 和 多 位 出 错 . 
10.10.5 定义 ” 设 太 e 人 和 0,1” 是 校 验 算 阵 ， 


m>1, m<n<2”—], 


其 列 依 此 是 12,…, 天 的 二 进 制 数 表示 , 则 称 五 是 Hamming 校 验 入 
阵 , 称 由 五 确定 的 线性 码 为 Hamminag 码 . 

依 10.10.4,Hamming 码 是 单位 纠 错 码 ， 

当天 =27” 一 1 时 ,Hamming 码 称 为 是 完全 的 (perfecb .原因 是 其 
每 个 非 零 伴随 式 代 表 僵 个 单位 可 纠正 错误 . 

当 开 < 2” 一 1 时 ,Hamming 码 称 为 是 不 完全 的 .原因 是 其 某 些 非 
零 伴 随 式 代 表 多 位 错误 ,但 却 未 能 判定 出 错 的 倍 , 自 然 说 不 上 纠正 错 
误 . 

例 以 1…6 的 二 进 制 数 表示 为 列 的 3x6 Hamming 校 验 矩 阵 


* 692 = 


0001 1 1 
H=|I0 1 100 1 
10 101 0 
确定 的 是 不 完全 Hamming 码 , 因 


严 一 和 < 22 -1=23 一 1= 了 7 了. 
考 接 收 字 r= 000111, 则 伴随 式 是 
1 
Hr'=|1 
1 
而 111 是 7 的 并 进 制 数 表示 ;由 于 字 长 为 6, 吾 不 包含 以 了 的 二 进 制 
数 表 示 的 列 , 故 意味 着 发生 多 位 传送 错误 . 
如 果 将 7 了 的 二 进 制 数 表 示 增 添 在 吾 的 各 列 之 后 ,那么 所 得 
3x7 Hamming 校 验 和 矩阵 


Es 


O00 1 1 11 

0 1 1100 11 

10 10 1101 
确定 的 便 是 完全 Hamming 码 . 


10.10.6 定 义 ” 设 如 < 加] ”是 Hamming 校 验 矩阵 .容易 看 出 ， 召 
经 过 列 交换 可 以 变换 为 形 如 (10.5) 的 标准 形 .现在 ,假设 妃 已 经 是 如 
此 标准 形 , 即 


H=[:, 4], 
这 样 , 因 Hx' =0 等 价 于 (10.6), 进 而 有 扩展 形式 
1 A Nm 
Lm 


此 方程 的 转 置 形式 是 
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(0.9 
这 是 任 一 代码 字 关 于 信息 位 的 直接 表示 ,表明 代码 字 全 体 是 抵 阵 
G=[4 工 ,| (10.9) 


各 行 的 所 有 可 能 的 二 元 组 合 ( 即 以 0 或 1 为 系数 的 线性 组 合 ). 

G 称 为 代码 的 生成 矩阵 (generated matrix). 也 可 以 换 一 种 说 
法 :G 的 行 构成 代码 字 和 集合 的 -一 组 基 . 
例 对 于 (10.7) 中 的 校 验 矩 阵 豆 ,代码 生成 矩阵 是 


10110 
G=| 4 4, -| | 


1 1001 
其 代码 全 体 为 
ax10110+ Px11001, va,pe{0,1). 


关于 代码 理论 的 进 - * 步 内 容 ,可 以 参看 [H1986] 和 FMS1977]. 
10.11 儿 种 范 数 和 几乎 正规 引 阵 


10.11,1 定义 CC” 上 的 范 数 让 | 称 为 酉 不 变 (unitarily invariant) 向 量 
范 数 ,如 果 对 于 所 有 的 x EC” 和 所 有 的 西 第 阵 U eC ,成 立 
luxl=b. G1.1) 


10.11.2 定理 ”在 C" 中 ， 
(1) 2 - 范 数 (Euclid 范 数 ) 肿 , 是 西 不 变 的 ; 
(2) 若 必 是 本 不 变 疝 量 范 数 , 则 存在 某 常数 w > 0, 使 得 


|, . 


= 
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(3) 八 , 是 满足 le,| = 1 的 唯 - - 酉 不 变 向 量 范 数 . 
证 (1) 对 于 任 - -x eCQ” 和 任 - 丁 矩 阵 L EC ， 
em, = (Uc, Ux) = (Ux) (Ux)= x UT UY 
一 (CU ) X=X -lxlb. 
推出 jux, = 隐 , 
(2) 和 (3) 的 证 明 从 略 ， 口 
10.11.3 定义 


于 所 有 的 A4eC”” 和 所 有 的 西 和 矩阵 U eCQ”" ,本 矩阵 eC "， 
成 立 


[4 岂 =| 筷 . {11.2) 


熟知 的 西 不 变 矩 阵 范 数 的 例子 是 Frobenius 范 数 和 谱 范 数 . 
10.11.4 定理 ”在 C™" 中 ， 


者 4=[ayleC™, 
o>20, 20(g= min{m,.n)) 


是 症 的 奇异 值 , 则 


| 4， E20] -Eo] . (1.3) 


证 将 4=I4dy]jeC” 写 成 
4=[a® … em， 
其 中 CO EEC” 是 4 的 第 了 列 ,= 工 .7 . 依 1.8.29， 


= OS * 


1 和 = + 


又 依 10.11.2,C" 中 的 2 - 范 数 是 西 不 变 的 ;于 是 ,对 于 任何 西 算 阵 
LE ,成 立 


[ea =j|czo， +…+|2ao ， 
=|eo + +jeo :4 
由 此 ,并 注意 到 对 所 有 eC” 有 
要 中 .= 加 


推出 对 于 任何 本 矩阵 忆 ECR” ”和 酉 矩阵 玉 < 恬 天 "成立 
UAvV|. =||47|, = bar =| 4 = a1.4) 
现在 假设 og 宇 …>C， >0 (= min{m,n}) 是 4 的 奇异 值 . 


依 5.4.5, 存 任 西 矩阵 Ue CQ”™ 和 西 短 阵 V EC” ,使 得 
A=U EY", 


其 中 
2, . 
=-| 0 | 或 [> 0]， 2 =diag(o,,…,0, ). 
利用 (11.4), 得 


站 v2 
Mar -al = (Se) 
至 此 ,(1) 得 证 . 
剩 下 证 明 (2). 依 谱 范 数 定义 和 C* 中 2 - 范 数 | 是 西 不 变 的 ,对 
于 任何 西 矩 阵 UV eC 和 西 短 阵 VeCQ"” ,有 
UA EL 
ea -la 
bl 0 bl 


UAV, = max 
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2 | -| 4 ， 


Zi 
其 中 yz eC". 口 
10.11.5 定义” 设 | 是 C? 上 的 向 量 范 数 .如 果 成 立 
Hsil= sbl, vayec”, na 
则 称 用 为 单调 范 数 (monotone norm). 如 果 成 立 
=x vx eC”， (11.6) 


绝对 值 的 增 函 数 .因此 所 有 p - 范 数 是 单调 范 数 和 绝对 范 数 
必要 


条 件 是 || 为 绝对 范 数 . 


= 由， 
则 有 | 四 ,而且 < 团 , 推 出 上 < 此, 而 且 凤 [由 中 ,因此 
加 = 网 = 和 hz 
有 为 绝对 范 数 . 
反之 ,假设 | 为 绝对 范 数 ,xz = (Xx,…,x,)】 EC” ,大 是 整数 ， 
1 < Ks<n,a E[OHI], 则 有 


加 | 一 |G 0 “A Erl 1 0 ) 


Be 一 婚 并 2 ) 一 (0 -Qa)x+ax 
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工 


< 了 (ajax 
+G-< 和 +ed 
= 24-a 和 +3G-2 同 +abl= 风 4 
对 不 同 分 基 重 复 (11.7), 推 出 绝对 范 数 冉 满足 


ee ， 


Vx=(x EC， 和 as EGG.8) 


外 此 ,如 果 

志和 加 ， x= (0) p=) eC”, 
那么 必 存 在 关系 式 

A = , Cr, 和 [01],0, eR, KEK=1.…,n. 
于 是 ,从 (11.8) 得 


pl=hee® sey,) 


中 中 < 


即 加 必 为 单调 范 数 . 口 
从 不 等 式 (11.7) 引 出 如 下 稍 弱 的 单调 性 概念 . 

10.11.7 定义 ”QC" 上 的 范 数 几 称 为 弱 单 亩 范 数 (weakly monotone 

norm), 如 果 


CA = 人 |， 


je so 加 


Vx=(0%,) EC, k=L,n (LD) 
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如 果 向 量 范 数 


le NA NE Ky ) 


人 志 是 弱 单 调 的 ,那么 


下 


= 人 -oo0xsae + 
sQ-oe.s .05 ) rel 


s(1-ahl+obd=, 
VE 人 (六 EC”, ae [| 
这 表明 弱 单 调 范 数 满 足 表 面 上 较 强 的 条 忻 (11.8). 


单调 范 数 显然 是 弦 单 调 范 数 , 但 反之 不 真 ， 

人 鲍 设 
f(x)=|, -zl+h,l, X=(% eR7. 

容易 看 出 函数 上 满足 正定 性 ,次 加 性 和 齐 次 性 ,因此 是 恨 ”上 的 范 数 . 
但 是 ,水 xX, < 0 时 ， 

A(x))=|a 1—|x; | + x, |# | -六 上品 = F(x). 
由 此 可 见 , 六 不 是 绝对 范 数 , 亦 即 不 是 单调 范 数 .而 且 , 还 容易 看 出 了 
也 不 是 弱 单 调 范 数 . 

弱 单 调 范 数 但 不 是 单调 范 数 的 例子 可 参看 [HJ1985]. 
10.11.8 定义 工 ”” 上 的 函数 称 为 广义 矩阵 范 数 (generalized matrix 


norm), 如 果 它 满足 矩阵 范 数 定 义 1.8.28 中 的 正定 性 、 齐 次 性 和 次 加 
性 三 个 条 件 ,而 不 包括 次 线性 .一般 , 仍 采用 记号 加 


自然 ,广义 短 阵 范 数 涵盖 了 答 阵 范 数 . 
19.119 定 义 人 “上 的 广义 矩阵 范 数 | 称 为 Hadamard 次 乘 性 范 
数 (submultiplieative nerm), 如 果 成 立 
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14。* 下 < 人 Bl，Y48sc”， 
其 中 AoB 是 4 与 B 的 Hadamard 积 . 
10.11,10 定理 ”对 于 任何 4,B eC”™" ,成 立 
oi(A4°B)< oo (A)o(B), 

这 里 go (4oB)o(4) ao,(B) 分 别 是 4o。B,A,B 的 最 大 背 异 值 . 

定理 证 明 从 略 ， 

这 个 定理 说 明 谱 范 数 是 Hadamard 次 乘 性 范 数 . 
10.11.11 定义 CC” 上 的 广义 矩阵 落 数 | 称 为 谱 优 势 范 数 (spectrally 


dominant norm), 如果 


I= p(4), YA eC™, 
这 里 p(4) 是 4 的 谱 半 径 . 
C”* 上 的 广义 矩阵 范 数 | 称 为 奇异 值 优势 范 数 (singular value 
dominant norm), 如 果 
I>0(4),，v4 eC™, 


这 里 o (4) 是 4 的 最 大 奇 典 值 . 

如 果 人 ” ”上 广义 矩阵 范 数 或 者 具有 次 乘 性 ,或 者 是 奇异 值 优 势 
的 ,那么 必 是 谱 优势 的 .但 是 递 命题 一 般 不 成 立 , 
10.11.12 定理 ” 设 | 吓 是 C” 上 西 不 变 范 数 , 则 下 列 条 件 等 价 : 

(GD 八 是 奇异 值 优势 芳 数 


(2) | 中 是 Hadamard 次 柔性 范 数 ， 

G) | 霹 是 谱 优 势 范 数 . 

(4) | 是 次 乘 性 范 数 , 即 | 是 矩阵 范 数 ， 
定理 证 明 从 略 ， 
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是 C”” 上 的 西 不 变 范 数 . 记 
=inf {Th: 4=U(A+T)U",U 是 西 和 矩阵 ， 

A 是 对 角 算 阵 ,T 是 严格 上 三 角 箱 阵 }、。 (11.10) 
依 5.3.3,6( 生 加 ) 是 有 意义 的 , 称 之 为 4 关于 出 的 距 正规 性 的 气量 
(defect from normality). 如 果 6( 和 4 加 是 小 的 , 则 称 4 为 几乎 正规 乱 


10.11.13 定 义 设 4eC” 小 
5(4: 怕 


阵 (almost normal matrix). 
采用 (11.10) 作 为 非 正 规 性 的 度量 是 基于 : 当 妹 是 正规 矩阵 时 , 依 
2.4.4,.5(4 才 = 0. 
| 


Frobenius 范 数 | -和谐 范 数 | , 是 西 不 变 范 数 . 
下 面 考虑 (4 全- 和 34 人 才 ) 
10.1L.44 定理 设 4eC”"".4 的 特征 值 为 
7 , R22. 


mn 


由 的 奇异 值 为 
Oo, 
则 成 立 
ld 村 =y {0 -la|) (11.11) 
i=] 
和 


lc-1ads54 作 ) i=Ln. .0 
证 依 5.3.3, 存 福西 矩阵 Ue ,使 得 
A=U(A+T)U", (11.13) 
其 中 
A=diag(4,…,4,), 


* 701 * 


而 了 了 eC” 是 严格 上 三 角 算 阵 . 
另 一 方面 . 依 5.4.5, 存 在 西 矩 阵 了 ,WY e 从 ,使 得 
A=VEW', (11.14) 
其 中 
=diag(o,.…,o,). 
于 是 ,利用 | .的 不 变性 ,有 
|4+TH. 一 IC4+rz)Z =| 4 = 人 rz 一 5. 
由 此 ,并 注意 到 
[4+7); =|Al;, + 
和 


机 


(=> Ek = > 
得 

jl =|2l -ll; = >.(c: -hi) a 
这 表明 | 四]; 之 值 与 U 的 选取 无关 .从 而 根据 (11.10), 有 


rl = ee) 
联合 此 式 和 (11.15), 即 得 (11.11). 
现在 证 明 (11.12). 利 用 {11.13) 和 5.4.3, 知 A+ 了 和 有 4 有 相同 奇 尝 


oO, >..…>0, >0, 


好 


1 的 奇异 值 为 
| 
令 
S =span{e,,…,e,}, 
于 是 , 依 5.4.6, 


,二 


i 


max i A+ 7)zl, 


min. 
出 mm $=n—i+l xes 由 = 


< max (4+7)+j 


xes 必 ,= 
ee 


ax | + mma, =1al+ ri0 


| 中 =1 


ES i 


所 
re i =I 
关羽 地 ,有 


Mi= x | 


unas 时 一 n,m =1 


min x (A+7) ) 下 
dasS=n- i+] 号 sj =1 


和 人 区 < + 


aa a 一 Dl, xE 同 3 
联合 此 不 等 式 和 (11.16), 得 
jc -lz sh- 


由 此 及 (11.10) 推 出 (11.12). 口 
如 果 4 是 正规 矩阵 ,那么 依 $.4.4, 其 奇异 值 必 等 于 特征 值 的 绝 
对 值 , 即 


oO, =|4， i=1,.,n. 


此 时 ,4 是 西 可 对 角 化 的 ,有 
5t4 仙 =0. 
如 果 4 非 正规 矩阵 ,那么 (11.11) 表 明 ， 
o,~|4|, i=L…,n (11.17) 
的 充分 必 J 得 小 意义 下 的 几乎 正规 矩阵 . 


而 (11.12) 是 说 :车 4 为 在 6(4: 加 ,很 小 意义 下 的 几乎 正规 算 阵 ， 
则 条 人 忻 (11.1 了 成 并 , 
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10.12 ”对 合 矩 阵 和 共 罗 对 合 抵 阵 


10.12.1 定义 4EeC” 称 为 对 合 矩 阵 finvoIutory matrix), 如 
果 


(1- AXI+A)=0. (12.1) 


10.12.2 定理 设 4 eCQ”” 是 对 合 短 阵 , 则 
{1) 当天 = 之 时 ,4 形 如 


a 万 ; 
A= ,， a“+bc=l 
C -a 


A4=J 或 A=-I. 
C) 有 = 了 (7+ 人 是 等 下 拓 阵 
证 明 留 作 练习 


10.12.3 定义 ”五 <f” 称 为 共 辆 对 合 矩 阵 (coninvolutory matrix) 或 
团 和 矩阵 (circular matrix), 如 果 


或 者 


EE=1. (12.2) 
10.12.4 定理 ”EE eC” 为 共 示 对 合 短 阵 的 充分 必要 条 件 是 存在 
如 eC”" ,使 得 
E=B"'B. 
证 充分 性 .着 E=8B 8B, 则 
EE=B"BB"'B=B'B=1. 
必要 性 证 明 从 略 .可 参看 [HJ1991] 的 478 页 . 口 
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10.12.5 定理 设 瑟 <CR” .下 列 条 件 等 价 ; 

(1) EE = 了 , 即 互 是 共 轮 对 合 矩 阵 , 

(2) B=e* ,SeR™. 

(G3) = 了 ,FF eC” 是 共 纯 对 合 和 矩阵 . 

证 明 从 略 .可 参看 [HT1991] 的 480 页 . 
10.12.6 定理 设 4e 克 是 非 奇异 第 阵 , 则 

(1) 存在 共 罗 对 合 矩 阵 记 eC 和 非 奇 异 和 矩阵 ReR”， 
使 得 

A= RE, 

而 且 E 是 A™ 4 的 多 项 式 . 

(2) 如 果 4 = RE ,其 中 满足 EE = 了 ,R eR 是非 奇 异 和 矩阵 ， 
那么 


五 2 = 44. 
而 且 , 车 中 和 互 可 交换 , 则 4 和 4 可 交换 ( 即 44 是 实 的 ;反之 , 车 
4 和 有 4 可 交换 ,EE 是 4 4 的 名 项 式 , 则 明和 思 可 交换 . 
证 因 A74 是 共 固 对 合 矩 阵 ,10.12.5 保证 它 有 共 斩 对 合 的 
平方 根 吾 , 亦 即 
414= 百 :， EE=I. 
而 且 , 玉 可 取 为 414 的 多 项 式 ( 见 9.3.7). 由 4 4 = EE?, 有 
A= AE:=(AE)]E, 
从 而 
AE =(A4E)JEE = AE = AE. 
因此 ,R= AE 是 实 的 , 4 = RE. 
现 设 4= RE ,RR 是 实 的 非 译 异 的 ,EE = 了 . 若 丸 和 互 可 交换 ， 
则 有 
44=RERE = RERE = AA= 44， 
故 4 和 用 可 交换 , AA 是 实 的 .反之 ,车 4 和 4 可 交换 , 则 有 
RERE = AA = AA = RERE, 
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故 ERE = ERE ,从 而 
ER= FE(ERE)E = E(ERE)E = RE’, 
即 及 和 吾 = 才 -14 可 交换 .由 此 推出 ,如 果 巨 是 4 了 4 的 多 项 式 ， i 
么 丸和 殖 必 可 交换 . 
10.12.7 定理 设 AeC”,m>n .存在 ReR™” 和 革 纪 对 名 入 了 
五 eC 使 得 
A=RE 
的 充分 必要 条 件 是 非 奇异 矩阵 8 eC” 使 得 
4= 48. 
证 先进 行 分 析 . 
如 果 4 有 所 要 求 形式 的 分 解 4 = RE ,和 而 且 才 人 Se 人 CC 非 奇 民 ， 
则 
AS = RES = R(ES), 
ES eC”™" 是 非 奇 异 的 . 依 10.12.6, 存 在 叱 sR” 和 共 罗 对 合 矩 阵 . 
五 EC 使 得 


ES= RE. 
于 古 
AS = R(ES)= R(RE)= (RR)E, (12.3) 
这 表明 关于 4S 也 存在 所 要 求 形式 的 分 解 . 


另 一 方面 , 荐 SS， eC” 非 奇异 ,4 = 45 ,日 机 = 45,, 则 


4, = SS， = (Gas, kss, 上 上 AS ， (12.4) 


其 中 S, = 名 SS, 是 非 奇异 的 
综合 (12.3) 和 (12.4) 得 知 , 野 推 证 的 两 个 等 价 条 件 在 右 乘 任何 非 
奇异 矩阵 下 都 是 不 变 的 ， 
因为 存在 置换 矩阵 & 民 ” ,使 得 
4P=[4 4,], rankA=rank4, =r, A eC™™. 
又 鉴 填 P 非 奇异 并 右 苹 于 4 ,根据 上 述 讨论 ,可 以 直接 假定 
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A=[4, 4), rankd=rankd =r, A eC™. 
此 时 , 44 的 每 一 列 可 以 表示 成 和 4 备 列 的 线性 组 合 , 从 而 必 存 在 
B EC™ 7) 使 得 


A=[4 4l=[4 4 下 =-[4 ol | 了 | 


了 
注意 到 其 中 


非 奇 异 ,并 用 其 右 乘 [4 中, 同样 根据 上 述 讨论 ,下 面 可 以 进一步 候 
设 
4=[4 0], rank4 =r, A eC™, (12.5) 
现在 , 设 对 于 某 个 非 奇 异 和 矩阵 仿 sC™" ,使 得 4 = 45. 此 伍 等 
式 在 (12.3 假 设 下 的 分 瑞 形 式 如 下 : 


_ 一 8 _ _ 

4 0=4=43=|4 0 全 "| FR 48 |， 

[4 9-4-A5-[4 ole S|-[as, As,] 
所 是 有 

0= AS 
和 
4 = 和 45)) =(45,, js = 44 SS 

或 


A( -Ss =0. 
由 此 , 固 才 eC” 且 rank4 =r, 推 出 
Sy=0, SnSn=1, 
表明 5 是 共 元 对 合 甜 阵 . 依 10.12.5 的 (3),5S1， = 五 ", 百 是 共 辆 对 合 
矩阵 .因此 


A=AS,=A4E=RE, 


= TOT* 


其 中 
R=AE=(4E)E=AE=(4E) 


是 实 矩 阵 . 最 后 
ED 
A=[4 0}=[{RE 0=[R | | 
0 了 
这 是 所 要 求 形式 的 分 解 . 


反之 , 设 4= 玉 忆 ,中 < 根 ””, 则 因 
AE = (REYE = REE =R, 
故 有 
A= RE={AE)E = AE’, 
E* 是 非 奇异 的 . 口 


10.13 自 伴 矩 阵 偏 序 及 正定 矩阵 若干 不 等 式 


10.13.1 定义 设 A,BeC” 是 自 伴 矩阵 .记号 4 产 B 是 指 A4-B 
是 半 正 定 的 ;记号 4 > B 是 指 A -8B 是 正定 的 . 

可 以 认为 自 伴 第 阵 是 实数 的 延伸 ,正定 算 阵 是 正 实数 的 延伸 , 白 
然 会 问 在 自 伴 矩 隆之 间 有 没有 一 种 好 的 不 等 或 {部 分 ) 序 的 概念 , 记 
号 关 和 > 正 是 为 此 而 引入 的 . 

容易 证 明 ( 留 作 练习 ): 

(1) 10.13.1 定 义 的 关系 “>=" 和 逢 阵 相等 概念 是 相 容 的 ,也 就 是 说 ， 
车 A>BHB>A, 则 4=8. 

(2) 关系 “2” 具有 自 反 性 

A=A 


和 传递 性 
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A>B,B>C—> A¥C, 
但 “ 产 "不 是 全 序 ,也 就 是 说 ,存在 大 量 的 4,.8 eC”", 既 非 4 关 BB 也 
非 B> 有 4. 
关系 兰 和 > 称 为 C” 中 自 伴 矩阵 的 偏 序 .. 
10.13.2 定理 设 4,8B eC 是 自 伴 矩阵 , 则 
{1) 如 果 有 4 二 8 ,那么 
TAT¥T’BT, YE (13.0 
{2) 如 果 有 4> 如, < 上 ,那么 
TAT>TBT, YTeC”™™, rankT =m. (13.2) 
证 车 4 一 B 半 正定 , 则 
y'(4-B)y>0, vyeC”. 
因此 对 任何 T eC™”， 
x (AT-T*BT k=(7x) (4 Byoozo， VxreC”, 
这 表明 7"AT -7T'BT 是 半 正 定 的 , 即 成 立 (13.1).(1) 得 证 
(2) 的 证 明 留 作 练 习 . 口 
10.13.3 定理 设 A4eC”"" 是 正定 矩阵 ,B <( 是 六 正定 知 阵 ， 
则 
(1) A 的 充分 必要 条 件 是 p84 )<i 
(2) 4> 8B 的 充分 必要 条 件 是 p(B84-')<1 
证 依 10.6.10 和 10.6.8, 存 在 非 奇异 矩阵 C eC ,使 得 
A=CIC’, B=CDC’, Dsdiag(d,,..…,a,). 
由 此 ,并 注意 到 C 的 非 奇 异性 ,推出 4 尖 B 当 且 仅 当 
C(I -DC' >0. 
显然 ,这 后 一 条 性 又 等 价 于 
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鉴于 
BA = CPC’{C’) C7 =CDC-， 
上 84“ 的 特征 值 正好 是 dd ,…,d,; 而 0 4,<1,i= 1…,n 等 价 于 
p(B8471)<1.(1) 得 证 . 
(2) 的 证 明 留 作 练习 ， 口 
10.13.4 推论 设 4,B8 eC”™ 是 正定 矩阵 , 则 
(1) A4>B 的 充分 必要 条 件 是 8” 产 4”. 
(2) 如 果 4 产 BB, 那么 det A 之 det B,H trA > trB. 
(G) 如 果 4 关 召 ,4 和 8B 的 特征 值 分 别 按 相 间 { 递 增 或 递减 ) 顺 
序 排列 ,那么 
L(A)>A(B), k=l,..n. 
证 依 10.13.3,4 产 BB 当 且 仅 当 p(B47)<1. 然 而 
p(B84"')= p(4°: (84)4)= p(478). 
仍 依 10.13.3, p(47°8)}< 1 当 且 和 色 当 B 闫 4 . 
若 4>B, 则 p(B4"')<1, 且 依 10.6.8,B4-! 的 所 有 特征 值 是 
正 的 , 故 它们 必 在 区 间 (0,1| 内 .于 是 ， 
det(BAT)<s1. | 
由 旧 推 出 det 4 之 detB . 另 一 -方面 ,从 10.13.3 证 明 中 得 知 
A=CC’, B=CDC, | 


其 中 
C=[cjlsC 
而 
D=diag(di,…,d,), 0O<d, 1, i=1..…,n, 
因此 


B=mCDC" =tDC'C = aie,| 


jj=l 
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一 


< Vel =acc' =ed. 
| 
结论 (3X 蕴 涵 (2) 中 的 行列 式 不 等 式 和 和 迹 不 等 式 ) 直 接 从 3.5.5 推 
| 口 
10.13.5 定理 ” 设 自 伴 和 矩阵 己 分 块 成 


p_[4 3 
-| 外 (13.3) 
其 中 44 和 居 是 方 阵 , 则 已 正定 的 充分 必要 条 件 是 4 正定 且 
C>B'A"'B8. 
而 皇 , 这 后 一 条 件 等 价 于 
ofB'4-BC-j<1. (13.4) 
证 先 证 必要 性 .PE 定 , 则 4 和 CC 是 正定 的 ,而 且 


pl (4-BCBT A'BB'A"B-C) 
(B41B-C)'BA* (Cc-8'4"8) 
(13.5) 
也 是 正定 的 .于 是 
(4-B8C8°), A-BC"B", 
(C-B'4'B8), C-B'A'B, 
都 是 正定 的 .从 而 有 
A>0, C>0, A~BC B,C»~BA'B. 
再 依 10.13.3 的 (2), 即 得 (13.4). 
再 证 充分 件 . 设 4 正定 而 且 C > B*A7B. 令 
下 = 一 和， 
则 有 


7 of4 BI xX| [4 0 J3.6 
XxX* Illgp cio To Cc BA Bl 9 


四 为 右 端 息 阵 是 正定 的 ,而 且 "相合 于 和 矩阵 尸 , 依 1.13.2 的 (2), 推 出 
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和 拖 阵 己 是 正定 的 . 口 
10.13.6 定 理 设 4eC”™” 和 GC eC”” 是 正定 矩阵 , B eC™”, 则 下 
列 条 件 等 价 : 


(1) (4x)'cy)> By ,VxXeC", yeC”. 
Q) x Axr+y'Cy> 站 ,wz eC”,yeC”. 
G) p(B'ABCT)<1. 


» [4 可， 
侈 | 六 关 晶 ， 


证 (一 (2): 利 用 算术 -几何 平均 不 等 式 及 (1) 有 
sar+ DCy)> (4z 产 Co > lx’Byl. 
(2 全 人) 可 以 写成 
x Ax+y'Cy = (Lo (4 x)+ (2 让 (Cy)> 2jx'By| ， 

由 此 ,用 x 替换 4Wx,y 替换 CC 局 y ,有 

XxX+ yy a (42z) B(C™” y) | = 2 4 WBC wy . 
在 此 不 等 式 中 , 令 

= A DC)， 

得 

y'C™ BABC™y t+yy2> CB A BC . 

(13.7) 
因为 C ”至 "4BC 于 是 半 正 定 的 ,(13. 刀 等 价 于 


py 2yC BA BC y, vyeC”, (13.9) 


如 果 选 取 y 是 CB*4-1BC- 记 的 特征 向 量 ,那么 不 等 式 (13.8) 是 
说 对 应 的 特征 值 ( 必 为 非 负 ) 以 1 为 界 ， 
于 是 有 
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1> plCPB A BC™) 
=p(CP (CBA BC ) CY) 
= p(B8°471BC7). 
G3) 营 0): 利用 GB) 对 任何 xeC” 和 yeC”, 有 
(Aac | sp ac 
=(xx)(yC WBA4" BC ™y)<(x'x)(y'y), 
其 中 ,= [ezj .在 以 上 不 等 式 中 ,用 x 替换 4-x, 用 y 蔡 换 
Cy ,得 


x’By| < (x"Ax) (y°Cy) ， 
(G3) :BT 10.13.5. 口 
10.13.7 定理 ， 设 PeC” 是 正定 佐 阵 ,0 CC 和 …,n} 是 指标 集 , 则 
Pilz(Pla)), (13.9) 
其 中 左 端 是 P 的 主子 算 阵 , 石 端 是 忆 的 主子 扯 阵 之 逆 . 
证 f 中 的 正定 第 阵 集 合 在 置换 相合 变换 下 是 封闭 的 .不 护 
假设 
p=I4 2 Pla)= 4 
“|B cl MA 
因此 ,{P(a) "= A477, 并 由 (13.5) 得 知 
P'(a)=(4-BC78°). 
由 于 C>0, 有 BC- 0, 再 注意 到 4- BC 8 >0, 得 
A> A BC"B" >0. 
由 此 ,从 10.13.4 的 (1) 推 出 Q3.9). 口 
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10.13.8 定理 设 4,B eC”™ 是 正定 矩阵 , 则 
~ 0) A loB'>(A4oB). 
02) AloAd"> (Ado4). 
G) A'o A>I>(4!o4). 


这 里 。 是 Hadamard 乘法 记号 . 
证 依 7.2.3 和 了 .1.6, 并 将 10.13.7 应 用 于 PsA4 信 8B, 有 


A1oB8'=(4"@B')(a)=(488) (a) 
=[(4®B8)(a)] =(4°8). 
这 里 指标 集 & 的 取 法 见 7.2,.3.( 了 9 得 证 . 
(2 和 (3) 分 别 是 (1) 取 召 = A 和 B= 4 的 特殊 情形 .注意 ,在 (3) 
中 ,4 ed 关 7 得 自 7.2.15; 然 后 由 其 及 16.13,4 的 {1), 即 得 


I>(4"'°o4)'. 口 
10.13.9 Fischer 不 等 式 ” 设 
zd 
P=| . 
B CC 
是 正定 矩阵 ,4 和 是 方 阵 , 则 
det P<(det A)(detC). (13.10) 
证 利用 (13.6), 得 
4 0 
det P= det 0 CB A 


=(det A)(det(C—B°4'B8))< (det A)(det ©). 
最 后 的 不 等 号 利用 了 10.13.5 和 16.13.4 的 (2), 因 
CC-B A'BO, 
故 必 有 detC> dei(C-B"478B) 口 
19.13.10 Szasz 不 等 式 设 4=[ay]eC”" 是 正定 矩阵 ,如 (4) 表 示 
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4 的 所 有 x 上 主子 式 一 共有 ( ") 个 一 之 积 ,注意 
忆 ( 人 =a am P,(4)= det4， 
则 
已 (4 < 已 (4 ， 无 = 天 -1.013.11) 
证 ”因为 4 的 对 角 元 素 正 好 是 4 的 f 二 -1)x 人 mm-]) 主 子 式 


与 det4 之 比 , 依 3.10.3， 
1 — det A-! 之 P,(4) 
det 4 {det AY 
因此 


P(AY™ =(aet4 <P (4d)， 
此 不 等 式 两 边 开 hh 一 1 次 方 ,得 (13.11) 的 万 = #1 一 1 的 情形 .其 余 的 情 
形 可 以 妇 钠 地 导出 .例如 ,大 = mn 一 2 的 情形 ,将 每 个 (x ~1)x(n 一 1) 
主子 矩阵 视 为 诛 始 和 矩阵 ,应 用 上 述 不 等 式 , 并 注意 到 4 的 每 个 
人 一 2jx 人 (一 引 主 子 矩阵 是 4 的 两 个 (ma-JJx 人 (一 蕊 主子 矩阵 的 
主子 矩阵 ,得 
P (A) <P,,(4), 
然后 对 此 不 等 式 两 边 开 (n 一 1)(n 一 2) 次 方 ， 口 
10.13.11 引 理 设 4eC”"* 是 半 正 定 和 矩阵 ,定义 
det 4 A 当 4 是 ， 
a(4)=| et Afdet 41,， 当 ,是 正定 的 
0, 但 则 ， 
其 中 44, 是 44 删 去 第 1 行 和 第 1 列 后 的 (xn~1)x(n ~1) 主 子 和 矩阵 , 设 
El se 民 ”是 (1,1)- 元 素 为 1 其余 元 素 为 0 的 矩阵 , 则 矩阵 
A-tE, 
对 所 有 + < ez| A) 是 半 正 定 的 ,对 任何 1 > a(A) 是 非 半 正定 的 ;特别 ， 
4 一 A(A4)E,, 是 半 正 定 的 . 
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证 注意 到 4-iE 与 4 所 有 不 包含 第 1 行 和 第 1 列 的 对 应 的 
主子 式 是 相等 的 ,而 且 
det(A4—iE,,)= det A—tdet A,,, 


并 应 用 3.10.6, 即 可 推出 当 4 正定 时 引 理 成 立 ， 向 此 得 通过 模 限 处 理 . 
得 知 当 4 半 正 定时 结论 也 成 立 . 


10.13.12 Oppenheim 不 等 式 ” 设 4,B=[5,]eCQ” 是 半 正 定 算 
草 


(det 4 并 Ta < det(4°B), (13.12) 
这 里 468 是 4 和 电 的 Hadamard 积 . 
证 ”对 nr 进行 归纳 法 . 当 n =1 时 结论 显然 成 立 . 
现在 假设 n>2, 而 昌 结 论 对 阶 不 超过 nn 一 1 的 所 有 算 阵 成 立 ， 
则 有 有 
(det 4 Ie sg det(4 ° Bi), 


=2 
其 中 所 用 记号 与 10.13.11 中 的 相同 . 注意 ， 
4°58, =(4°B), 
且 术 10.13.11, 4 一 a(A)E ,是 半 正 定 的 ;从 而 , 依 7.2.9， 
(4 -adjBE 如 
是 半 正 定 的 .因此 
0<detl(4—-a(4A)E,,)°8] 
= det(4° B)-a(A),, det(4, ° B,,). 


推出 
det(A° B)> a(A)b,, det(4,, ° B,,) 


> a(A4),, (det 4 1b, = (det A I5,. 口 
i=2 i=L 


10.13.13 Ostrowski-Taussky 定理 设 4EC” 使 得 
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4+ 人 


H(A)= 
是 正定 抢 阵 , 则 
det H(A)< ldet 4， (13.13) 
等 号 成 立 当 且 仅 污 有 4 为 自 伴 算 阵 . 
证 令 
4 一 站 
SlA)= . 
(0= 乞 


于 是 ,4 = 五 (4d)+Sd) ,不等式 (13.13) 等 价 于 
ler(L+ H(A)" SC 有 > 
然而 吾 C 六 8S(d 相 似 于 斜 肯 伴生 阵 
万 (4J2S(4) 百 (4 人 (13.14] 
依 3.4.%, 算 阵 (13.14) 从 而 吾 (4)'S(A) 只 有 纯 虚 数 特 年 值 .因此 
T+ 如 (4)”"S(4) 的 特征 值 形 如 1+izt ,满足 
+ 这 1,， vt eR. 
现 设 这 ,….,if 是 玉 (A)'S(4) 的 特征 值 , 则 


leer +H(AY s(4)) = [+ i z1. 


而 且 , 等 号 成 立 当 且 仅 当 =… =t, = 0, 等 价 于 S(4)=0( 因 为 余 
自 伴 矩 阵 是 可 对 角 和 化 的 )， 口 


10,.13.14 Minkowski 不 等 式 设 沁 下 EC 是 正定 矩阵 , 则 
aet(4 + 如 让 ”> (det A}'" + (det B}”. (13.15) 
证 设想 对 (13.15) 同 时 左 乘 与 右 续 以 (det 4 放 , 立 即 看 出， 
不 失 一 般 性 ,可 假设 4= 了 , 故 只 须 证 明 
[det? + BH'” >1+(det B)”. (13.16) 
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再 进一步 ,如 果 0 < 入 笠 … 芝 凡是 召 的 特征 值 ,那么 不 等 式 {13.16) 
等 价 于 


TIG+ 罗 )>( 人 + … 仿 ) ， 

i 
而 此 不 等 式 可 以 利用 算术 -几何 平均 不 等 式 ,通过 走 接 逐 项 比较 其 两 
边 的 展开 式 而 加 以 证 明 . 口 


10.14 ”外 阵 的 值 域 和 数值 半径 


40.14.1 定义 ” 设 映 射 FF(o):C” 一 从 为 
F(A) 兰 人 "4z :ECT, XX= 下 vAec”™™”, (14.1) 

天 (人称 为 矩阵 4 的 值 域 (field of values) 或 数值 范围 (numerical 
range). 
10.14.2 定理 ” 知 阵 的 值 域 有 以 下 基本 性 质 : 

(1) F(I)= 1);F(al)= (a) ,Ya eC. 

(2) 紧 性 . 设 4 EC” , 则 正 (A 是 C 的 紧 集 . 

(3) 配件 . 设 A4eC”, 则 下 (4) 是 CC 的 凸 子 集 . 

(4) 平移 .F(4+al)= F(A}+o ,vAeC™ ,oeC. 

(5) 数 习 .F(04)=aF(4),vAdeC™,aeC. 

(6) 投影 . 设 4 ef , 则 

F(H(A))=ReF(A), VA EC ， 

这 里 H(A4) =-(4 + ) 是 4 的 自 伴 部 分 


(7) 正定 指标 函数 . 设 4eC”, 则 
F(A)ciz eC:Rez> 人 0 
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的 充分 必要 条 件 是 村 + 4" 为 正定 盾 阵 . 
(8) 半 正 定 指标 函数 . 设 A eC , 册 
F(A)}c{zeC:Rez>0} 
的 充分 必要 条 忻 是 4+ 4" 为 半 正 定 从 阵 . 
(9) 谱 包 含 关系 . 设 4eCQ”, 则 
AA)c FA). 
(10) 次 加 性 . F(A4++ Bc F(A}+ FPF(B),vABeC”™. 
(11) 西 相似 不 变性 .对 任何 西 短 阵 U eC”"， 
FU’AU)= F(A), YAeC™. 
(12) 正规 性 . 没 4 < 人 ”是 正规 矩阵 , 则 
F(A}= Col4(4)). 
这 里 Co(4(4)) 表 示 4 的 特征 值 集合 14(4) 的 凸 包 . 
(13) 直 和 和 .成立 
F(ABB)= Co(F(A)u F(B)), 
VA en ,BeC™. 
(14) 子 和 矩阵 包含 关系 , 设 A EC” ,xc 和 对 是 指标 集 , 则 
有 
F(Ala)c F(A). 
证 (1) 留 作 练习 . 
(2) 集 天 (4 力 是 域 
攻 ec”: xx = 二 (14.2) 
上 连续 函数 Fx" AX 的 值 域 . 域 (14.2) 是 Euclid 单位 球 的 球面 ， 是 
紧 集 . 因 紧 集 在 连续 映射 下 的 象 是 紧 集 , 故 (4) 是 紧 集 . 
(3) 证 明 从 上 略 .可 作 练 习 . 
(4) 根据 (14.1)， 
F(A+tol)= fe’ (4+aljr:x'x=1) 
“Ax+ox x: x X=1t= Ar+o: x x= 1} 
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=fe"Axr:x x=1l}ta= F(A)+a. 
(5) 根据 (14.1)， 
F(aA)= ke' (oA)x :xx=1}= {or Ax: x'x =1) 
= Qfr' Ax: x'x=1)= aF(A). 
(6) 由 于 


xdjz= zj + 人) = 了 人 Ar +x'A'x) 


= 3 (+ (人 4) 上 了 (x+ 到 人) 
= Rex ”dr， {14.3) 
因 雍 ,下 (H(4))) 中 的 每 一 点 是 某 一 z e F(A4) 的 实 部 Rez, 反 之 亦 


(7 F(A4)c zeC:Rez > 人 0 等 价 于 
Rex Ax>0, vxeC”. 
而 这 一 条 件 , 从 (14.3) 知 ,等 价 于 A+ 4 正定 . 
(8) 证 明 与 (7) 相 仿 , 留 作 练 习 . 
(9) 设 和 ec4(d), 并 到 对 应 的 特征 向 量 xeC"” 为 单位 向 
量 , Ax = Ax, 则 
A=Ar'x=x (Nx)= x Are F(A). 
(10) 根据 (14.1), 
F(A+B)=tr"(4+ Br:x'x=1) 
= fe Ax+ x Bx:x'x= 了 
a te’Ax :XX= 1}+ 名 By :yy= 1} 
= F(A4}+ F{B). 
(11) 对 于 xXeC",x"x=1, 有 
x'(U'AUk=y" Ay e F(A). 
其 中 
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y=Ux, yy=xXU'Ur=xx=1. 

因此 
FU AU)c F(A). 
应 用 这 一 包含 关系 ,又 得 
PFCd=Foojacc) 
=F((v ) (40) (0 )= F(U’AU). 
12) 4 正规, 依 2.4.4, 存 在 酉 矩阵 已 eC” ,使 得 

A=UAU, A=diag(4,…,,). 

利用 (11), 
F{A)=F(A) 


= x = Sh, ' 才 :站 = Em ) , 北 于 一 yx = | ， 
i=} i=1 
表明 FF(4A) 是 4 的 特征 值 的 凸 组 合 全 体 , 亦 即 正 (4J = Col4(4)). 
(13) 注意 4 四书 EC , 设 YEC” 是 任 -单位 向 
量 ,将 其 划分 为 
-| 中 XELC", yeQ™, 
了》 
于 是 
v' (AB Blv=x'Ax+y'By. 
加 果 y"y 二 1 ,那么 x =0， 
v (4B Bhy=y'ByerF(B), 
故 F(A4 多 二 F(B). 同 样 ,从 x*x=1 又 得 F(4 甸 8) 二 (A). 殉 
而 
F(A4BB)o F(A) UF(B). 
由 此 ,鉴于 (4 田 B) 是 同 的 ,推出 
FABB)o CoF(A} LF(B). 
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另 一 方面 , 当 x YX=0O 即 = 工时 ， 
v (48 Bh=y'ByerF(B)c Co(F(A}u F(B). 
而 且 当 yy = 人 0 即 x'x=1 时 ，, 
vi(AB Bh=x dxe F(A) cc Co(F(A}u F(B)). 
现在 假设 Vv=x'x+y'y=1 有 日 x 关 0Q,y 关 0, 则 有 


Ax B 
(| 
x pp) 
其 最 后 的 表示 式 是 


Ap(4) 和 YeF(B) 

Xx” py 

的 西 组 合 , 必 属 于 Co(F(4} FF(B) .因此 ,成 立 反 包含 关系 
F{A®BB)C CoF(A) uF(B)). 

09) 设 @ = 人 六 ,1 < 所 … 皇族 对 ,并 设 

X=(n A) eC, xx=1. 

在 x 中 将 堆 元 素 插 入 适当 的 位 置 司 之 成 为 

计 】 ei", 


v'(ABBhv=x'Art+y'By= = 


读 二 ( 诗 ， 
其 中 
x =X, =,k; k=0, Wea. 
于 是 ,显然 有 
x "Ala = 六 辣 = 
这 表明 成 立 F(A(a)c F(4). 
10.14.3 定义 ” 设 映 身 7(-):C” -> 民 为 
r(A)= max 人 z|: Z eF(A}, 
rd) 称 为 矩阵 4 的 萄 值 半径 (numerical radius). 
10.14.4 定理 设 4, 有 EC ,成立 下 列 性 质 : 
(1) r(。) 具 有 正定 性 * 
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r( >04zx0; r(0)=0. 


齐 次 性 
r(cA)=|clr(A), c eC. 
次 加 性 
r(A+B)<r(A)+r(B). 
但 不 满足 次 乘 性 . 
(2) 4r(oj 具 有 次 乘 性 , 即 
4r(48)<[4r(A)4r(B), 


4 是 共有 如 此 性 质 的 最 小 正常 数 .因此 ,4r(.) 是 矩阵 范 数 ， 
(3) 27(o 对 Hadamard 积 具 有 次 乘 性 , 即 
2r(4oB)<Pr(d)Er( |， 
2 是 具有 如 此 性 质 的 最 小 正常 数 ,因此 ,2z{.) 是 拭 阵 Hadamard 次 靳 
性 范 数 . 若 4 或 召 是 正规 的 , 则 
r(4oB)<r(A)(B). 
(4) 窜 不 等 式 


r(4” )< ra m=12,. 
G) p(A) < (4). 
(6) r(4)= r(4° ). 


® 531A, sr <A, 


Me 


(8) r(4)< r(4), 其 中 有 4 是 4 的 任 一 主子 矩阵 
(9) r(A®BB)=max{r(A)r(B) ,vAeC™™” ,BeC™™. 


1 
(10) "(4)sr(/4)=57(4+|4 ). 
(1D 车 4 >0,8(4)=3(4+ 人 4) 出 


"(4)=r(H(A)= p(H(A)). 
而 且 
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r(A)= max {x Ar: x— (nh ) > 0,x'x= 1 | 
(12) 上 中 <2r(4AYF' ,m= 12,..… 


定理 证 明 从 赂 .可 作 练 习 ， 
10.14.5 定义 ”4 eC” 称 为 笃 向 矩阵 (radial matrix), 六 果 
P(A)=)4),- 
10.14.6 定理 设 4EcC7, 则 下 列 各 条 件 等 价 : 
(1) 4 是 径 向 矩阵 , 即 成 立 (4 和 = 外 4 . 
(2) 4 的 数值 半径 xr(4)= 晶 ,. 
G) 14 =(14). 
(4) 对 于 不 小 于 4 的 最 小 多项式 次 数 的 菜 个 整数 霹 ,成 立 
4 ={4). 
Es 
G5) |4 | 一 (4,) ,二 1 
(6) 有 4 本 相似 于 


14l,(U $B), 
其 中 UeC™" 是 西 算 阵 ,1 < m4;BeC™”"M""m p(B8)<1 且 
lal, <1. 
定理 证 明 从 上 略 . 


10.14.7 定理 设 4eL” , 则 

(1) 如 果 有 4 是 正规 矩阵 ,那么 4 是 径 癌 所 阵 . 

(2) 如 果 4 是 径 向 矩阵 ,那么 汽 n = 二 2 时 4 是正 规矩 降 , 而 当 
及 之 3 时 4 不 一 定 是 正规 矩阵. 

(3) 如 果 4 是 笃 向 第 阵 ,那么 4* 是 径 向 矩阵 ,下 = 1.2,…, 但 是 ， 
存在 这 样 的 算 阵 , 它 的 某 下 整数 次 窜 是 径 向 矩阵 ,而 其 本 才 不 是 答 向 
短 阵 , 
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定理 证 明 从 略 ， 

10.14.8 定义 ”4 EC 称 为 谱 矩 阵 (spectral matrix), 如 果 
old)=r(4)， 

10.14.9 定理 设 4eC”. 

(1) 志 44 是 径 同 矩阵 , 则 4 是 谱 矩 阵 ， 

(2) 若 4 是 说 矩阵 ,4 是 4 的 特征 值 ， 
正规 特征 值 . 

(3) 若 4 是 正规 矩阵 , 则 4 是 谱 矩 阵 .反之 , 若 44 是 谱 托 阵 , 则 仅 
当天 =2 时 4 是 正规 矩阵 . 

定理 证 明 从 路 


|= (4), 则 4 是 4 的 


10.15 ”区 间 姥 阵 


10.15.1 定义 ”nxn 拓 阵 4= [ay] 称 为 区 间 第 阵 (interval matrix), 如 
果 其 每 个 元 素 是 -个 闭 区 间 上 的 参 变量 ， 
Ci Say < bs, Cy, Py ERR， i,7=1,,n. 
或 者 说 ,每 个 元 素 是 一 个 财 区 间 , 并 记 作 
ay = [oy BP] ER, bi=b,n. 
区间 答 阵 在 应 用 中 的 重要 性 在 不 断 增长 . 
10.15.2 定义 设 a= [a,a;],5= [5,,b,|] 己 恨 是 任意 的 闭 区 间 . 
a 与 称 为 相等 , 记 作 a = 力 , 如 果 
a =P, a, =b,. 
a 加 b 之 和 是 指 
a+b=[a +5,,a, +b,|. 
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关上 5 之 差 是 指 
a-b=[a, —b,,a, -b]. 
2 霓 问 之 积 是 指 
a*b=[minc,maxc], c={ab,,ab,,a,b,a,b,)}. 
10.15.3 定义 设 4=[a;] 和 B=[ 办 ,] 是 任意 的 nxn 区 间 和 矩阵 . 依 


10.15.2, 按 通常 矩阵 的 相等 、 加 法 与 滋 法 ,定义 4 与 召 的 相等 、 和 、 
差 、 积 为 
A=Boa, =Db,1<i jn, 


A+B=[a,l+[b,]=1a, +b,), 


AB = kay- | 守 e "bo 
页 一 1 
例 考虑 区 间 和 矩阵 
-| [3 |, Bp -ee | sD 
{22] [3,6] [0,4] [=2,4] 
依 10.15.3 和 10.15.2， 


| | 
A+8= ， 


(15.2) 
加 -| [2,5] | 
[-62] [ 广 L8] 
由 于 
dn *A = [1,3] * - 2—1| 
=| min{-2,—1,-6,-3},max{—2,—1,-6,—3}| 
= 6-1], 
Qi *b, = 广 1.0]* [0,4] 
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= [min{0,—4,0,0}, max{0,—4,0,0}] 
= 广 4.0]. 


(4B)， = 0 * hi + a *b, 
=[-6—1]+[- 40]=[-10,1]. 
类 似 地 可 算出 4B 的 其 它 元 素 ,最 后 得 


[FF10- [135] 
| -4281 人 -18,30]| 


10.15.4 定义” 设 a= [a,,a, | 己 民 是 任意 的 闭 区 间 , 称 
全 


d(a)= dC—a 


(15.3) 


lal= max {|a,l, 


为 a 的 绝对 值 . 称 


为 的 宽度 . 
显然 ,la| >20,d(a)>0. 


10.15.5 定 义 ” 设 a= [a,,a,],b=[5,,b,]c 民 是 任意 的 两 个 闭 区 间 ， 
称 
g(a,b)= max{|a, -be -bl 

为 qa 和 5 的 胁 离 . 

当 a = @ 时 ,区 间 a = [ce ,a] 称 为 点 区 闻 . 

对 于 两 个 点 区 间 , 依 距离 定义 ,归结 为 两 个 实数 的 距离 , 即 

adle， ‘A hs.,5D)= Ia 一 忆 | - 
利用 10.15.4 和 10.15.5, 可 以 构造 如 下 三 种 非 负 算 阵 . 
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10.1S.6 定 义 设 4=[aq,] 和 B= 人 fb,] 是 任意 mn xn 区间 矩阵 , 称 
|4=[1a 1 
为 4 的 绝对 值 矩 阵 , 称 
d(A)=[d(a,) 
为 4 的 宽度 短 阵 (width matrix). 称 
a(4.8)=[a(a;y.b;) 

为 4 和 8B 的 曙 高 短 阵 (distance matrix). 
10.15.7 定理 ” 设 4,B,C 是 任意 的 nxn 区 间 秆 阵 , 则 成 并 如 下 芝 
本 性 质 : 

(CD |4+Bls|4l+|al. 

2 |43|<|4lal. 

G) d(A4+B)<d(A)}+a(8). 

(4) |Ala(B)< a{A4B)< a(A)Bl+|Ala(B). 

(5) gq(A,B)< aq(A,CY+ g(B,C). 

(6)} q(AB, AC)< |Ala(B,C). 

证 明 留 作 练 习 . 
例 对 于 (15.1) 中 区 闻 和 矩阵 ,有 


和 


从 (15.3)， 
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故 就 此 例 来 说 ， 
4+ 引 <| 相 + 回 ，j4 下 =|4 


另外 ， 
oo 
从 (15.2), 
本 -| |=d(4- 
再 从 (15.3)， 


现在 ,10.15.7 的 (4) 中 的 其 它 两 个 表示 式 是 
7 18 

Ala(B}= 
Ai-| 2 | 


26 
和 


ad(4)8|+|Ala(8) -| © 出 | 7 出 = 


20 24 26 44 
易 见 满足 10.15.7 的 (4). 


关于 区 间 和 矩阵 的 进 - - 步 内 窜 可 参看 [AH1983]. 
10.16 ”若干 特性 矩阵 


10.161 定义 设 4=[a,]eCQ”"* ,而且 


15 28 
46 68 


| 
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a a Pi pb 
[4 五 | = . oo ‘(016.1) 
Gi Gr ba by 
其 中 
B=Ilb,leC™. 
mx (n+ 站 矩阵 


C=|4 引 

称 为 4 的 增 广 皂 阵 (augmented matrix). 

在 讨论 线性 方程 (组 ) 的 解 对 常用 增 广 矩阵 一 词 . 

一 般 地 说 , 设 4=Iay]jeC” 和 B=[b,]sC”™' 是 已 知 箱 隆 ， 
则 甜 阵 线性 方程 

AX =B (16.2) 

是 否 存 在 解 一 -满足 (169 的 半 =[x;] eC” ,假若 存在 又 有 多 少 
解 等 ,自然 完全 取决 于 4 的 增 广 矩 阵 C = [A 下 的 性 质 . 

矩阵 线性 方程 (16.2) 等 价 于 


LO = Bb0), =, (16.3) 
其 中 
Xj b; 
x =| :| b=| :|， 下 一 | 
Ky Db, 
于 是 ,只 须 讨 论 具 有 ?个 未 知 数 六 个 方程 的 线性 方程 组 
Ax=b, (16.4) 
其 中 
太一 (人 
此 时 , 增 广 算 阵 


c=[4 | (16.5) 
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是 严 x 人 fa 二 T) 年 阵 . 
10.16.2 定理 设 4eC ,beC",C=[4 5 是 4 的 增 广 和 矩阵 ， 


则 | 
rankd4 < rank€. 
而 且 对 于 线性 方程 组 (16. 和 ,成 立 


位 ) 存在 唯一 解 的 充分 必要 条 件 是 
rankA =rankC =n. 
(2) 存在 无 穷 多 个 解 的 充分 必要 条 人 忻 是 
rankA =rankC <n. 
GB) 无 解 的 充分 必要 条 件 是 
rankA < TankKC ， 
定理 证 明 从 略 . 这 是 线性 代数 中 的 基础 结论 .可 参看 [M1963]. 
其 证 明 述 可 在 许多 线性 代数 教科 书 中 找到 . 
10.16.3 定义 ”A eC 称 为 正 交 随机 矩阵 (orthostochastic matrix)， 
如 果 存 在 西 抢 阵 上 eC” ,使 得 
A=UoU, (16.6) 
这 里 UoU 是 UV 和 UV 的 Hadamard 积 , 
10.16.4 定理 ”每 个 正 交 随机 和 窍 阵 是 双 随 机 矩阵 .反之 则 不 然 . 
证 ”注意 到 酉 拖 阵 的 各 行 和 各 列 都 是 单位 向 芋 , 即 可 从 止 交 随 
机 和 矩阵 推出 其 必 为 双 随 机 惩 阵 ， 
考虑 矩阵 


{16.7) 


DO Im 
NDI- © LI- 


im 一 © 
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有 4 显然 是 双 随 机 矩阵， 
但 是 , 4 不 是 正 交 随 机 短 阵 ( 留 作 练习 ). 口 
10.16.5 定理 设 A4eCQ” 是 正 交 随机 算 阵 , 则 
| 起 =1, 
而 且 引 是 从 向 矩阵 .反之 则 不 然 ， 
证 依 10.16.4, 4 是 双 随 机 矩阵 , 冉 层 4.5.3, 有 
pl4)=1，|| 4 =1. 
另 -方面 , 设 


: 
I 

祈 
S| 


U 是 西 短 阵 . 依 7.2.16, 又 有 
EI A A A 


因此 
上, = pl4)=1, 
过 是 千 向 窍 阵 . 
反 过 来 的 结论 是 不 成 立 的 . 
(16.7) 的 算 阵 4 是 径 向 第 阵 ,而 且 | 惠 ,= 1, 但 不 是 正 交 随机 矩 
隆 口 


10.16.6 定义 ”A Eco 称 为 相关 和 气 阵 (comrelation matrix), 如 果 4 是 
半 正 定 的 ,而 且 其 所 有 对 凶 元 素 等 天 工 . 
10.16.7 定理 设 4=[ay]eC” 是 正定 矩阵 ,并 设 


三 


1 
P= | 
Yam 


| 
11 


则 有 
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PAP =[a, fasas | 
是 正定 的 ,而 且 是 相关 先 阵 ,并 满足 


Us 


Vandp 
证 因为 4 正定 ,对 于 任何 XeC”,x 关 0, 显 然 有 
(PAPx,x)= (4(Px), (Px))>0, 
所 以 PA4P 是 正定 的 .而 且 , PAP 的 对 角 元 素 全 为 1, 故 PAP 是 相关 
矩阵 . 
依 3.40.6, 正 定 扼 阵 的 仔 一 主子 式 大 于 零 .因此 ,考虑 PA4P 的 2 
阶 主子 式 ,注意 到 an = Gy ,得 


<]1, i jj, ij=1,..,n. 


证. 
1 下 
a ] asa; : 
Yads 
izj, ij =n. 口 


10.16.8 推论 设 4=[ojefC ”是 相关 矩阵 , 则 


(layl<1, izj, 7=1 


而 昌 , 当 4 正定 时 成 立 严 格 不 等 号 . 口 
10.16.9 定义 ”A E 根 ” 称 为 单调 窍 阵 (monotone matrix), 如 果 
xeR", Ax20—=>x2>0. (16.8) 
由 定义 直接 推出 :如 困 4 是 单调 个 阵 , 则 
xyEeR"”, A Ay x2y. (16.9) 
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10.16.10 定理 ”A eR 为 单调 矩阵 的 充分 必要 条 件 是 4 非 奇 异 ， 
而 A™ >0. 
证 如 果 4 >0, 那 么 从 
Ax=y20 
凤 可 推出 
x=A "'y2>0. 
现在 ,假设 4 单调 .此 时 ,帮工 满足 
Ax =0, (16.10) 
则 同时 有 A4(~x)=0. 从 4 单调 ,有 
AxX=0 x0 


和 
A(-x)=0—=» -x2>0, 

即 有 >x =0. 这 志明 齐 次 方程 组 (16.10) 共 有 有 零 解 ,等 价 于 4 是 非 奇 异 
矩阵 . 
因此 ,对 十 j= 1,…,n ,方程 组 

Ax = e, 
必 有 唯一 解 , 记 其 为 x 中 ;这 里 @, 是 标准 单位 向 量 , 即 单位 矩阵/ 的 
第 了 询 ， 

然后 , 仍 由 4 单调 ,对 十 j=1,…,n ,得 知 
x > 0, 


从 而 
de = x 20. 


这 就 是 说 ,矩阵 47 的 第 了 列 是 非 负 的 . 


于 是 ,A >0. 口 
10.16.11 定理 设 4E 了 ”的 非 对 角 元 素 是 非 正 的 , 则 4 为 单调 矩 
阵 的 充分 必要 条 件 是 4 为 M- 和 矩阵 . 
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这 一 定理 是 4.6.5 中 的 (1) < (2) 的 又 -一 表述 ， 


例 考虑 产 x 于 矩阵 _ 
】 
0 
A=| 1 “. 
0 1 
和 ey 
2 -1 ( 
一 1 “. “- 
B= 和 
@ *. 2 -1 
-1 1 
由 于 
A=0, B=0O0, 
其 中 
1 
一 1 …. 0 
C= . ， ， 
U jl 
容易 算出 | 
1 0 
C- = : 
1 1 
因此 ,有 
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] 

2 0 

3 - 

严 一 1 本 
| 引 严 一 上 3 2 1 
和 

1 1 1 1 1 1 
1 2 2 2 2 
1 2 3 3 3 

Bp"*=C"(C) =|. | . ， 

1 2 3 :… 天 一 nl 
1 2 3 :.: nl n 


所 以 ,4 和 殖 都 是 单调 矩阵 ,而 且 召 是 M- 短 阵 ， 
10.16.12 定理 ” 设 4E 归 六 十 单调 扼 阵 ,而 且 其 非 对 角 元 素 是 非 正 
的 .又 设 y,z ER 满足 
Ay=b, Az < bh, 
则 有 
了 之 XX 之 2Z， 
其 中 x 是 方程 组 Ax = 上 b 的 唯一 解 . 
证 明 留 作 练 习 . 
10.16.13 定 义 设 4esC?" ,是 谱 范 数 | 4 <1, 则 称 4 为 压缩 矩 
阵 fcontraction matrix); 特 别 , 当 |， 之 1 时 , 则 称 4 为 严格 压缩 和 矩 
阵 ， 
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10.16.14 定理 设 4,8 eC” 是 压缩 矩阵 , 则 4 她 是 压缩 矩阵 ， 
证 由 4 到; < 上 ,i 即 得 结论 . 口 
一 般 ,任何 有 限 个 压缩 矩阵 之 积 是 压缩 矩阵 ， 
10.16.15 定义 设 4eC”". 如 果 x eC" 使 得 Ax =Xx, 则 称 向 量 x 
是 4 的 不 动 点 . 
定义 表明 , 恕 果 4 有 不 动 点 x 关 0 ,那么 4 有 特征 值 和 =1, 而 且 
区 就是 对 应 的 特征 向 量 . 
10.16.16 定理 设 A4eC” 是 压缩 矩阵 , 则 4 的 每 个 不 动 点 也 是 
4" 的 不 动 点 . 
证 注意 到 


A 


1. =|4. <1， 
A" 也 是 压缩 矩阵 . 

现在 设 x 是 4 的 不 动 点 .因为 4xr =Y， 
4 一下 + 他 

侍 2 】 
=| 44 一直 < -| = 0， 

所 以 AxX=X. 口 

当 4 不 是 于 缩 失 阵 时 ,以 上 定理 的 结论 -- 般 不 成 立 .例如 


是 虱 


容易 验证 4 不 是 压缩 矩阵 ( 留 作 练 习 ). 显 然 ,满足 4r =x,X 是 4 的 


不 动 点 .但 是 
,fi0 1 oFil fi 
A = ， =| |， 
1 ob odo-l 


Ps 
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大 不 是 A 的 不 动 点 . 
10.16.17 定理 4 <C”" 为 压 纺 知 阵 的 充分 必要 条 件 是 4 为 他" 
中 本 矩阵 的 有 限 凸 组 合 . 

证 必要 性 , 依 5.4.10 的 (2), 4 可 表示 为 

A=K t+i kK,, (16.11) 
其 中 
K,=UEV', E,={e,,00,.,0), i=Y,.,n, 
局 =0 0m, i= Nl; Ho,. 

这 里 U,V Ee 从” 是 本 答 阵 ,g) 之 … 之 0o, 之 0 是 4 的 奇异 值 . 

因为 和 是 压缩 矩阵 ,所 以 


A++ = 0 = p44) =), <1. 


注意 到 
E, = +) 
EB 三 个 ee 
于 十 
1 » i 
站 | = 一 LT +-UEV, i= nh, 
2 2 
其 中 UV 是 丁 和 矩阵, 而且 由 于 


GEICOEr)=rEU'UvEr =1, 
因此 每 个 UEV* 也 是 西 和 矩阵 ,这样 ,(16.11) 的 右 端 就 是 西 矩 阵 的 有 
限 由 组 合 . 


充分 性 . 设 4 的 酉 矩阵 的 有 限 凸 组 合 形 如 (16.11), 旭 因 系 数 
tH 0, 
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4 < pg tt pl = + pi =1, 


从 而 4 是 压缩 短 阵 . 口 
10.16.18 定理 设 L eC”™, EC EC ”和 拭 阵 
LL 并 
， EC mn) (16.12) 
XxX MM 


为 半 正 定 的 充分 必要 条 件 是 二 和 M 为 半 正 定 的 ,而 且 存 在 压缩 矩 
阵 C eC”" 使 得 
Y=L°CMY. 
证 先 假设 和 2M 是 正定 的 . 依 10.13.5, 块 矩阵 (16.12) 六 正定 
的 充分 必要 条 件 是 
1> po Jp 


= of XM ) 1 XM ) 


=(o (Ph 2 站 (16.13) 
令 
C=L "XM, 

套 大 = PCM (16.13) 表 明 CC 是 压缩 矩阵 . 

对 于 一 般 上 和 MM 是 半 正 定 的 情形 ,通过 极限 论证 方法 即 可 推 
出 - 口 

对 于 给 定 的 半 eCQ™", 存 在 和 和 洒 的 一 些 有 用 的 选取 ,使 得 
形 如 (16.12) 的 坎 算 阵 是 半 正 定 的 .例如 ; 

(D 若 


Y="Z, EC， Z eC™, 


网 | A zhly a 


xX” ZZ ZY ZZ 


则 
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显然 是 半 正 定 的 . 
(2) 10.16.18 理 洒 
SX x 
a 
是 半 正 定 的 ,因为 (er { 瑟 ) 六 三 必 是 压缩 矩阵 . 
10.16.19 定义 设 4eC”™ ,P,P,…,P, eC” 是 全 部 以 个 按 确 
定 顺 序 排列 的 置换 矩阵 . 
定义 矩阵 
Ht{. Je@”™”, 
工 ( 4) 的 (i, 门 -元素 是 PTAP 的 主 对 角 元 素 之 积 . 休 (4) 称 为 4 
的 Sonules 虐 阵 ， 
注意 ,六 (，) 的 每 个 主 对 角 元 素 是 4 的 主 对 角 元 素 之 积 . 
16.16.20 定理 设 4eCQ”, 了 7(， ) 是 4 的 Soules 矩阵 , 则 
{1) 如 果 4 是 自作 矩阵 ,那么 好 ( 4) 也 是 自 伴 矩 阵 ， 
(2) 如 果 44 是 正定 矩阵 ,那么 李 (4A) 也 是 正定 矩阵 , 
(3) det 4 是 7(4) 的 特征 值 . 
(4) perd = 2.4,1…4, ,是 本 (4) 的 特征 值 ,这 里 求 和 是 对 
加 


],…,n 的 所 有 置换 p 而 言 的 ， 
pl(l,i,n) = (PP 


“per ”是 permanent 的 缩写 . 
定理 证 明 从 格 . 
10.16.21 定义 ”A =[a,]e 民 ” 称 为 M- 知 阵 , 如 果 满足 


(1) a >0, i=],%,n~l;a, >0; 


"TA0* 


(2 Gy 全 日 ,了 天 b,j= ln; 
(3) n>i, =1,…,R 一 1; 其 中 


ni)= max{j:1< <n,a, 0}, 


是 为 4 的 第 2 行 元 素 中 最 后 一 个 非 零 元 素 所 在 的 列 . 
M -矩阵 有 其 不 完全 LU 分 解 计算 的 结论 可 参看 [X1995]. 


10.17 荣 些 应 用 算 阵 


10.17.1 定义 ”A=[a,je 民 ” 称 为 本 质 非 负 和 矩阵 (essentially 
nonnegative matrix), 如 果 其 所 有 和 非 对 角 元 素 是 非 负 的 , 即 
Gy 0, ij, j=,n. 
10.17.2 定理 设 4eR 民 ”是 本 质 非 负 和 矩阵 , 则 
(1) 存在 4 e 民 , 放 >0 ,使 得 入 + A4>0. 
(2) 4 有 一 个 实 的 特征 值 r(4), 满 足 
r(A)> Re4, wh eA(4), 
r(4) 称 为 4 的 优势 特征 值 (dominant eigenvalue). 
G) r(4) 不 一 定 是 4 的 模 最 大 的 特征 值 ,但 当 4>0 时 ,有 
r(4)= p(4). 
证 明 留 作 练 习 . 提 示 : 利 用 和 矩阵 契 + 4 的 特征 值 是 
A+1, vAh eA(l4) 
10.17.3 定理 设 4eR 民 ”是 本 质 非 负 矩阵 , 则 和 矩阵 
A+D, YD=diag(x,,…,x, )eR™” 
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是 本 质 非 负 的 .而 目 ,优势 特征 值 7(4+ 吕 ) 是 x=(%,…,%,》 的 语 
函数 . 

定理 证 明 从 路. 可 作 练 习 . 
10.17.4 定义 ”4A =[a;] eR 称 为 本 质 正和 矩 阵 (essentially positive 
matrix), 如 时 


i J], i,j=1,,n, 


和 而且 有 4 是 不 可 约 的 . 

本 质 正和 沧 阵 出 现在 经 济 学 研究 的 问题 中 ,也 称 为 输入 -输出 矩阵 
finput-output matrix) 和 Leontie 企 矩阵 . 

从 定义 直接 推出 : 4 为 本 质 正 矩阵 的 充分 必要 条 件 是 存在 实数 
,Ql + 4A 是非 负 的 、 不 可 约 的 ,而 且 是 素 和 阵 . 
10.17.5 定理 ”A4=[ay]e 工 ”为 本 质 正 矩阵 的 充分 必要 条 件 是 


e >0, vt>0. (17.1) 

证 假设 成 立 
etd+T 4 +> vt>0, (172) 
则 有 4 必 是 不 可 约 的 .不 然 的 话 , 4 及 其 所 有 守 是 可 约 的 ,蕴涵 e” 
有 若干 零 元 素 , 也 盾 , 再 者 ,如 果 存 在 某 aj <0,i 基 /那么 从 (17.2) 
看 出 ,对 于 充分 小 的 t> 0,(e”) <0, 矛 盾 .因此 ,4 是 本 质 正 抵 

阵 . 

现在 假设 4 是 本 质 正 矩阵 .那么 ,对 于 充分 大 的 实数 
父 >0,o+4 是 非 负 的 、 不 可 约 的 ,而 且 是 素 和 矩阵 ,因为 呆 + 才 


的 紧 都 是 非 负 的 ,而 且 依 4.3.9, 其 所 有 充分 高 次 里 全 是 正 的 ,所 
以 
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et > 0 . 


于 是 ,容易 验证 
ei =e "etn 0 vi>0. 口 

10.17.6 定理 ” 设 4 是 本 质 正和 矩阵 , 则 二 有 一 实 特征 值 z( .满足 

(1) 7( 对 应 的 特征 向 量 可 取 作 正 的 . 

Q) ReA <r(A), vie A(A). 

(3) r(4) 随 4 的 任 一 元 素 递 增 而 递增 . 

(4) r({4) 是 单 特征 值 . 

证 由 于 4 是 本 质 正 的 ,存在 实数 ,B= ol + A 是 非 负 的 ,不 


可 绝 的 ,而 且 是 素 矩 阵 . 依 4.2.4, 存 在 向 量 x > 0 ,使 得 
Bx = p(B)x, 


Ax = (p(B)-a) =r(A, 
结论 (2) 和 (4) 类 似 地 可 以 从 4.2.4 推出 .G) 的 证 明 从 略 . “ 口 


因此 


10.17.7 定 义 ” 设 4 是 本 质 正 矩阵 ,r{ .全 是 10.17.6 中 所 还 的 4 的 实 
特征 值 .按照 r( 才 为 正 的 、 宕 和 负 的 ,分 别称 矩 笑 4 是 超 临界 的 
(supercritical)、 临 界 的 (criticaD} 和 亚 临 界 的 (subcritcal). 
这 些 术 语 出 自 于 核反应 堆 理 论 的 有 基数 学 模型 的 研究 . 
可 以 证 明 : 当 4 是 本 质 正 拢 阵 时 ,成 立 


| ~Ke™d) 1-y%, (17.3) 


其 中 下 是 正常 数 .(17.3) 表 明 对 于 大 的 1,r(4) 支 配 着 上 e 全 的 浙 近 性 
10.17.8 定理 ”4 为 本 质 非 负 邱 阵 的 充分 必要 条 件 是 
e 20, Vi20. 
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证 明 可 利用 10.17.5, 留 作 练习 . 
10.17.9 定义 ”五 ,ER 称 为 Hadamard 矩阵 ,如 果 它 的 所 有 元 素 
为 +1 或 -1 ,而且 满足 

HH =HNH,=n,.. (17.4) 

容易 看 出 ,用 -1 乘 刀 ,的 任 一 行 或 任 一 列 的 元 素 ,所 得 之 积 是 
又 一 个 Hadamard 矩阵 .如 此 ,从 每 个 Hadamard 矩阵 如 ,出 发 ,可 以 产 
生 第 1 行 和 第 1 列 所 有 元 素 全 为 +1 的 Hadamard 矩阵 ,并 称 之 为 是 
规范 化 的 . 

从 (17.4) 直 接 推出 :Vza 万 ,是正 交 和 矩阵 . 
10.17.10 定理 仪 当 n=1, 或 2 ,或 4 的 信 数 时 存在 Hadamard 和 矩 降 
HH,. 

证 设 H,=[hleR™ ,hh =+1l 或 -1,Vi,j=l…,n. 

当天 = 工时 , 五, 显然 是 Hadamard 矩阵 . 


当天 =2 时 ， 
: 1 -1 ( 5) 


是 Hadamard 矩阵 ,而 且 还 是 规范 化 的 .事实 上 ， 


2 00 
LA 


现 设 4>3. 如 果 玉 ,是 Hadamard 兴 阵 ,那么 国 行 与 行 之 间 的 正 
交 性 及 元 素 全 为 +1 或 1, 如 必须 满足 : 

(1) 第 2 行 正好 有 一 半 即 /2 个 元 素 与 第 1 行 的 对 应 元 素 
反 


避 


» 


(2) 第 3 行 正好 有 nn/2 个 元 素 与 第 1 行 的 对 应 元 素 反 号 ,又 正好 
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有 Rn/2 个 元 素 与 第 2 行 的 对 应 元 素 反 号 . 
80) 推出 /2 应 为 整数 , 即 及 为 偶数 ;再 由 (2) 推 出 (ni2)/2 应 为 
整数 , 即 关 为 4 的 倍数 .这 样 ,当天 > 3 时 存在 Hadamard 矩阵 的 必 蓝 
条 件 是 严 为 4 的 倍数 ， 
反 过 来 还 须 证 明天 为 4 的 倍数 时 必 存 在 Hadamard 和 矩阵. 证明 从 
略 . 口 
这 里 指出 ,利用 (17.5) 的 妨 , 及 Kronecker 积 可 以 构造 一 族 规范 
化 对 称 Hadamard 和 矩阵: 


PE 


H=H,®@H Hm Ho 
” 。 2 五 二 了 H mi ， 
天 一 24， 天 =23，， (17.6) 
例 ”规范 化 对 称 Hadamard 矩阵 五 ,: 
H, HH, 
H, =H,®H, = 
H, —H, 
1 1 1 1 
1 -1 1 -1 7 
1 1 -1 -1| 077 
1 -1 -1 1 


将 区 间 (0,1) 分 作 4 等 分 ,然后 视 五 ,中 每 一 行为 区 间 {0.1) 上 的 
一 个 逐 段 线性 函数 ,并 依 此 沁 之 为 


Po , Pi, P,P,. 
例如 ,HH, 中 第 2 行 对 应 的 函数 的 表达 式 是 


» 745 。 


二 革 革 
—— Tm vy 
Lo) 
-mV 
Vv YY+ 
局 
P= 辣 
一 了 了 一 了 
、_ -~ 
| 
ee 
eh 
Nr 
个 


函数 Pu ,Po ,9,,93 的 图 象 如 下 : 


(2) 


一 


Py 


容易 看 出 ，g0,),9;,9; 这 四 个 从 形 脉 冲 函 数 是 正 交 的 , 即 满 
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1 0O， 工 基 也 
‘(fat = ， 
RAGAGLL 上 i (17.8) 


它 匀 是 在 信息 论 和 信号 处 理 中 有 许多 应 用 的 Walsh 函数 的 例子 . 
10.17.11 定义 设 A4eC”",BeC”" ,而且 80) ,BO 是 至 的 行 . 
用 4 久 妇 表示 依 此 以 
ABBbY,... ABb") 
为 行 而 组 成 的 minx mn 算 阵 , 块 形式 如 下 : 
A@BbU 
A®@B= : |， 


A@b" 


其 中 人 @ 是 通常 Kronecker 积 的 记 导 ,4 加 如 称 为 矩阵 4 和 B 的 
Paley 积 . 
10.17.12 定 理 设 A4 和 B 是 Hadamard 和 矩阵 , 则 Paley 积 4 岛 户 也 是 
Hadamard 矩阵 . 

证 明 留 必 练 习 . 

关于 Hadamard 短 阵 的 更 深入 的 内 容 ,可 参看 [A1975]( 包 括 应 用 


于 组 合 学 ),[HS1979XK 包 括 应 用 于 光谱 学 和 图 象 处 理 ). 
10.17.13 定义” 设 和 ，… 克 ,是 某 概率 空间 上 具有 期 望 算 子 玖 的 实 


或 复 随 机 变量 ,它们 有 有 限 第 二 矩 ,并 用 /4 = E(X, ) 表 示 各 自 的 平 
均值 . 自 伴 矩阵 


cov(X)=| BE 人 一 此 5 (17.9) 
称 为 随机 (变量 ) 向 量 革 = (多 ，…, 卫 ,) 的 协 方差 答 阵 (covariance 


matrix). 


.747， 


注意 ,079 中 E(X, -一 如 间 甜 阵 cov(X) 的 (5 让)- 
元 素 . 
10.17.14 定理 设 5=[sy]eC” ,下 =( 私交 ,) 是 随机 向 量 ， 
则 
cov (SX)= Scov(X)S", (17.10) 


证 也 是 随机 问 量 ,其 分 量 是 元 的 分 量 的 线性 组 合 .注意 到 
期 望 算 子 五 是 线性 的 ,SxY 的 分 量 的 平均 值 是 


E((SX),)= a sx, -Ds Bt) bsp 


从 而 SX 的 协 方 差 第 阵 是 


(CG) ay) 
- bE so (X, -1, )b sn (KF — 可] 
-| yw (zx, -4 NE a 


ng=1 
=Scov(X)S. 口 
10.17.15 定理 设 半 =(XX…, 尼 ,)】 和 Y=(7,…, 了 ,】 是 实 或 复 
四 阶 向 量 随机 变量 ,而 且 具 有 零 平 均值, 邵 有 
E(X)=(E(X).…,E(X,)) =0 
和 
E(Y)={E(Y).…,E(Y,)) =0, 
这 里 如 是 期 望 算 子 , 则 
(1) 二 的 扫 方 差 矩 阵 
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eol2) [a(x 
而 且 是 半 正 定 的 . 
(2) 世 果 三 和 了 是 独立 的 ,那么 作为 在 和 了 的 Hadamard 积 - - 
阶 向 量 随 机 变量 Z = 王 e。 了 具有 和 零 平 均值 ,而 且 Z 的 协 方 差 俯 阵 等 
于 于 的 协 方 差 拓 阵 和 了 的 协 方差 算 阵 的 Hadamard 积 , 即 
cov{(2)}=cov(X)ocov{(Y), 
证 《D 根据 (17.9), 
cov(¥)=[ E(x.-4)(F -ss) 
=Elx -E(x Mx -E(x)] 
由 此 , 因 E( 针 )=0, 得 
cov(X)=E(XX°)=|E(X.T). 
而 且 , 鉴 于 期 望 算 子 上 共有 线性 、 齐 次 性 和 非 负 性 ,对 任何 
6={6,,6,) eC”, 
有 


Ecov{X)E = > E(X.X, EE, = > E(EXE,Y,) 
= a ExsT = | > ET >0 


故 covt{ } 是 半 正 定 的 . 
(2) 由 E(X)=0,E(Y)=0, 及 X 和 了 是 独立 的 ， 直接 推出 
E(DJ= ECOroJ=(ECCEJ E(x) 


=(E(X)E(Y).,E Cea)y -0 
于 是 ,根据 (1)， 


cov(Z) = 有 (2ZZ )=| E(XYT YE)=| E(x LY) 
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=[E(XX)E(YE)|=cor(X)ocov(Y). 口 


10.17.16 定义 ”4 =[a;] EC” 称 为 衡平 矩阵 (equitable matrix), 如 
果 满 足 


人 二 {17.11) 
此 类 和 矩阵 在 经 济 学 及 群 论 中 有 着 应 用 . 
10.17.17 定理 设 4=[a,]eC” 是 衡平 矩阵 , 则 
(1) 4 形 如 
1 
Gl 
A=|a, [ | 
- Hy ds | 
好 1 
1 .1 1 1 
Hy dl 人 
A 1 之 人 2 
sl 1 17 
_ . .12 
a C31 1 本 2 ) 
| tl 
a | dl 1 
Hl Ua 
(2) A* =nd 
(3) 成 立 
RAR=(n,0,.…,0), (17.13) 
其 中 


rr 


1 


OT 


dy 2 0 0 
Qs dy A : 
R= . 。 
好 41 0 Ta “: ， 
: 0 
Ql 0 0 -a Qn 


证 根据 (17.11)， 
Cir = Ci, Kk=1,,n, i=1,"",N, 
得 
a =1, 1=1,…,H, 
Xl1=qa, = an0,,i = 1…,n ,得 


1 
;=——, 了 二] 
Ci 
因此 
ax = tid = 一 ， i=1,,n. 
dr 
从 而 (17.12) 成 立 . 
利用 (17.12)， 
1 1 
下 -| 二 过 a 二 
: 21 Hl : 人 21 Wl 
A Hl 
1 1 
三 1 1 [2 1 
=| 2 es 二 2 [二 ,一 
Ca Hl 好 21 dnl 
Ul tl 


(17.14) 
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nl nl 
= nd. 
人 22) 得 证 .现在 证 明 (3). 由 于 
1 
RAR=R" 人 i ， 
， A 1 
,1 
1 1 
[Ce 一 (0.…) ， 
21 Hl 
男 一 上 方面 , 令 
为 1 
2 | RR- tal 
EE nl 
等 价 于 方程 组 
为 = 1 
+ = 1 
ee = 1, 
二 Xs +X, 一 1, 
如 一 1 十 世 二 上 
= 152.* 


TH DT 


其 解 为 
(2 ,3 ) = (1,0, ， ,0) ， 
于 是 


R 4R=(1L0…0) (1,0,.…%,0)=diag(n,0,…,0). OO 
例 nxn 和 矩阵 


1 1 
1 1 1 ... 1 
E=|. (1-…,)= 
1 1 1 :… 1 
是 衡平 矩阵 . 
证 明 留 作 练习 . 


10.17.18 定义 ”在 量子 力学 中 出 现 的 矩阵 


0 1 0 -i 1 0 
S$) 三 , 心 ， 三 . ， S$, = ， 
1 0 i 0 0 -1 


称 为 Pauli 旋 量 和 矩阵 (Pauli spin matrix). 
10.17.19 定理 设 S ,5S,,S, 是 10.17.18 定义 的 旋 量 矩阵 , 则 
(1) Ya ,aa E 妥 ,成 立 
(ciS +aS +aS=a27 
和 
sin 


ha 
ets ~ (cosha)l + (45, +a,S, +a5,), 
a 


其 中 a=(@? +al+aiy. 
(2) 如 果 A4= 榴 ,,B=1,,C=1(5S, 一 S, 一 5 ). 那 么 成 立 


tr(es™° j= 2coshi 
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A BB CY 本 6 
tr{e ee )=2 7+O(t jj 
证 明 留 作 练习 . 
10.17.20 定义 ”对 于 不 是 纯 虚 数 或 等 的 x eC 定义 正 负 号 函数 (sign 
function) 为 


+l, Rex>0, 
SENX 三 (17.15) 
-ll, Rex<0. 


这 是 接 和 矩阵 的 说 法 来 定义 的 一 种 纯 量 的 正信 号 函数 . 
10.17.21 定义 设 4eC” 没有 纯 虚 数 或 零 的 特征 值 .并 设 J 是 4 


的 Jordan 标准 形 ， 
A= PIP, (17.16) 
其 中 PeCQ” ”是 非 奇 异 矩 阵 ， 
定义 矩阵 正 负 号 机 数 (matnx sign function) 为 
sgn A= Plsgn JT)P", (17.17) 
其 中 
sgn 7 = diag(sgn 4,……,sgn 4,), 
A eA(A), i=1,-.,n. (17.18) 
钢 和 矩阵 
4 | | 
2 2 
的 特征 值 为 
4 =-14 =4， 


。7S4 。 


对 应 的 特征 向 量 可 取 为 


1 
0 -| 0 -| } 
一 之 1 


从 而 4 的 Jordan 标准 形 为 了 = diag( 一 1,4)， 
A= Pdiag(—1,4)P”', 


其 中 
| | _ 中 引 
P= 3 P 三 一 
-2 1 5|2 3 
根据 (17.18), | 
sgn. = diag(—1,1). 
然后 根据 (17.17)， 


-1 0 1|-1l 6 
senA= P= . 
0 1 5| 4 1 


10.17.22 定理 设 4ef” ,和 矩阵 正 负 号 函数 有 下 列 基 本 性 质 ; 

(1) 若 4 的 所 有 特征 值 全 具有 正 实 部 或 全 具有 负 实 部 , 则 分 别 
地 sgn 4=1 或 sgn 4 = 一 [. 

(2) 若 有 4 的 Jordan 标准 形 是 对 角 矩 阵 , 而 旦 所 有 特征 值 是 士 1， 
则 sgnA4=A. 

(3) (sgn A) =I. 

证 明 留 作 练习 ， 

从 定义 10.17.21 出 发 计算 sgn 4 是 不 现实 的 ,因为 要 求知 道 
4 的 特征 值 的 实 部 以 及 变换 算 阵 PP .一 个 比较 好 的 计算 方案 是 以 
非 线性 方程 求 根 的 Newton-Raphson 方法 为 基础 的 ,可 参看 
[B1990]. 
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10.17.23 定义 ” 设 矩 降 4 E [ay ] ER ,矩阵 召 = [六 ]E 限 ”关于 
寻 称 为 正 负 号 相似 的 (sign similan), 如 果 
{ sgnb, =sgnay， 当 ay *0, 
pb; =0, 当 a; =0. 


在 一 些 经 济 模型 中 出 现 的 矩阵 常常 仪 知道 元 素 (不 包括 零 ) 的 
正 负 号 . 
10.17.24 定义 ” 设 窍 阵 4ER .如 果 存 在 稳定 矩阵 五 ER 一 正 
负 号 相似 于 4, 则 称 4 为 潜在 稳定 矩阵 (potentialty stable 
matrix). 
10.17.25 定义 ” 设 矩 阵 4 eR .如 果 正 贷 号 相似 于 有 4 的 每 个 算 阵 
BeR”" 都 是 稳定 矩阵 , 则 称 4 为 正 负 号 稳定 矩阵 (sign stable 
natrix). 

显然 ,对 于 正 负 号 稳定 矩阵 4 ,不 论 怎样 改变 其 元 素 的 值 ,只 要 
保持 其 正 、 负 和 零 元 素 的 分 布 不 变 ,都 必定 是 稳定 矩阵 (自然 包括 4 
本 甘 ). 

关于 正 负 号 相似 、 洪 在 稳定 矩阵 和 正 负 号 稳定 矩阵 的 内 容 订 参 
看 [B1984]. 
10.17.26 定 义 设 40]=[ei( 人 是 rsfo,o] 的 连续 的 mx 函数 算 


阵 . 
微分 方程 一 般 理 论 保 证 如 下 一 阶 齐 次 线性 微分 方程 组 初 值 间 
题 
d 
| dx()=AOX), se(04] 0 
xX(0)=1. 
有 唯一 解 一 一 n xn 函数 和 矩阵 一 一 (1). 


函数 矩阵 
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Gis)= X(t) (x(s)) (17.20) 

称 为 初 值 问 题 (17.19) 的 Green 矩阵 . 
10.17.27 定理 ” 设 半 (1) 是 (17.19) 的 解 ,有 G(t,s) 是 相应 的 Green 乱 
阵 , 则 

{1) 成 立 

det X() =exp(f A(s)as } wet) 

(2) 对 于 所 有 te [0,f,), 久 (站 是非 奇异 的 . 

(3) G 作 用 = 了 了. 

(4) 成 立 


4G(rs)=4(0Gles) 
(5) 如 果 y( 站 是 已 知 的 [0,t,) 上 的 n 维 函数 向 量 ,那么 维 函 
数 向 量 
x{1)= X(N)x(0}+f Glns)y(s)ds 
是 一 阶 非 齐 次 线性 问题 
人 0 
x(1)|,, =x(0) 
的 解 . 
(6 如 果 4 EC ”是 常数 和 矩阵 ,那么 


G(r,s)= ed 
面 且 一 阶 非 齐 次 线性 问题 


x(D)., =x(0) 
的 解 是 
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x(f}=e’x(0)+ e“ [ey(s)s. 
证 明 留 作 练 习 ， 


10.18 ” 自 反 和 托 阵 


10.18.1 定义 ”有 ReC”™" 称 为 广义 反射 短 阵 (generalized reflection 
matrix), 如 果 它 满足 如 下 两 个 条 件 : 

(1) R=R': 

(2) R*: = 了 
换 名 话说 ,广义 反射 给 阵 就 是 自 伴 的 对 合 矩 阵 , 
10.18.2 定义 设 PeC”"” 是 广义 反射 矩阵 . 

xz EC” 分别 地 称 为 关于 PP 的 自 反 向 量 (reflexive vectom 和 反 自 
反 疝 量 (antireflexive vecton), 如 果 分 别 地 有 


x=Px 和 x=—Px. 


于 e 人 CC” 分别 地 称 为 关于 PP 的 自 反 答 阵 (reflexive matrix) 
matrig 御 反 自 反 矩 阵 (fantireflexive matrix), 如 果 分 别 地 有 


A=PAP 和 A=—PAP. 


ScC" 分 别 地 称 为 关于 也 的 自 反 子 空间 (reflexive 
subspace) 和 反 自 反 子 空间 (antireflexiye subspace), 如 果 分 别 地 
有 


X=Pr,vxes 和 x=—Px,vxes. 
并 引进 记号 
C"(P)={x:x= Px,xeC"} (18.1) 
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C"(P)={[x:x=—Px,x eC’}. (18.2) 


可 


S CC™ 分别 地 称 为 关于 了 的 自 反 子 空间 和 反 自 反 子 室 间 ,如 
果 分 别 地 有 


A=PAP,VAeS 和 A=-PAP,YAeS. 
并 引进 记号 

Co"(P)={14:4= PAP,AeC™") (18.3) 
和 

C™(P)={4:4=-PAP,AeC™. (18.4) 


10.18.3 定义 ” 设 己 EC 生 EC 是 广义 反射 年 阵 . 
4 EC " 称 为 关于 矩阵 对 (已 驯 ) 的 广义 自 反 矩阵 (generalized 


reflexive matrix), 如 时 
A= PAO. 
AeC”"™ 称 为 关于 矩阵 对 {(P, 台 ) 的 广义 反 骨 反 矩 阵 (genera- 
lized antireflexive matrix), 如 果 
A=-PAO. 
ScC”™" 称 为 关于 矩阵 对 {P, 〇 ) 的 广 闵 自 反 子 空间 (genera- 
lized reflexive subspace), 如 果 
A=PA0, vAes. 
5S CC” 称 为 关于 矩阵 对 (P,Q) 的 广义 反 自 反 子 空间 (gene- 
ralized antireflexive subspace), 如 果 
A=-P4A0, vAeS. 
引进 记号 
coo(POIE 4:4=PdG4ecq (18.5) 
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CC (PO)=| A: 4=-PAQ, AeC™]. (18.6) 
特别 ， 
Cr"(P) = (P,P) 
和 
CP)=C™"(P,P). 
eC” 分 别 地 称 为 具有 广义 SAS {generalized SAS) 性 质 和 
广义 反 -SAS (generalized anti-SAS) 性 贰 ,如 果 4 分 别 地 是 广义 自 反 
所 阵 和 广义 反 自 反 和 矩阵 ,其 中 SAS 代表 对 称 和 反对 称 ， 
依 如 此 定义 ,显然 , 目 反 ( 反 上 自 反 ) 短 阵 或 向 量 必 定 是 广义 自 反 ( 广 
义 反 自 反 ) 算 阵 . 但 是 , 反 过 来 说 一般 是 不 成 立 的 . 
值得 指出 的 是 ,中 心 对 称 ( 斜 中 心 对 称 ) 矩 降 是 广义 自 肥 ( 广 闷 反 
自 反 ) 给 阵 的 特殊 情形 ,而 且 通 过 广义 自 反 (广义 反 自 反 ) 概 念 可 以 将 
中 心 对 称 ( 斜 中 心 对 称 ) 定 义 从 方 阵 推广 至 长 方 阵 . 


例 设 
x By 0 01 1 090 0 
4=|A v vrv|, P= 1 0|, 0O=|0 0 1|, 
x 7 £ 10 0 0 1 0 


容易 验证 4 = P40Q .因此 实 或 复 矩 阵 4 是 关于 (P, 避 ) 的 广义 自 肥 
矩阵 . 
10.18.4 定义 ”条 阵 钱 eC” 称 为 左 (或 右 ) 正 交 于 矩阵 了 eC™"， 
如 果 
XX"V=0( 或 YY" =0). 
子 空间 SCC” 称 为 左 ( 或 右 ) 正 交 于 子 空间 S, CC”"， 
如 果 
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XT=0( 或 YX" =0), YEES 了 ES 
10.18.5 定理 设 PeC”" 和 QeC”” 是 广义 反射 矩 阵 ,而 且 
BeC, 
(1) 者 4,BeC” "(PO), 则 
ad* + BB' ec (0,P), 
ad + PB’ sc (0,P), 
A'BeC"™"(O), AB* eC™”(P). 
(2) 者 4.B8eC”(P,O), 则 
4' + PB' eC™™(0,P), 
oA' + PB' eC™” (0,P), 
A'BeC™(0), AB' eC™™(P). 
(3) 若 4 eC (P,Q) 和 BeC”™(P,O), 则 
oA4'A+ PB'B eC””"(0), 
244 + BBB' eC™™”(P), 
A'BeC™ (0), 4B' eC™™(P). 
这 里 4+ 和 再 + 是 Moore-Penrose 道 . 
证 依 Moore-Penrose 逆 的 定义 7.6.2, 并 利用 4 = PADO ,得 
PAOA* PAQ = PAQ. 
由 此 并 注意 到 已 和 名 非 奇异 ,有 
4d=4， 了 = 吕 4+ 户 . 
这 表明 了 满足 7.6.2 中 Moore-Penrose 四 个 条 忻 的 第 一 个 条 忻 . 利 
用 PP 和 避 是 西 自 伴 矩阵 ,容易 证 明了 也 满足 其 余 三 个 Moore- 
Penrose 条 性 .因此 ,了 是 4 的 广义 道 .因为 Moore-Penrose 道 是 唯 
一 的 ,所 以 
A* =Y=Q4:PeC””(0,P), 
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同样 地 ， 

有 =y=0B8'Pec”"{(0,P). 
于 是 cd+ + BB' eC””(O,P).(1) 的 余下 部 分 的 证 明 没 有 新 和 的 轩 
难 , 因 而 只 上 略 ， 

2} 和 (3) 的 证 明 相 仿 , 留 作 练 习 ， 口 
10.18.6 定理 设 PeC”” 和 eC”” 是 广义 反射 矩阵 , 则 任 一 算 
阵 4 eC”” 可 以 分 解 成 商 个 部 分 U 入， 

U+F=4, 
使 得 
UeC”"(PO), VeC™(P,0). 
证 取 


= 3(4 + PAQ), V = 3(4 PAO), 87D 
显然 UU + = 4 .然后 ,利用 对 合 性 质 P? = 了 和 ”= 了 ,得 
PUQ =IP(4+P4A0)Q= 3(PAQ+ A)=U 
和 
PVO= 3P(4- PAQ)Q ==(P4Q- 4)= -7 口 

10.18.7 定理 C” (P,QOQ) 和 CC” (P,Q) 分 别 是 域 CEC"" 关于 
(P,Q) 的 广义 自 反 子 空间 和 广义 反 自 反 子 空间 . 

而 且 ,C”"(P,7,) 左 正 交 于 C”(P,1,),C”"(1,, 人 Q) 右 正 交 
TFC”™"(7,,0). 

证 一 方面 ,从 10.18.6 得 知 C” (P,Q) 是 C"”" 的 非 空子 集 . 

另 一 方面 ,对 于 任意 的 了 ,了 eC”"(P,Q) 和 任意 的 a,P eC, 
因为 
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Plax¥ + PY)IO=aPXO+ BPYO= aX + BY, 
表明 
oxX + PY eC (P,Q), 
所 以 C”"(P,O) 是 域 C 上 CC” 的 子 空间 ,而 且 根 据 (18.5), 还 是 关于 
(P,O) 广 义 自 反 的 . | 

类 似 地 可 证 C”*{P,O) 是 域 C 上 C”" 关 于 (P, 侣 ) 的 广义 反 自 
反 子 空间 . 

其 次 ,对 于 任意 的 站 EC (PP ) 和 了 ECor(P 了 ) 有 

XY=(X°P’)(-PY)=-XY, 
推出 下 "了 = 0 ,从 而 
7 三 = (7 了 =0. 
因此 ,C”"(P, 了 和 C”"(P,7, ) 相 互 左 正 交 . 

闻 样 ,C”*(7,,Q) 和 C”"(7, ,人 Q) 相 豆 右 正 交 . 口 
10.18.8 推论 C*(P) 和 C*(P) 分 别 是 域 C 上 C”" 关 于 卫 的 广义 自 
反 子 空间 和 广义 反 自 反 子 空间 .而 且 ,C”(P) 和 C“(P) 相互 左 正 交 . 

Cm (P) 和 C”"(P) 分 别 是 域 CE 上 C”™ 关于 了 的 广义 自 反 子 空 
间 和 广义 反 自 反 子 字 间 . 

证 结论 是 显然 的 ,因为 自 反 子 室 间 和 反 自 反 子 空间 必然 分 别 
是 广义 自 反 子 空间 和 广义 反 自 反 子 空间 . 口 

注意 ,虽然 C”(P) 和 C*“(P} 相 互 左 正 交 ,但 是 一 般 它们 并 不 相 
互 右 正 交 . 

10.18.9 定理 ” 设 给 定 一 个 线性 最 小 二 乘 问题 
minj4zx 本 a 3 
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其 中 


AeC™”, xeC”’, peC”, n<m. 


而 且 4 有 满 列 秩 , 即 rankd = ;并 设 庆 是 问题 的 唯一 和 解 ,其 剩余 为 


F=b- AX, 
则 
(1 如 果 4 eC”(P,9), 那 么 当 b eC”(P) 时 ， 
teC"(0), FeC"(P). 
当 b eC”(P)H, 
teC"(O), FeC"(P). 
(2) 如 果 和 eC” (P,O), 那 么 当 b eC”(P) 时 ， 
FeCl(0), FeC”(P). 
当 b eC"{(P)}H, 
reC(0), FeC”(Pp), 
证 如 果 4 eC”(P,O), 那 么 
A4= PAQ. 
且 依 定义 ,已 和 名 是 广义 反射 矩阵 ,从 而 有 
P=P'=P",0=0’=07. 
因 rankd =n,- 故 4 的 广 疼 道 41 可 以 表示 为 
4 =-(4°4)' 4° ={Q4°PPAOY OP 
=(04°40) 04°P = QO(4°4) QQ04°P 
= OQ4*P. 
由 此 ,在 5= Pb 的 条 件 下 , 依 7.6.10, 有 
t= A'b=04'Pb=04b= Ox 
和 
F=b— AX= Pb- PAOQOX = Pl(p— A3¥)= PF. 
类 似 地 ,在 b = 一 Pb 的 条 御 下 ,有 
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t= A'b=O4’Pb= -O04'b= -Ox 
利 
F=b— At=-Pb— PAO(- Ox)=-P(b— AF)= -PF. 
至 此 ,{1) 得 证 . 
(2) 的 证 明 是 类 似 的 , 留 作 练 可 ， 口 
注意 ,上 述 定 理 中 结论 (1) 和 (2) 之 道 一 般 是 不 成 立 的 .例如 ， 


beC”, peC"{P)Hb EC"(P). 
将 10.18.6 应 用 十 向 量 ,可 把 5 分解 成 两 个 非 零 同 量 b 和 轨 ,使 得 
b=b +b,, 
其 中 eC”(Pl 和 b, eC”(P). 令 
T= Ab, z=A'b,, 
则 有 
t= A'b= A'(b +h,)=X, ++, 
其 中 庆 eC(0),X, eC"(0). 
现在 ,如 果 选 取 b, 属于 A 的 零 空间 , 邦 么 
=4'b, =(4°4) 4'b, =0, 
十 是 
X= eC"{0). 
同样 ,如 果 选 叹 b 属于 4 的 零 空间 ,那么 
X=X, ec"(O). 
还 应 注意 ,着 矩阵 4 水 是 满 秩 的 , 则 非 极 小 范 数 解 的 最 小 二 乘 
解 (不 叭 -…) 可 能 没有 上 述 定理 所 说 的 性 质 .构造 这 样 的 例子 并 不 困 
难 , 最 简单 的 情形 是 让 4 的 某 - 列 元 素 全 为 零 ( 留 作 练 习 ). 
在 PP 各 确定 之 后 ,对 于 系数 算 阵 是 关于 (P,Q) 广义 自 反 的 线 
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性 最 小 二 乘 问题 ,10.18.6 和 10.18.9 可 以 提供 将 其 分 解 成 两 个 独立 
较 小 子 问 题 的 完整 的 重要 信息 . 
例 考虑 超 定 线性 方程 组 


2 

3 b 
人] “| (18.8) 

4 x b, 

1 pb 


的 线性 最 小 二 乘 解 .讨论 如 下 两 种 情形 : 
(1) 5=(16,15,16,15) . 变 


p10 开 po-[" 1 ae 
7 0 1 oP (18.9) 


A=PA0, b=Pb. 
从 10.18.9 得 知 X = Ox , 即 有 
Xl = X. 


因此 ,求解 (18.8) 等 价 于 求解 


es) 国 . (18.10) 


现在 (18.10) 的 最 小 二 乘 解 是 为 = 3， 


容易 验证 


于 是 ,原始 问题 的 解 是 
Xl = X, =3. 
这 可 以 通过 求解 正规 方程 
A'Ax=Ab 
来 检验 .剩余 


r=b—Ar=(-2,3,-2,3) ， 
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DT 4 1- OF PT PP PT PE PPP 


显然 满足 > = 疡 , 故 关 是 关于 三 自 反 的 . 

(2) 5=(19,14,13,16) . 仍 取 (18.9) 中 的 已 和 全 .此 时 ,已 既 不 
是 自 反 的 ,也 不 是 反 自 反 的 . 

为 了 利用 4 的 广义 自 反 性 质 ,首先 将 5 分 解 成 如 (是 自 皮 的 ) 和 
Vv( 是 反 自 反 的 ), 亦 即使 得 

uu 二 Pu, v=~Py: utv=b 
将 18.18.6 应 用 于 向 量 瑚 ,得 
2 ={16.15,16.15) ,v={3,—1,-3,1) . 
这 样 ,因为 
x=A'b= A'(u rv)= A'y+ A'vY=y+2, 
从 而 直接 把 求解 Ax = 上 8 归结 为 求解 
Ay=u 和 Az=v. 

然而 ,如 果 不 去 利用 也 的 广义 4 性质, 如 此 分 解 便 没有 什么 好 处 ， 
反而 需 花 费 双 倍 的 计算 工作 量 . 

下 一 步 是 利用 10.18.9 约 化 好 = x 和 4z =v 的 规模 . 

先 看 Ay = .由 于 它 正 好 是 情形 1) 的 Ax =45, 直 接 搬 用 (1) 的 
结果 ,其 解 为 p=(3,3) . 

下 看 4z = vv. 对 于 它 的 分 解 类 似 于 情形 (1) 的 4x = 5 ,只 不 过 现 
在 需要 使 用 的 是 v 的 反 自 反 性 .从 10.18.9, 并 因 4=P4Q 和 
y= 一 Ov ,得 知 | 

2=—Pz. 
由 此 ,着 令 z= {zz 六 , 则 有 
Z] 一 一 2. ， 


于 是 ,求解 4 =Y 约 化 为 求解 


加 加 


“967 ， 


此 方程 组 的 最 小 二 乘 解 是 z| =1. 如 此 ,4z=v 的 最 小 二 乘 解 是 
z=(1,-1) . 
最 后 ,原始 问题 的 最 小 二 蒋 解 是 


4 
X=y+2z=| |- 
” 2 


仍 可 通过 求解 原始 方程 组 的 正规 方程 4 Ax = A'b 来 检验 . 
[C1998] 引 入 并 讨论 了 广 六 昌 反 矩阵 ,还 介绍 了 在 物理 门 题 中 的 
应 用 ， 
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数学 符号 


: P(X)} 使 命题 plx) 成立 的 所 有 x 构成 的 集合 

:天 -> 了 了 是 从 集合 到 集合 了 的 映射 

:YX 了 是 元 素 二 对 应 元 素 了 的 映射 

:XO 映射 广 是 元 素 xX 对 应 元 素 y 的 -一 对 应 

C"[a.b] 闭 区 间 [aq,b] 小 具有 连续 4 阶 导 数 的 函数 全 体 的 集合 
C" (04,60) 开 区 则 {4,8) 上 具有 连续 4 阶 导数 的 函数 全 体 的 集合 
全 次 数 小 于 的 多 项 式 全 体 的 集合 1.1.272 

R 实数 全 体 的 集合 “1.1.2/2 

C 复数 全 体 的 集合 1.1.272 

腺 ” 共有 天 个 实 分 量 的 列 向 量 全 体 的 集合 1.1.2Ww2 

C” 其 有 天 个 复 分 量 的 列 向 基 全 体 的 集合 1.1.272 

如 复数 w = CE&+ 这 的 共 辆 复数 ,这 = 和 一 让 

Rec 复数 人 =2+ 过 的 实 部 ,Rec = 二 a 

Imwx 复数 &=a+t+ib 的 虚 部 ,Imo =6 

sgn(")】 符号 函数 ,x >0 时 sgnx=+1l;x<0 时 sgnx=-1 
min 王 或 minz 实数 集合 钱 的 最 ( 极 ) 小 值 


max 或 maxx 实数 集合 六 的 最 ( 极 ) 大 值 


De 


组 合 数 或 称 二 项 式 展开 系数 


号 “对 所 有 的 …*…" ,或 “对 每 -个 ……” 
XEX 元 素 xX 属 于 集合 于 
四 ” 空 集 


性 集合 义 与 集合 了 的 交集 
对 mY 集合 大 与 集 台 了 的 并 集 
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了 了 CC, 了 一 了 集合 大 包含 集合 了 
了 入 49,9 守 P 命题 p 蕴涵 命题 9， 
或 者 说 p 是 gq 的 充分 条 件 ,或 者 说 4 是 书 的 必要 条 件 
P 伟 9 命题 六 和 命题 9 等 价 ,或 者 说 户 的 充分 必要 条 件 是 4 
口 定理 证 明 结 束 号 ,也 用 于 不 证 自明 的 情形 
站 xX 是 具有 万 个 分 量 x),…,x, 的 列 向 量 
x=(x1,…,X,) XxX 是 具有 nn 个 分 量 ,…,x, 的 行 向 量 
span {x x" 向 量 x 中 ,…,xf 人 "的 生成 空间 1.1.8/14 
dim 了 ”线性 空间 慎 的 维 数 1.1.13WS 
图 ” 直 和 运算 符 ”1.1.16W6, 2.1.41/117 
mod 横 1.1.1777 
{xX} 同 余 类 1.1.17/7 
人 ,人 上 {中 数列 、 向 量 序列 、 短 阵 序列 
于 /了 或 X(mod 了) 商 空间 1.1.1877 
苇 ' 线性 空间 在 的 对 偶 罕 间 1.2.249 
(%。) 双 线 性 函数 ”1.2.5//12， 1.7.2/173 
肉 积 1.7.2773, 1.7.28//86 

Y! 线性 子 空间 了 的 零 化 子 1.2.6/12 

线性 子 空间 了 的 正 交 补 1.7.14//78 
codimy ”线性 子 空间 了 的 余 维 数 ”1.2.7/12 
另 ” 线性 映射 了 的 值 域 1.3.1114 
4、 线性 映射 荆 的 零 空间 ( 核 ) 1.3.2715 
2(X, 了 ) 大 一 了 的 线性 映射 空间 1.3.6719 
So 了 线性 映射 了 了 入 的 复合 1.3.6719 
o Hadamard 导 号 7.2.1//441 
T-1 线性 映射 荆 的 逆 映 射 、1.3.7/20 

矩阵 T 的 逆 知 阵 ”1.4.5//32 
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了" 线性 映射 工 的 转 置 ”1.3.8//20 

了 单位 矩阵 1.4.6//33; ”或 恒 等 喘 射 1.3.1122 
全 零 映 射 ”1.3.11723 

ee， 工 "( 或 民 ”) 中 的 标准 基 1.4.1/26 
E=[e，:… e,] 反 序 单位 矩阵 2.1.11//120 


有 r 


r=[5]s| Te … cm]= 


mx 矩阵 的 儿 种 表示 1.4.2/26-28 
(T)， 年 阵 了 的 信访- 元 素 三 14.2127 
下 < 限 ” ”了 是 六 xx 下 实 和 矩阵 1.4.2727 
TeC”” 了 是 mxn 复 矩阵 1.4.21/27 
0 零 算 阵 、 零 向 量 、 数 零 “1.4.2//28 
TT 和 矩阵 下 的 转 置 ”1.4.3/31 
rank7 了 7 矩阵 了 的 秩 1.4.4731 . 
diag(Gd ,……,@) 具有 对 角 元 素 d,,…,d, 的 对 角 和 矩阵 1.4.6/33 
det 4 nxn 算 阵 有 4 的 行列 式 “1.5.7H40 
有 4， nxnn 算 阵 4 删 去 第 i 行 和 第 j 列 后 的 于 矩阵 1.5.10//42 
adj4 nxn 算 阵 A4 的 伴随 短 阵 1.5.13746 
tA nx 和 矩 阵 4A 的 迹 1.5.15//47 
G,(4) nxn 逢 阵 4 的 Gerschgorin 圆 抢 1.6.23//63 
G(A) mxn 和 矩阵 4 的 Gerschgorin 域 1.6.23//68 
范 数 1.7.21/782, 1.8.27789, 1.8.21/1/98,1.8.28//101, 1.8.30/102 
1- 范 数 1.8.8/90, 1.8.317103 
2- 范 数 1.8.8/90, 1.8.317103 


人 | 0- 范 数 ”1.8.8//90, 1.8.317103 
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,p=1) 三 - 范 数 1.8.8/91 
上 “矩阵 的 Frobenius 范 数 
PP， 正 交 投影 映射 ”1.7,16/79 
4 矩阵 (线性 上 映射 ) 4 的 伴随 矩阵 (映射 1.7.19W80 
刘 即 矩阵 4 的 共 令 转 置 和 矩阵 1.7.28787 
A(&, 8) 矩阵 4 的 子 矩 阵 (0 和 8 是 指标 集 ) 2.1.W113 
A(a)】 和 矩阵 4 的 主子 矩阵 (0 是 指标 集 ) 2.1.1W113 
A( 人 L…,i 虐 阵 44 的 主子 矩阵 2.1.17113 
XA) mx 矩阵 4 的 特征 值 全 体 的 集合 ”2.1.19/123 
4 (4) nxn 和 矩阵 4 的 第 i 个 特征 值 
P(A4) mx 矩阵 4 的 谱 半径 ”2.1.19/123 
za 二) 特征 值 1 的 代数 重 数 ”2.1.29/128 
融 ( 和 4 】 特征 值 4 的 几何 重 数 2.1.297128 
x(A) xn 和 矩阵 和 4 的 条 件数 2.5.2W157 
V(X,… Xs)】 数组 Xx,…,X, 的 Vandermonde 矩阵 2.6.17162 
i(4)=( (A)i_(4)i,(4) xz 矩阵 4 的 惯性 3.1.27171， 
3.14.2//228 
加 ”Kronecker 终 号 7.1.1//427 
vecd ”人 算 阵 4 的 相伴 向 量 7.1.4W/428 
A{ 广义 道 7 了 5.21468 
4 Moore-Penrose 逆 7.6.27473 
A 0- 道 了 7.17484 
A? Drazin 逆 7.8.1//489 
deg p(1) ，deg 4(4) 多 项 式 ptt) 的 次 数 、4 -矩阵 ACA) 的 次 数 
9.6.11601 
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行 弹 产 格 对 和 角 优 势 乌 阵 
2.2.2113 

行 严 格 对 贡 优 势 和 矩阵 ”2.2.2H130 

行 元 素 严 格 对 前 优势 类 阵 
2.2.5H132 

行 秩 “1.4.4731 

Hanke] 站 阵 6.4.117382 

harmonic matrix 6.4.9//389 

核 1.3.2715 

合成 知 阵 ”2.1.8/7118 

和 和 集 ”1.9.4H105 

恒 舌 映射 ”1.3.11/722 

衡平 从 阵 10.17.16H750 

Hemmite 算 阵 3,2.17173 

Hesse 外 阵 1.9.187110， 
3.1.]N168 

Hessenberg 年 隆 。 5.6.11346， 
5.6.17347. 6.1.21369 

Hitbert 矩阵 2.5.511160 

Hilbert-Schmidt 范 数 1.8.29102 

Hetder 不 等 式 1.8.91191, 
1.9.18WH111 

Householder 变换 5.5.17344 

Householder 矩阵 5.5.17344 

后 身 单 位 处 时 ”2.1.11W120 

后 站 称 位 失 阵 ”6.3.11378 

划分 2.1.2#114 


换 位 子 1.3.45725 
Hurwitz 矩阵 6.9.21423 


I 


人们 - 道 7.7.11483 
idempotent matrix 2.1.157122 
让 -地 717483 
,fk - 道 了 7,11H483 
ili-conditioned matrix 2.5.4/159 
imprimitive matrix 4.3.1A257 
incidenee matrix 10.1.47628 
indecomposable matrix 2.2.1#130 
indefinite matrix 3 了 .56.177193 
indicator matrix 10.] .4/628 
infinitely divisible matrix 
9.4.81584 
input-output matrix 10.17.47742 
integer matrix 10.9.1#679 
Intemational Standard Book Number 
(‘ISBN)Y 10.10.1#686 
interval matrix 10.15,1//725 
inverse M-matrix 4,.6.17/289 
involutory matrix 10.412.177704 
irreducibie matrix 2.2.1 六 130 


J 


Jacobi 选 代 法 8.2.11506 

Jacobi 知 阵 8.2.17506 

基 1.1.117S， 2.1.S711?3， 
10.10.6H694 

玉 1.5.415S7H47 

基本 解 。10.9.57681 

基本 轮换 矩阵 各 2.27373 

极点 97.2H620 


极 分 解 5.4.117337 

几何 重 数 ”2.1.29/1128 

几何 定 阵 6.4.717387 

几乎 半 止 定 撼 阵 9.4.37578 

几乎 正规 第 阵 10.11.137701 

奇偶 核验 10.19.17687 

奇 侦 校 验算 阵 10.340.37689 

极限 1.7.10W76， 1.8.5789， 
1.8.267100， 8.1.2/1496, 
9.5.211585 

极 小 枢 太 原理 3.5.37190 

极 小 实现 9.7.4W622 

极 形式 5.4.1111338 

极 值 点 1.9.14#109 

加 过 矩 曙 3.10.34211 

加 注 1.141817 

加 i 速 超 松 访 渤 代 法 8.6.1#520 

加 人 右 参 数 ”8.8.11/533 

加 性 1.3.1114 

简单 有 向 循环 10.1.27628 

减 深 矩阵 5.1.6W307 

检 错 碚 10.10.17687 

淅 近 收敛 速 度 8.1.57499 

谈 错 明 数 ”1.5.2836 

变换 矩阵 2.4.117120 

变换 族 ”5.1.10#1311 

校 验 矩阵 ”10.10.3W689 

校 验 位 ”10.10.31689 

阶 1.4.2727 

结 点 10.1.17627， 10.1.911631 

结 点 有 序 表 10.1.2W628 

结 式 ”6.8.1W409 

结 式 矩阵 ”6.8.21/409 

镜像 变换 ”5.5.11344 

径 向 天 阵 10.14.57724 

近 平 可 对 骨 化 ”5.3.8/1325 

Jordan 标准 形 ”51.31306.9.622H618 

Jordan 挫 54131306 


”785" 


局 部 紧 性 ”1.3.12777 

局 部 稳定 平衡 ”3.14.17227 

局 部 稳定 性 ”3.14.17227 

距离 1.7.1771，1.7.4/74 

虎 离 矩阵 10.15.67728 

订 阵 1.4.27727 

矩阵 乘法 1.4.330 

算 阵 范 娄 ”1.7.21/782, 
1.8.28/101 

第 阵 加 法 ”1.4.2128 

条 阵 男 数 91.17537， 
9.2.177547 

矩阵 正 负 号 函数 10.137.217754 

矩阵 值 多 项 式 ”2.17547 

算 阵 值 了 两 数 91.17337， 
9.5.175S85 

施 阵 指数 阔 数 9.5.1117593 

年 阵 族 5.110310 

距 正 规 性 的 亏 量 410.11.13770] 

绝 村 范 数 10.11.577697 

冯 对 值 牢 阵 10.15.677728 

均 荐 ”891.47542 


及 


开 半 室 间 1.9.3H105 

开 球 1.8.4789 

于 册 集 1.9,.6W106 

可 对 前 化 抵 阵 5.1.477307 

可 分 抢 阵 2.2.17129 

可 观测 9.7.5H7623 

可 观测 矩阵 ”9.7.SH623 

PJ 积 91.17538 

可 交换 线性 映射 ”1.3.15725 

可 控制 ”3.14,157236， 
9.7.51623 

可 控制 矩阵 3.14.15/7236, 
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9.7.51623 
可 着 线性 映射 ”1.3.7720. 
1.3.11723 
可 道 币 阵 1.4.5732 
可 微 9.1.1W538， 9.5.37586 
可 相 习 钉 阵 1.4.3730， 
2.1.37115 
H 可 约 矩 阵 2.2.17129 
可 的 和 矩阵 标准 形 ”4.4.17265 
Kronecker 和 7.1.171/437 
Krenecker 积 7 了 .1.17427 
Kronecker 幕 7.1.2//428 
其 和 闪 代 8&.1.10W506 
缺 对 关 矩 阵 2.1.47147 
块 Gauss-Seidel 选民 法 8B.3.6W514 
块 Gauss-Seidel 知 阵 ”8.3.611514 
块 Jacobi 选 代 法 82.67510 
块 Jacobi 知 阵 8.2.6W510 
块 三 对 角 短 阵 10.3.4/639 
块 上 三 角 秆 阵 2.1.147121 
块 SOR 选 代 法 ”8.4.5W517 
所 SOR 短 阵 8.4.5/517 
据 下 三 角 和 给 阵 2.1.14#121 
块 有 向 图 10.1,8/1631 
宽度 扼 阵 10.15.6/728 
亏损 矩阵 51.47307 


L 


LL 矩阵 4.6.3W1278 

Lagrange 插值 公式 少 1.37541 

Lagrange-Hermite 插值 公式 
9.1.31/540 

4 -矩阵 9.1.111538, 9.6.17601 

Laplace 展开 式 1.5.111H43 

leading Principal submatrix 
2.1.17113 


left matrix fraction description 
9.7.6/625 

Leibniz 法 则 9.5.6//589 

Leontie 疗 和 矩阵 ”10.17.417742 

Leowner 矩阵 6.4.111389 

Leslis 咎 阵 ”6.7.4W405 

连续 ”9.1.17338， 9.5.31586 

良 态 2.5.17154 

良 态 犯 阵 2.5.47159 

列 对 前 优势 矩阵 2.2.27130 

列 弱 严格 对 角 忧 势 和 矩阵 

2.2.21130 

列 严格 对 角 优 势 甜 阵 ”2.2.21130 

列 元 素 严 格 对 角 优 势 矩阵 

2.2.517132 

列 秩 “1.4.41731 

临界 扰 阵 10.17.74743 

邻接 矩阵 10.1.977631 

邻 域 1.8.4189 

零点 97.21H620 

零 化 子 “1.2.6H12 

零 拭 阵 1.4.21128 

零 空间 1.3.2H1S， 了 74.211462 

零 因 子 1.3.11723 

零 映 射 ”1.3.11723 

零 元 素 11.471 

Lotkin 短 阵 6.5.5W394 


lower triangular matrix 2. 1. 1277120 


LU 分解 5.8.41/365 
路 径 长 10.1.27628 
轮换 矩阵 ”6.2.117373 
Lyapunov 方程 3.14.6/1232 
Lyapunov 解 ”3.14.6//232 


KM 


ML 矩阵 46.41278 


M -矩阵 10.16.21/m40 

满 秩 。 7.5.11467 

McMillan 次 数 9.7.217620 

Metzler 矩阵 小 6.317278 

罕 零 矩 降 ”2.1.167122 

minimmm-norm reflexive g-inverse 
了 .7.1H483 

Minkowski 不 等 式 1.9.18H112， 
10.13.147717 

模 2 滋 法 10.10.2//687 

模 2 加 法 10.10.2//687 

模 2 减 法 10.10.2//688 

monotone matrix 10.16.91733 

Moore-Penrose 首 7.6.211473, 
10.18.5/761 

目标 空间 1.3.1W14 


N 


negative definite matrix 3.6.1H192 
negative semi-definite matrix 
3.6.1#192 

内 点 1.9.5W106 

内 积 1.7.1771，1.7.27173， 
1.7.29HAS86 

内 矩阵 6.9.5/1426 

Newton 均 差 插值 公式 ”9.1.57542 

拟 对 称 二 对 前 短 阵 10.7.127672 

拟 多 项 式 6.3.111377 

道 矩 阵 1.4.5732 

闭 M- 算 阵 ”4.6.15/7289 

氢 亚 格 对 角 优 势 矩阵 4.6.57280 

逆 映 射 ”1.3.7W20 

nilpotent roatrix 2.1.16/122 

nonnegative matrix 41.17239 

normal eigenvalue 2.4.10W153 

normal matrix 2.4.177144 
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non-defective tnatrix 5.1.47307 
non-derogatory matrix  S.1.677307 


0 


Oppenbeim 不 等 式 “10.13.127716 

orthogonal diagonalizable matrix 
3.4.3H145 

orthogonal matrix 1.7.26//85 

orthostochastic matrix 
10.16.37731 

oscillatory matnix 48.37303 

Ostrowski-Tanssky 不 等 式 
10.13,1377716 

个 部 分 1.3.137P4 

偶数 同位 10.10.111687 


产 范 数 18.8N91 

P- 甜 阵 4.6.19W290 
PP 循环 矩阵 10.3.47W638 
P -矩阵 6.19/1290 
已 矩阵 4.6.191290 


Paley 积 10.17.117747 

parity check matrix 10.10.37689 

bartial equidistant matrix 5$.4.9/335 

partial permmtation matrix 
5.4.14H339 

patterned matrix 6.1.173607 

Pauli spin matrix 10.17.18/753 

Pauii 旋 量 矩阵 10.17.187753 

Peaceman-Rachford implicit alterna- 
ting direction iterative method 
8.8.11/333 

Peaceman-Rachford 矩阵 
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8.8.17533 
Peaceman-Racthford 隐 式 交替 方向 选 
代 法 8.8.17533 
Pei 矩阵 6.5.111390 
permutation matrix 1.5.14/146 
Perron-Frobenius 定理 
4.2.41250 
Perron 特征 值 44.317266 
PETSymimetmic matrix 6.3.21/378 
偏 序 3.6.4W196， 10.13.17709 
偏 置换 矩阵 “5.4.1411339 
平凡 循环 10.1.2//628 
平 奖 3.14.11226 
平均 收 和 化 速度 814151499 
平面 旋转 变换 。 5.7.17354 
平移 1.7.24#83 
Positive definite matrix 3.6.17192 
positive diagonally matrix 
4.6.51280 
positive matrix 4.1.1//239 
bositive sem-definite matrix 
3.6.17192 
positive stable matrix 3.14.3//228 
potentially stable mairix 
10.57.24HA736 
primary matrix fanetion 
9.3.21551 
Primitive matrix 4.3.11/257 
principal submatrix 2.1.3W113 
property A 10.3.17637 


property A” 10.3.2/1637 
property L 10.2.11632 

property P 10.2.1632 

property SC 10.2.3/632 
Pseudo inverse 7.7.1/484 
谱 半 季 2.1.19N123 

溢 定 理 ”1.6.13WH59 

谱 分 解 ”3.3.21182 


谱 矩 阵 ”10.14.8//725 
谱 条 件数 2.5.217157 
谱 优 势 范 数 “10.1111700 


Q 


齐 次 性 13.1714, 1.3,21189, 
1.8.28H101 

奇异 矩阵 1.4.S1H32 

奇异 M- 矩 阵 ”4.6.157289 

奇 撞 值 54.17328 

奇异 导 分 解 5.4.51332 

奇异 值 优 势 范 数 10.11.11700 

前 向 称 位 拓 阵 63.11378 

济 在 稳定 矩阵 10.17.24/7756 

前 主子 矩阵 ”2.1.17113 

前 主子 式 2.1.17114 

强 非 奇异 矩阵 3.8.4366 

强 连通 ”10.1.31/628 

求 导 映射 ”7.1.13H433 

QR 分 解 ”5.7.31355 

区 间 的 焉 离 ”10.15.57727 

区 间 的 绝对 值 10.15.47727 

区 间 的 宽度 10.15.4/7727 

区 闻 的 相等 及 加 、 减 、 乘 法 
10.15.27725-726 

区 间 答 阵 10.15.1/725 

区 间 上 矩阵 的 相等 及 如、 减 、 乘 法 
10.15.3726 

quasi strictly diagonally dominant 
matrix 4d4.6.5//280 

quasi-symmetne tridiagonal matrix 
10.7.12/672 

全 各 模 矩 阵 10.9.47680 

群 道 “7.8.471493 


Tadial matrix 109.14.57724 

rational matrix 9.7.17H619 

Rayleigh 商 3.5.27188 

reduced row echelon matrix 
]0.5,27649 

reducible matrix 2.2.17A129 

reflexive matrix 10.18.2/758 

relative gain array 了 .2.137447 

resnltant matrix 6.8.2//409 

reverse unit matrix 2.1.1177120 

Rodman 知 阵 ”6.5.311393 

Routh-Hurwitz 逢 阵 3.14.10W1233 

Routh 和 矩阵 6.7.711407 

tow diagonally dominant matrix 
2.2.211130 

row strictly diagonally dominant 
matrix 2.2.2/130 

弱 单 调 范 数 10.11.77698 

弱 g- 逆 7.7.17483 

弱 循 环 矩阵 4.3.41260 

弱 优 化 ”4.5.71275 

弱 下 则 分 裂 837.17S327 


号 


三 对 和 角 和 矩阵 6.1.27369 
三 角 不 等 式 “1.7.6774， 
1.8.2789， 1.8.31189 
SAOR 夺 代 法 8.6.17520 
SAOR 短 阵 ”8.6.11/520 
scalar matrix 2.1.107120 
Schur-Cobn 矩阵 6.9,51/425 
Schur 范 数 1.8.2977102 
Schur 分 解 ”5.3.37321 
Schur 积 7.2.11441 
Schur 上 三 骨 标 准 形 ”5.3.37321 
Schwarz 不 等 式 ”1.7.51174 
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Schwarz 短 隆 ”6.7.5/1406 

selfadjoint matrix 3.2.17173 

semi-definite matrix 3.6.177193 

商 室 间 1.1.18A7 

上 三 前 矩阵 2.1.121120， 
6.1.21/369 

本 观 对 角 和 矩阵 6.1.21369 

生成 矩阵 10.410.617694 

和 牛 成 子 字 间 1.1.8/4 

实 Euclid 空间 1.7.2173 

实 矩 阵 “1,4.3727 

实现 9.7.411622 

实 正 交 短 阵 ”2.3.27137 

shiff matrix 6.2.21373 

收 误 1.7.10W76， 1.8.51789， 
1.8.26H100， 8.1.27496， 
9.5,21585 

收 训 b 短 隆 2.4124HI26 

首 一 4 - 宅 阵 9.6.1Wi60]1 

首 一 最 太 会 困 子 9.6.11610 

数 乘 法 “1.1.HAL， 1.1.1877， 
1.3.6719 

数 积 1.7.1771 

输入 -输出 咎 阵 10.17.47942 

EE 

数值 半径 ”10.14.34#722 

数值 范围 ”10.14.17718 

双 随 机 矩阵 4.5.17268 

观 线性 1.7.2173 

豫 线 性 函 煞 1.2.5H12 

双 心 矩阵 7.7.61488 

sign stable matrix 10.137.25A736 

similar matrix 1.5,]7N48 

simple matrix 5.1.47307 

singular M-matrix 4.6.15//289 

singular matrix 1.4.5//32 

skew circulant matnix 6.2.6/375 

skew-Hermitian matrix 3,4.1/184 


ea TH 


skew-orthogonai matrix 3.4.8Ai87 
skew-selfadjoint matrix 3.4.17184 
skew-symmetric matrix 3.4.37185 
Smith 标准 形 9.6.91609， 
10.9.27680 
Smith-MeMilan 标准 形 
9.7.21620 
松弛 因子 8.4.17514， 
8.5.17518， 8.6.17519 
SOR 选 代 证 38.4.117514 
SOR 和 矩阵 8.4.111514 
Soules 矩阵 10.16.197740 
spectral matrix 10.14.87T725 
SSOR 先 代 法 8.5.175S18 
SSOR 证 阵 8.5.17518 
stable matrix 3.14.3/228 


”congruent matrix 10.6.17651 


“相合 矩阵 10.6.11651 

Stetn function 9.3.21557 

Stieltjes 矩阵 4.6.147288 

Stochastic matrix 4.3.1W208 

strictly conttaction matrix 
10.16.13W736 

strictly lower triangular matrix 
?2.1.12f7121 

strictly proper Tational matrix 
9.7.17619 

strictly upper iriangular matrix 
2.1.127120 

striped matrix 6.4.2/383 

strongly nonsingular matrix 
.8.411366 

素 上 矩阵”4.3.17257 

算术 -几何 平均 不 等 式 
1.9.18A111 

算术 矩阵 64.417384 

算 子 范 数 1.8.21/98， 
1.8.307102 


SUbciitcal matrix C10,17.7/7743 
Successive overrelaxation iterative 
method 名 4.1AS14 
随机 此 阵 4.5.17268 
supercritcal matrix 110.17.777743 
Sylvester 禹 性 律 ”3.1.27172 
Syjvester 矩阵 6.8.107420 
symimetric accelerated overtelaxation 
iterative method 有 .6.17520 
symimetric matrix 31.17169， 
3.2.27173 
symmetric successive overrelaxation 
iterative method 8.5. 1//518 
symplectic matrix 10.8.4//674 
Szasz 不 等 式 4.6.7/11285， 
10. 13. 1077714 


T 


TI congruent matrix 10.6.11/651 


7 相合 矩阵 ”10.6.111651 
Takagi 分 解 10.7,3//663 
特 型 矩阵 6.1.11/367 
特征 案 项 式 1.6.3751 
特征 方程 ”1.6.3H51 
特征 宣 间 3.3.17181 
特征 向 量 1.6.2151 
特征 值 1.6.2751 
特征 值 的 指数 ”1.6.15W60 
体积 1.5.1134 

调和 算 阵 ”6.4.911389 
条 件 半 正定 矩阵 9.4.3W1578 
条 件数 2.5.27157 

条 纹 矩 阵 6.4.2/1383 
Toeplitz 矩阵 63.17376 
同伴 矩阵 各 7.1403 
同 构 “1.1.272 


局 构 映 射 1.1.212 

同事 矩阵 ”6.7.3H405 

同时 可 对 角 化 矩阵 $1.71307 

同时 可 对 角 化 族 5.1.1217312 

同一 化 1.4.2727 

同 休 类 1.1.17/7 

同 余 模 1.1.1777 

totally nonnegative matrix 
4.8.17303 

totally positive Inatrix 4.8.17303 

totally unimodular matrix 
10.9.47680 

投影 算 子 1.3.13124 

投 弦 映射 “1.3.13124 

transfer function matrix 9.7.3/622 

transition matrix 2.1.65117 

tridiagonal matrix 6.1.2//369 

凸 函 妆 “1.9.177109 

止 集 19.27104 

凸 锥 1.9371106 

凸 组 人 台 1.9.127108 

退化 1.5.1734 

和 退化 和 窍 阵 1.4.5732 


U 


unimodular matrix 10.9.4//680 

unit triangular matrix 2.1.1277121 

unitary diagonalizable matrix 
2.437144 

unitary matrix 2.3.27136 

upper triangular matrix 
2.1.121120 


Vv 


Vamdermonde 算 阵 2.6.1/7162 
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外 积 7.1.1#1427 

Walsh 喇 数 10.17.101747 

完备 性 137.117177 

完全 非 负 扼 阵 。 4,8.17303 

冠 全 Hamming 码 10.10.57692 

完全 世态 引 阵 ”2.5.4N159 

完全 止 答 阵 ”4.8.17303 

weakly cyclic matnx 4.3.4#260 

伪 逆 97.7.11484 

维 数 1.1.1315， 10.9.107683， 
10.10.3/690 

well-conditioned matrix 
2.5.47159 

稳定 多 项 不 6.9.111422 

机 定 算 阵 3.14.37228 

width matrix CC 10.]5.6/728 

Wielandt 知 阵 ”10.4.7H646 

五 对 角 和 矩阵 6127369 

oo0 - 范 数 1.8.8790 

无 窜 可 分 矩阵 84.87584 

oo - 算 子 范 数 1.8.317103 

无 向 图 10.1.97631 


XX 


下 .二 角 上 矩阵 2.0.127121， 
石 ].21369 

下 闫 对 角 引 阵 6.1,21369 

线段 ”1.9.17104 

线性 1.7.28H86 

线性 初等 因子 96.17H616 

线性 活 阴 ”1.8.1W88 

线性 函数 ”1.3.119 

线性 空间 1.1W1 


+ TO» 


IT rr te 


线性 码 10.10.27688 

线性 算 子 13,1714 1.8.1788 

线性 相关 1.4.91H4 

线性 无 关 1974 

线性 映射 ”1.3,1114 

线性 映射 的 范 数 1.7.21782 

线性 映射 的 复合 ( 狐 法 ) 
1.3.6720 

线性 映射 空间 1.3.6719 

线性 组 合 1.1.774 

得 1.3.1714 

相对 增益 阵列 7.2.130447 

相关 矩阵 10.16.6732 

相合 变换 10.6.17651 

相合 宕 阵 10.6.1W6S1 

向 最 tA 

问 量 葬 法 1.4.2129 

向 量 加 法 111 

向 量 值 前 数 9.5.11585 

相 容 1.8.321103， 8.1.21H496 

相 容 次 序 产 特 环 矩阵 10.3.97641 

相 仇 ”1.3.11723， 1.4.5732， 
1.5.]71148 

相似 变换 1.3.11723， 
1.5.17148 

相似 不 变量 2.3.117144 

相似 矩阵 1.5.13748 

斜 对 称 部 分 3.4.3H18S 

斜 对 称 上 矩阵 3.4.37185 

斜 对 称 性 ”1.7.28//86 

协 方差 让 阵 10.17.131747-748 

斜 Hermite 矩阵 3.4.17184 

斜 Hermite 算 子 3.417184 

笠 轮 换 搞 隆 ”6.2.61375 

斜 线 性 函 数 “1.7.28186 

余 正 充 生 阵 3.4.81H187 

钉 自 伴 部 分 3.142.117218 

侨 扣 忻 和 矩阵 3.4.177184 


斜 月 伴 算 了 3.4.17184 
辛 拖 阵 10.8.4H674 
信息 位 10.10.3W689 
性 质 和 10.3.17637 


性 质 和 < 10.3,27637 
性 质 E 10.2.111632 
性 质 P 10.2.57632 

性 质 SC 10.2.3#632 
循环 10.1.27628 

循环 短 阵 43,17257 
循环 矩阵 标准 诬 ”43.277258 
循环 二 ”10.3.77640 
循环 闸 换 条 阵 ”6.2.2W373 


Y 


亚 临 界 手 阵 10.17.77743 
还 缩 第 阵 10.16.137736 
水 略 珂 责 数 1.9.177109 
泪 赂 块 上 上 三角 纵 阵 2.1.147A121 
严 档 块 焉 三角 算 隆 ”2.1.141121 
严格 证 三 角 和 矩阵 2.1.12W120 
严格 上 四 函数 1.9.177109 
潍 格 十 三 骨 算 阵 3.1.1211121 
册 格 压缩 绰 阵 10.16.13/7736 
严格 真有 理 扼 阵 9.7.1W619 
义 模 算 阵 ”10.9.4/1680 

各 模 有 4- 外 阵 9.6.3W602 
{1,2)- 逆 7 了 .7.17483 
(2.3 北 7.7.17483 

全 ,2,3,4)- 诞 7.7.111483 
{这 4)- 遂 7.7.111483 

1- 范 数 1.8.81g0 

译 码 10.10.411690 

(1)- 道 7.7.1W484 

(1.3)- 道 ”7.7.17483 

(44)- 道 ”7 了 .7.17483 


1- 算 子 范 数 ”1.8.31W103 

称 位 咎 阵 ”6.32.2W373 

西 不 变 矩 阵 范 数 ”10.11.3W695 

丁 不 变 问 量 范 数 ”10.11.1#694 

看 除 9.65.411603 

当 等 价 ”2.3.10#143 

有 是 关 阵 3.6.17193 

优化 4.5.711275 

有 界 【1.7.12H737 

有 界 集 1.8.71790 

右 界 线性 算 子 1.8.19W97 

友和 年 52.17314 

团 抠 阵 2.3.2H136 

石和 矩阵 分 式 描述 ”9.7.6H625 

西 可 对 角 化 窟 阵 2.4.3/1144 

在 可 道 7.4.211462 

酉 室 间 “1.7.28H86 

理 炖 陈 9.7.17619 

右 逆 7.4.211462 

丰 Perron{ 特 征 ) 向 量 4.4.3W/266 

人 i 商 9.6.4W603 

优势 特征 值 ”4.2.3W248. 
10.17.27741 

在 特征 向 量 2.1.287128 

有 限 维 空间 1.1.1115 

有 向 缀 10.1.1#/627 

有 向 路 径 10.1.27628 

疝 相 位 2.3.1017143 

要 相公 再 变 量 2.3.117144 

有 向 图 10.1.17627 

有 序 单纯 形 1.5.1734 

石 内 子 9.6.411603 

酉 瞻 射 1.7.29788 

右 余 9.641603 

右 正 交 十 托 阵 10.18.47760 

布 止 但 于 子 字 间 10.18.4W760 

余 授 影 算 子 1.3.14724 

余 维 数 ”1.2.7H12 
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余子 式 1.5.10W43 
圆 矩 阵 ”10.12.3W704 
约 化 行 梯 和 扼 阵 ”10.5.2/1649 


Zz 


世 - 和 矩阵 4.617277 

Z- 儿 阵 最 小 特征 值 4.6.257296 

张 量 积 7.1.17427 

增 广 矩 阵 10,16,17730 

增益 矩阵 ”7.2.137447 

振荡 矩阵 4.8.317303 

真有 理 式 9.7,111619 

正定 和 矩阵 3.6.17192 

正定 性 1.7.2773， 1.7.28//86, 
1.8.27189， 1.8.28H101 

正 对 角 和 矩阵 4.6.57280 

正 负 号 函数 10.17.20H754 

正 负 号 相似 19.17.23H756 

正 负 号 稳定 矩阵 10.17.2517756 

正规 方程 1018.97766 

正规 中 赣 ”7.7.17483 

正规 矩阵 2.4.17144 

正规 特征 值 24.107153 

正 变 1.7.7H74 

正 交 补 1 了 .14778 

正 交 等 价 ”2.3.107143 

正 变 基 ”1.37.875 

正 交 引 阵 1.7.26//85 

正 交 可 对 角 化 和 窍 阵 2.4.37145 

正 变 随机 矩阵 10.16.37731 

正 交 投影 .1.7.16/1779 

正 变 投影 映射 1.7.16/79 

正 矩阵 “4.1.17239 

正平 方 根 3.6.277194 

整数 基 10.9.107683 

整数 和 矩阵 ”10.9.1W1679 
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整体 稳定 平衡 ”3.14.17226 

正 稳定 矩阵 3.14.3//228 

正 幢 射 、3.6.17192 

正则 人 分裂 8.7.17527 

秩 14.4131，96.10601 

指标 条 阵 10.1.47628 

秩 分 解 ”7.6.71H477 

直 和 1.1.16H76， 1.1.2078， 
2.1.4H117， 艺 1.31306 

置换 1.5.3133 

轰 换 等 价 37.1.167436 

置换 矩阵 ”1.5.147H46 

置换 相似 了 1.167436 

直 积 7.1.11/427 

直接 法 8.1.11/495 

值 域 1,3.1W14， 7.4,.27462， 
10.14.177 了 8 

中 心 对 称 和 矩阵 6.6.17398 

中 心 Hermite 矩阵 ”6.6.6/1402 

中 心疼 对 称 矩阵 6.6.41400 

中 心 侨 Hennite 秆 阵 6.6.61/402 

中 心 斜 自 伴 和 矩阵 ”6.6.61402 

中 心 自 伴 矩 阵 6.6.6W/402 

逐次 超 松 张 迁 代 法 8.4.17514 

主 对 角 线 1.4.6733 

主子 矩阵 2.1.1W113 

主子 式 2.1.17113 

转移 矩 竹 21.6H117 

转移 消 数 卸 隆 ”9.7.3/1622 

转 置 ”1.3.8W20 

转 稼 矩阵 ”1.4.3W31 . 

惟 素 矩阵 函数 9.3.27557 

自 伴 部 分 3.12.177218 

自 伞 矩阵 3.1.1#169， 
3.2.17133 

自 伴 映射 ”3.2.17133 

自 反 外 逆 7.7.111483 

自 反 矩阵 ”10.18.27758 


i 
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自 反 向 量 10.18.27758 

月 反 子 空间 10.18.21758 
子 拓 阵 2.1.1A113 

空间 1.1.3#3 

子 式 1.5.101743， 2.1.1113 
组 合 对 称 矩 阵 10.4.9W646 
最 佳 通 近 解 ”7.6.10M4 且 
最 简 标 准 形 10.5.71651 
最 小 密 项 式 “1.6.14759 
最 小 一 绞 解 ”7.6.10#480 
最 小 范 数 g- 道 7.7.111483 
最 小 范 数 自 反 gg- 道 7.7.11/483 
最 小 平方 g- 道 7.7.111483 


最 小 平方 自 反 名 道 7.7.11483 
举 标 2.1.57117 

无 除 9.6.411603 
左手 阵 分 式 纤 述 ”9.7.6/1625 
左 可 道 7.4.27462 

卉 道 7.4.211462 

左 Perron( 特 征 ) 向 量 4.4.37266 
左 商 9.6.4H603 

无 特征 向 量 2.1.28W128 

左 因 了 9.6.4/1603 

左 余 9.6.47603 

左 正 交 于 第 阵 10.18.4/760 
在 正 变 于 子 空间 10.18.4/760 
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